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EinLeituRg.' 

Die  für  ille  Schiffsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
lität der  Schiffe  ist  mit  der  allgemeiDen  physikalischen  oder  me- 
chaiitochen  Lehre  von  der  Stobilität  schwimmeDder  KSrper  im 
Gaozen  einerlei,  nnd  daher,  abgesehen  von  ihrer  croesen  pnJc- 
tischen  Wichtigkeit,  von  so  alluenieinem  Interesse,  aass  eine  auf 
einige  Eigenthüinlichkeit  Anjspnicli  machende  Darstellung  dersel- 
ben an  liiesem  Orte  wohl  geiechtCertigt  erscheint.  Was  die  im 
Folgttnden  gegebeae  BehandraDg  dieser  wichtigen  und  ioteressan* 
ten  Liehre  lietrifft,  so  weiss  ich  sehr  wohl,  dass  sich  dieselbe 
aus  noch  allgemeineren  Gesichtspunkten,  als  hier  geschehen  ist, 
namentlich  in  analytischer  Beziehung,  auffassen  lässt;  i«:b  hatte 
aber  für  jetzt  die  Absicht,  mich  möglichst  dem  Bedürfnisse  der 
Praxis  «nsnlieoiieiiieD  aod  mich  eben  nur  aaf  das  für  dmt  ^prakfl- 
schen  Gebrauch  Wichtigste  zu  beschränken,  wozu  mir  eine  in 
höchster  analytischer  Allgen>eiiihpit  durchgeführte  Behandlung  we- 
niger geeignet  schien.  Auch  habe  ich  einiges  Bekannte  aus  der 
ailggmiaioen  analytischen  Mechanik  aufgenommen^  um  nichts  wei- 
ierS»  die  Lehren  der  Statik,  namentlich  die  sechs  allgemeinen 
Bedlngnofsgleichungen  des  Gleichgewichts,  als  belcannt  voraus*  ^ 
zusetzen.  Bemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,  namentlich  von 
Bouguer  im  Traite  du  navire  und  von  Euler  in  der 
Scteotia  navalis,  wo  wohl  überhaupt  die  erste  wissenschaft- 
liche Begründung  dieser'  wichtisen  Lehre  gegeben  worden  ist» 
immer  bloss  der  eingeschiSokte  Fall  anendlich  kleiner  I>rehung8- 
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winke!  in'8  Aui;e  gefasst  worden  ist,  vrns  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  sein  scheint.  Deshalb  habe 
ich  im  FolffeDM  liei  den  allgimeliiea  GeMtzen  dieseo  einge- 
Mbfinkton  Gesichtspunkt  ▼eriassen »  nnd  i^nbe  gezeigt  zu  haben, 
das8  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einfachheit  verlie- 
ren, wenn  ntan  dem  Drehun^swinkel  eine  endliche  bestimmte 
Grösse  giebt«  was  mir  namenthcb  für  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
in  Mfai  seheint  Und  wenn  ich  anch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthfimliche  beanepm» 
cnen  zu  dürfen,  so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  fassen, 
dass  sehen  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
Jaod  sehr  geschätzteu  Abhandlung,  die  man  io  den  Philosoph!- 
cal  Traneactienn  ifaidet,  den  eingescbrlnkten  Gesichtspankt 
unendlich  kleiner  Drehnngswinkel  aufgegeben,  und  zu  Drebnngs- 
winkeln  von  einer  endlichen  bestimmten  Grosse  sich  erhoben  hat. 
»Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  Entstand  früher  fast  immer 
gewöhnlich  war,  durchaus  synthetisch,  und  gelangt  nicht  zu  der 
Allgemeinheit  der  Betrachtung,  welche  die  analytische  Darstel- 
lungsweise zu  gewSkreo  im  Stande  ist,  wenn  anch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Um  übrigens  diese  Abhandlung 
fi3r  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen ,  habe  ich  mir  verschiedene 
apecielie  AnwenduDgen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
l)ehren  Ar  einige  spitere  Aufsfitae  vorbehalten  mUssent  und  be- 
merke schlleesflch  nur  noch ,  dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  des  Hollens  oder 
Schlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  le  tangage) 
io  der  vorliesenden  Abhandlung  gegeben  worden  ist,  um  in  der- 
aelhen  anch  hierfür  ehie  theormche  Gmndlage  (br  einige  später 
fo|||ende  apecielie  Anwendungen  zu  gewinnen.  Eine  noch  lulge- 
meinere  analytische  Behandinng  beliaite  ich  gleichfans  elniAr  apft* 
teren  Abtiandhiog  vor. 


8-  1. 

tJevor  wir  zu  dem  e'lgentlichen  Gegenstände  dieser  Abhand- 
lung überj^ehen ,  wollen  wir,  um  dersfelben  eine  möglichst  allge- 
meine V'etstaiullichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 

Bcfwegung  eitles  SljvteinB  Vtfta  KOrpem  entitlckeln,  ohne  tlinket 
araere  mechanische  SsUe^ldli  Ae  bei  dieser  Entwickelung  nicht  an 
umgehenden  IMncipien  der  Statik  oder  Gleichgewichtslehre  vor- 
auszusetzen,  weil  ohne  die  Kenntniss  der  in  Kede  stehenden  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern 
m  ^tbl^  däini»  abget^eter'HHf  ehe  Tellig  dedBdbe  iM 
gehörig  wisisenschaftlidh  begründ^tÄ  Einsicht  in  da«  Folgende 
nicht  erlangt  werden  kJinn,  die  Kennthiss  dieser  allgemeinen  Glei- 
«jhum^e^  der  Bewegunji  €^es  S^jrtems  von  KOrpem  aber  auch 
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nodi  für  verscfrieflene  an(!ere  (ie^i^'GnsfSTide  der  nniitisehcn  Wi.s- 
»en«€hoften,  die  vvir  späterhin  in  besoTKiereii  Abliuidliill|geil  su 
besprechen  denken,  von  grosser  Wichtigkeit  it»t. 


1.8.  . 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehraen,  dass  die  Schwerpunkte 
fhwf  JbeKebigen  Anz^l  yen  Körpern  z\i  eiiMm  Systeine  .mit  ein- 
codier  verbunden  seieo^  mra  woOen  ans  si^eicli,  was  bektfiofUjGii 
▼«tptajyi^t      die  MmeD  dWser  K&rper«  jwrelcbe  durch 

•»»  i%f  «itf  fi%«  i%* 

bezeichnet  werden  möi^en .  in  ihren  respectiven  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  wodurch  das  in  Rede  stehende  6vstem  von 
Körpern  auf  ein  bhnw  (tystem  iiiateriflller  fNinkte  reducirt  wird. 

Setzen  wir  nun,  Hass  auf  alle  diese  Piiiikt«'  Kräfte  wirken, 
welche  denselben ,  wofern  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Iftichtung^D  respeetfve  die  GMchvnMniMteD 

H»  Ugt  U^t  II3,  U4,  ••••• 

erÜMilen  wurden;  so  werdeio  du6flell>en  wegen  ihrer  Verbindung  * 

unter  einaiuler  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Rtchtuu^en,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rich- 
tungen mit  gewissen  anderen  Cieschwiodigkeiten ,  die  wir  respec- 
tive  durch 

^*       ^»  ^»  ••••• 

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  nir  un>>  die  Kräfte,  welche 
nach  ihren  Richtungen,  wenn  juau  «ich  die  in  Rede  stehenden 
Ponkte  nicht  anter  eiDaoder  verbundeo  denkt»  sondern  jeden  der* 
seihen  nie  einen  MeniPuAhtieMiehl»  die  iCieeebwindigkelten 

*i »  •%»  ^>  *4»  

hert  oT  bringen.,  «us  den  iKÜHtcn»  trelcbe  nadi  ifaven  ^RiefalHageii 
die  UeecttH^aniligkeiten 

e»      Ob»  9g  9  94, 

hervorbringen,  und  gewi^gen  anderen  Kräiten»  die  nach  gewissen 
Richtungen  die  Geeehwindigkeiten 

W,  W|  ,        Wg»  -«•. 

hervorbringen,  zusammengesetzt,  so  können  wir  statt  des  ersten 
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SJywtems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  ea 
sich  hier  niir.  um  «iiiie  momeuiskm  Wirkung  des. . Kräfte. haiutel^ 
so  sind 

IMft  fliiUit  iHtt^y  fitftig »  m^tlfi 

■ 

mi?,  ^x^l«  "^2%>  ^'<3^9f  m4f«s  *••••> 

intDy   fll|t0|>   1%t|llf9  11^10^»  11141049. ... 

die  IMaasse  der  auf  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  «irkeiiden  Kräfte,  oder  die  socenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  ea  bringen  aUu  uuier  uileu  Bediogungeu,  muii 
mag  sich  die  Punlcte  de«  lä^rateme  aie  frei  oder  als  unter  einan- 
der vefbnoden  deniLen«  die  iMfte 

inVf  IHlOl  »  IXlf^»   "'s*)»  '^4*14»  -mmp' 

:        .         .    ■'  ■ 

ga^z  dieselbe  ^Virkung  hervor  wie  die  Kjrüfte  ,  ,  , 

niu$  m]t£| ,  Dtjttsy  1^8%»  "i«^)  

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden* 
60  bringen  die  Kräfte 

nio»         tii%Ps»  1^9^» 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  luäfte 
ifnr*  niiUit  iWstts»  is'^tc«» 

Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein- 
ander verbunden  denkt  >  die  Kritlte 

fR0>  ^HPtf  ni^e^f  Hiieii»  11^04 

gana  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

ine«       9  ntgiVs»  s%ef »  111494 »'«^^ 

mWf  miWi,  m^jic^,  nt^u^g,  i>^«04> 

woraus  eich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Vorauaaetzung ,  wenn 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems,  wie  es  uhrigena  enoh 
schon  der  Begriff  eines  Systems  an  akh  focderi*  nnter  einander 
verbunden  denkt«  die  Krätie  « 

inWf  ni|t0|  9  nigiig»  m^w^»  014104»  ••••• 

•  unter  einander  im  Gieicbgcwichte  nein  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Syateme  verbundeneu  Punkten  auch  son^hi 
die  Kräfte 


a 
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tUM«  IBg^  »^Ha, 

■ 

und  die,  in  Bezug  auf  ihre  ttrsprunglichen  RiclifuDgeo,  nach  ent' 
gegengeMtSKton  I^cktungen  wlAeno  gedaciiten  Kim 

mty  miPi,  m^v^j  in^v^,  m^v^, 

als  aucli  die,  in  iiczug  auf  ihre  orsprSngticheD  lücbtungen,  nach 
eo^cgengesetztea  Kiohtuogen  wirkead  gedaclitea  KMe  « 

i  ffitf,  niiUi,  tBf^2»  ^"g^z*  ^It^ii^*  •••• 

und  die  Kräfte 

mv,  wi|t>i,  m^ü^y  'thHf  w*4»-4>   

unter  einander  im  Gleicbgewiclite  sein  nidssen* 

Die  Kralle 

•mmi,  mgu^9 

oflegt  man  die  nreprünglich  m itgetbeilten  Quantitäten 
aer  Bewegung  va  aenqen;  dagegen  nennt  man  die  Krfifte 

die  wirklich  iStatt  fiadeiiileu  Quautitüten  dm  bewe- 
ge ttg;  endlieli  heieeen  die  Kräfte 

■  .         ■  . 

nt^Wif  ii%t0^j  ntgt0j|,  n^ie^,  p... 

•  • 

die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
vjpgiing. 

Mit  Kü( Isiciit  hicraul'  lässt  «»ich  das  Vorlyrgeb^ade  in  dem 
l'ulgendeu  iSuU^  zu^aiumenfassen :  ' 

1.  In  jedem  Systeme  tnaterieller  Punkte,  weiche 
von  beliebigen  momentnnnirk<MMlpnKr;iften  sollicitirt 
werden,  findet  zwischen  den  ui  »  |n  ii  nglich  mitgetheil- 
ten  Qnantitätcn  der  Uev%egung  und  den,  in  Bezug  auf 
ibre  nrsprangiicfcen  Riebtungen,  nach  entgegengesetz- 
ten Richtungen  genommenen  wirkliell  Statt  finäenileB 
l^itantitäten  der  Bewegung  Gleieh gewicht  Statt 

-  S.  In  Jedem  Synteme-  materieller  Punkte,  welche 
Von  beUebigeo  ihomentan  wirkenden  Kräften  e^Uicitirt 

werden,  findet  zwischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Hichtungen  genommenen  ursprüngiich  mitgetheil ten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  Glelehgewieht  Statt. 

3.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
ton  beliebige^  momentan  wirkenden  KräfMn  «ollUltIrt 
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werden,  findet  zu'Jsfcheti  den  ^eu't^nnenen  nud  verlöre» 
nen  Quautitätea  der  ücw  eguug  tiieichgewich t  5iatt. 

Dieses  sehr  ^richtige  allgemeine  Prittcip,  durch  welches  die 
Möglichkeit  dargeboten  wird  ,  Jf  fie  Fi  t^e  liber  die  Bewegung  eines 
tSystems  materieller  Punkte  zu  einer  bluäj^eu  Aufgabe  über  das 
Gldchsefricht  zu  macheo,  oder,  überhaupt  die  f^obleroe  der  fie- 
i^miiigBlebre  auf  die  Probleme  der  Gleichgewichtslebre  xurüclcr 
zuiaT)re;f ,  wird  nach  seinehi  Erfinder,  deAi  berfihnite»  franzSsi* 
«chen  Philosophen  und  Mathematiker  d'Alembert,  das  d'Aiem- 
bertsche  Priociu  in  der  Mecbaoik  geuaiiut  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  Entwiciceluug  der  allgemeioeo  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systeme  von  KOrpern  anweiideo. 


* 

Die  einseinen  Ptini^te  des  im  Vorbergelienden  betnMsbteten 
Syetems  wollen  wir  von  jetzt  an  der  Kfime  weyen  durch  die  ent- 
sprechenden Maasen,  also  durch 

Ttii,  m^,  Tii^,  m^,  .... 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen»  dass  am  finde  einer  gewissen 
Zeit  t  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
aegeuommenes  rechtwinkliges  Coofdioateosystem  respecttve 

asf     x;       Sfkf  'i;  ^a»  9**      ^*  ^; 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t  beti'achten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  Rep^rS- 
sentanteu  der  üliwieu  nur  einen,  etwa  den  Punkt  in'«  Auge 
fassen,  bemerken  dier  sogleich,  dass  die  ganze  folgendli  Betraf 
inng  TOllig  In  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
Stents  anwendhar  sein  wird.  Am  Enrfe  der  Zeit  t,  wo  bekannt- 
lich a:,  ^»2  die  Coordinaten  des  i^Hlktes  m  sind,  sei  v  die  in 
Folge  der  Be^e^ung  des  »Systems  wirklich  Statt  findende  6e* 
achwindijgkelt  des  ruttktte  m,  und  «  eei  der  Weg,  welchen  die- 
eef  Punkt  bei  der  Bewegung  des  Systems  in  der  ii^eit  t  zurüiÄc* 
geligt  bat  Lässt  man  die  Zeit  t  um  Jt  wachsen,  so  wird  t  um 
j4s  waeh-^en,  und  da  man  die  Geschwiadigkeii  des  Punktes  m  m 
dem  Zeitintervalie  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant 
oder  seine  Bewegung  ib  dem  Zeitintervalle  mit  desto  grüsse" 
rer  Gwitliigk«it  als  gkMflimIg  betracbten  kann,  je  UeMet  jdK 
iet,  uo  'Üt  mit  desto  gtSssem  GeiiM^eU,  je  bibiner  4t  lit,  ' 

jdi^vM  oder  e=:=^* 

AJeo  lel  otenber  die  Geschwfaidigkelt  u  selbst  in  alier  SchSrfe  die 

Gränze,  welcher  der  Differenzeu^uotient        sich   nähert,  wenn 


2 

M  sieb  der  Null  nähert,  d  b.  nach  den  BegtifM  Äff  (Ni<9f|t- 
tialrticlMiBng»  e«  ist  tnit  völliger  Genauigkeit 

dB 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dans  die  vorher« 
gehende  ganz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschaffenneit  des  Wecs  $  voraussetzt,  und  dass  also  dto  obice 
DifferantialeleicbiiDg  eilt,  wie  auch  der  Weg  s  beeeluifeB  am 
UMg;  dieaäbe  eilt  folglich  ganz  aMgemeia,  der  Weg  f  nag  ei«^ 
gerade  Linie  oder  eine  beUel^ge  Cvrv«  Ton  eMfacher  oder  dop- 
pelter Krümuiuog 

BeceicbMn  wir  ferner  die  \W  nicht  iibersteigendett  Winkel, 

welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  mit  den  pasitiveil 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {a:yx)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenaxen  paralleler  Axen  eiuschliesst,  durch  (p,  x\  so 
sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Ajku  der  Xt  z  ge-. 
nommenen  Oemposanten  der  CSeeehwIndigkeit  e  ndt  gwöriger 
ROckaiclit  anf  ihf«  Voiyeldieii: 

ttMUf,   tXOS^,  9C082; 

d.  I«  Mefc  hm  Vetheigebttdeot  . 

dt  Bs  Bs 

Nun  ist  aber  offenbar  nll  deaie  gWlaeerer  Genauigkeit,  je  kleiaer 
J$      d.  I.  mM  doele  grüMenf  Geimdglieit,  je  SielMr  Ji  Mt 

^jr^COSf}.^«,  Jy^QUH\^.49t  Ji=CQ8%uit\ 

Um  wM  dtito  gKtaMW  C^p»«|gMt,  Jf  U^ipis^^f  oder  44 

/fa:  Jy  /tz 

f^^z^^,  ce.t=;äf'  ^3l=4i 

DalMr  efaid  efenbar  in  vSlIlger  Sehirfe 

COS9,  COS-^,  C08% 

GriBM»  denen  Teapactive  die  INfbrenaenqneCleiiteft 

aleh  nShem,  wenn  4«  oder»  wm»  dwelbe  iat,  «tmh  M  sich  dir 
Null  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  iat 
folfl^  mit  völliger  Genanigkeit: 

hx  Bff  dz 

eea^^Ä       co«i^;?=^,  qomx=^' 
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Also  sind  nach  dem  Obigen 

da:  Bs  dif  Bs  bz  Bs . 
Bs  '  Bt  *    Bs  '  Bt  *    Bs  Bt^ 

dt  L  Dich  einem  bekannten  Sntae  der  DUferentinlredwung 

^         dx^      dy     Bz  * 
Bt  '    Bt*  Sit* 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  ar,  ^,  z  irenomfnenen  Tompf»- 
santen  der  Glcsclnvindigkeit  v,  mit  gehörii^er  Rücksicht  auf  die 
diesen  Composanten  /ukommenden  Vorzeichen.  * 

Folglich  sind  aiit  i.tide  der  Zeit  i-^-Jtj  welcher  die  Gejdchwiii- 
dtgkeit  ci-Jö  des  Punktes  entspricht,  die  parallel  mit  den  Axen 
der  X,  ff,  z  genommenen  Compoeanten  dieser  GeecliyrindigkeSl» 
immer  mit  geburi^^ur  ROekalcht  auf  die  dieaee  Compoeaotoli  an? 
Iwmmeaden  Vanetcbens 

8»       aa:  Bi 

ST+^Ä'  S+^ST' 

Wenn  Jetzt  fihei  }i;nipt  P  eine  stotiij  wirkende ,  dhet  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insutern  also  co »staute  Krait  he- 
aeichnet,  weiche,  auf  die  Masse  üf  wirkend,  in  der  Zeit  T  die 
Gsscbwindigkelt  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  «stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit  1  die 
Geschwindigkeit  1  hervorbringt  Um  nun  die  Kriifle  P  und  p  mit 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  P^  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeil  steh  nicht  verindenide-  vnd  ineefern  also  constante 
Kraft,  welche,  ^f  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit'  T  die  Ge- 
schwindigkeit 1  nprvorbrin^t,  und  P^  bezeichne  eine  stetig  wir» 
kende,  einer  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  mul  insolorn  also 
constaiite  Kral't,  welche,  aui  die  Masse  i  wirkend,  in  der  Zeit 
T  die  Geschtvindigkeit  1  berverbrtng^  Bann  hat  man  die  feigende 
Zusammenstellung : 

P.  T,  M,  Fi 

Pj,  r,  ilf,  1;      ,  . 

F..  T,  l,  l; 

l,  1,  it 

«kd  es  ist  folglich«  Wie  leicht  er|iellet: 

P:Pi=:V:U  ■        '      ./  • 

P^:p  =  l:r; 
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aiw  dnidi  ZusammeneetziiTig  dieser'  ProporiSoiieii: 

Ptp=MF;T, 

Setzt  man  aber  »=1,  d.  h.  irmimt  iiiaa  eine  «tetig  wirkende,,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verSiidemde  und  insofern  also  constante 
Knft,  wdcbe,  attf  die  Einheit  der  Massen  wiritend«'  In  der  Zeit* 
etnbeit  eine  der  Längeneinheit  gleiche  Geschviindlgkelt  hervor* 
htiiigt«  als  KraftelnbeH  an,  so  ist 

PT 

die  allgemeine  GMehung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
bnoch  machen  wollen. 

Denken  \^  ir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m  atii 
Ende  «1er  Zeit  t  wirkende  Krätte  aui'  drei  den  angenommenen 
CMTdinatenaxen  der  x,  y,  z  parallele  Kräfte  X',  Z'  gebracht, 
«18  bekaontlich  immer  mSguch  Ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Krifte  w&hrend  des  Zeltintervalts  ^/  mit  desto  grosserer  Genauig* 
keit  als  constant  hetrachten  kann ,  je  kleiner  Ji  ist,  «nach  dem 
Virilergehenden 

X*Ji      Y'M  Z'Ji 

 »  — =r>    ' 

m  mm 

idtr,  wenn  wir  der  Kfirae  w^en  ^ 

J!C=-,  F=^-, 

m  m  m 


XJU    YAt,   fUi  :  

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  vi  stetig  wirkenden  Kräf* 
teo  X'f  Y',  Z*  in  der  Zeit  ^dl  hervorgebrachten  Geschwindiirkci- 
ten«  mit  desto  erösserer  Geiiuui<;keit,  je  kleiner  ist;  und  da 
mm  der  materielle  Pnnkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  Hnli  den  IJoordlnatenazen  der  y,  schon  die  Ge- 
aehirind%keiten 

ht  *    Ü  *  dl 

als  Auiangsgesch windigkeiten  bat»  so  sind,  parallel  nlltdenCoor- 
dbatenaxen  der  a,  v,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeitl-|>2fl: 


I 


^  kj  o^uo  i.y  Google 
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j|+Xrf*,  jj^+rjt.  ^+zjti 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist,  wobei.  Wie 
wohl  kaum  oocb  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  YomEDde 
der  Ml  t  an»  und  slao  anch  am  Bude  der  ZeK  t+M,  der  mato* 
lieNe  Punkt  m  offenbar  als  ein  freier ,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
^n  Punkten  zu  einem  Syateme  tob  Punktea  Terhimdeaer  Pnakt 
batrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  skb 
auf  der  Steile  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t-{-Jtf  mit  desto  grüsaerer  Genauigkeit,  je  kleiner  4<  ist,  dl^ 
den  Coordhiatenazen  der  z  paralleleOii  nU  den  gehörigen 

Voraeielien  genommenen,  Compoaanten  der  gevromieiieii  eder  Ter- 
lerenen  Qoantttlten  der  Bmwtgwtg  4^  PBatctae  m 


d.  l 


m(X«-i#^).  MTdi-^d^),  m(ZM^J^^^) 


aind. 

Aaf  gaas  äjylicbe  Art  aiad  flberhaupt  Or  atte  Punkte 

m»  mi»  nt%g  lUp*  m^,  •••• 

des  Syatema  am  Ende  der  Zeit  t-^Jt,  mit  desto  grOsaerer  Ge* 
aanigkeit,  je  kleiner  Jt  tat,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der  4» 
y,  z  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen,  Com- 
poaanten der  gewonnenen  oder  reiiorenen  Qnantit&ten  der  Bewegung: 

miJCJ^J^)»  m(rjt^^^h  «iCZ4lW^)i 
m^iX,J^^-§^),  «»^(Ft^W^),  mdZ,^t^^^)i 
mJ.X^At^J'^h  w^iY^^J^),  m^Z^tr-J-^h 
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■mI^imni  ]u  Folge  *v«n  d'Alemberfs  Piliicip  »wischen  den  ge- 

wonneoen  und  verforeneo  Qiiantiffiton  der  Rfnejjung  aller  Punicte 
des  Systems  stets  Gleichgewicht  6tatt  ünden  niu^s,  bo  erbalteo 
wir  nach  den  alleenieiuea  Bedingungüigleicbuogeu  für  das  Gleich- 

rieht  eines  vSnig  freien  System«,  wefefae  «Hr,  wie  «ehen  in 
EinleituDg  erwähnt  worden  int«  hier  nie  bekannt  voraussetzen, 
die  rollenden,  mit  desto  grOenier  Gennaigkeit»  je  kleiner  M 
g«iteaden«  Ciieicknngen : 

£m{^^^^^^)=^^f  £mi¥M-A^)s=iO^  £m(2Uir^^^=f>i 

oder,  »ie  leicht  erhellet: 

dx  B§ 

*-(*-^)-«'  *-(^-4')=»' 

Xm  j;.(r-^)-,(jr-.^)|  =0. 

m 

dx  dz 

Weil  diese  Gleiohimgen  mit  de^to  grosserer  Genauigkeit  gelten» 
je  kleiner  Ist»  so  erhSlt  man  die  wollig  genauen  Gldehuneen^ 
wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  Jt  sich  der  Nqll 
nfihem  lässt,  und  zu  den  Gränzen  fiberi^efit.  Dadurch  orhalt  man 
aber  nach  den  bekanriten  Begriffen  und  Bezeichnungen  der  Diffe* 
reotiairechnung  aui  der  Steile  die  folgenden  Gleichungen: 
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* 

ocler  die  Gtelcbungen : 

d^x  9*2 

oder  auch  die  ijleicbuugeo: 

Isthas  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  erhäit  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  weou  man  deo  festen  i^unkt 
als  der  Cooidiuaten  aunimmt,  für  düe  Bewegung  des  Sy- 

stems biuäs  die  drei  folgeDden  Gleichungen: 

•  * 


1  ■' 


Ii»  •  . 


oder 
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Ist  (las  System  \un  oine  feste  Axc  fir<'lil)ar,  S(»  erhalt  man 
nach  iler  Ijchre  vom  (ileit'ligcnichte,  wenn  man  fUese  feste  Axe 
ila  Axe  der  z  aonimmty  wie  leicht  erhellen  uirii,  lür  die  Bewe- 
gung des  Systems  Sloss  die  etoe  Gleichung: 

oder 

Wenr»  das  iSysttüii  iilus.H  aus  einem  I*unkle  besteht,  ?o  wer- 
den die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 

^^  =  r  — 

Weil  aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
eine  anmlttelhate' Folge  au8  dendref  ercktea  Gleichungen,  und  ulse 
jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen  erfüllt 
aisdy  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  ßewegnng  des  in  Rede 
itaheiulea  PuuiUes  offeuhar  uuc  die  drei  foigendeii  Gleichungeu: 

8**_v     ^-V  ^'-Z 
oder»  weil  nach  dem  Obigen  ' 

—        >  1  ~          r  *J  =  — 

m  m  m 

ist  9  die  «irei  Gleichangen; 


r 
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§.4. 

Wem  an  Bwde  dtit  Zett  I  die  Coordinaftee  des  Schwerpenkto 
des  SytCens  der  Hassen  ^ 


Ulf  si| «  nt^» 


9  «Ml 


durch       3^,  3^:  »nd  die  Ceofdimiten  dieser  MasseD  in  Bezug  anf 

ein  durch  den   Schv^erpTinkt  dps  Systems   als  Anfrin?  j^ftlegtes, 

dem  primitiven  Coardiaatensystepe  paraiieies  Coordmatengyetesi 
respective  4ui«ii 

X»     l;      Fl»  hi      Fe»      fk»  f»»  Hi  •••• 

bezeichnet  werden;  so  ist  nach  der  Lehre  v«o  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit: 

sz^x-^f,  ,y^x+f^  Jf=«+J; 

^a^3C+%«  3^a=^+ya»  stf=5^-f  Ist 

^»=3B+ft*  Äi^=Ä+T«*  %=5+J3i 

♦ 

o.  s«  w. 

FetDer  ist  jiaeb  der  Lehre  vom  jScbiverpunkte  bekanntlich 
alaot  wenn  maa  nach  i  differentiirt,  wie  leidit  erhellet: 

Nach  {.  3.  Ut  aber 

Ilm^:=^£mX.,  JEm^ssAiF,  JEm^^ZmZi 
ist 

^£s«=2;saC>  ^£fii=^r,  ^^m^^miS; 
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oder 

'^'■'SSr'   W^^lSm'  dlP^Zm* 
Nach  d«ia  Obigen  mi  aber 


2% 


«d 

Aleo  iet  offenbar 

I 

mi 

Aber 

and  folglich,  well  die  Coordinaten 


sich  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  bexieheo,  also 
iMch  der  Lehre  Iren  -Schwiet^^mdote 

£tMi:=zO,  27iMf=0,  £m=0; 
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daher  offenbar  auch 


9^  d'^Y  0*J 

-^ä^=ö'  '^'"Sf5"=^'  -^«^=?Ö 


ist: 


Feroer  Ist 

.     =2;iii(3eF-a?A)  +  2:f»0cF— fA") 
d.  i.  naeb  dkm  C^bten 

imt(3e+jf)r-(3?+y)Ji:i 

Weil  Dan  nach  %  3. 

iBt»  80  ist  nach  dem  VovhergeiieDflc» 

also  '  > 

und  man  bat  daber  offenbar  aberhaopt  die  drei  folgenden  Giel* 
chungen: 
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Fasst  man  alles  Bisherige  lUMiiiiiiai^  wo  ergeben  eleh  4te 
secb«  folgeoden  Gleicbungen: 

» 

Eine  unmlttolbare  Folge  aus  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glel- 
diaiigeii  eiod,  wie  man  leichl  fibersieht»  die  drei  Glelcheiigee: 


und  ftir  die  Bewegung  des  Sehwerpimlsts  (36^3)  der  MasseD 

Wf»  aig,  rn^t  m^,  *^ 

bei  der  Beilegung  des  Systems  dieser  Massen  bat  man  also  die 
folgendeo  GlelchnDgeo: 

Jim '  2m  '  JSm  * 

^a^a?  ^a«3e_^o£F-^3?jc) 
*a<*  ""^^  ai« • 


Tbcil  XV. 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  sämmtliehen  zu  eiaem  Systeme  ver- 
bundenen Massen 

^$      >  '"Ii*  "Pi*  ""ift» 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwemuiikie,  dessen  Coerdinaten 
wir  im.  Aligemeinen  wieder  durch  Je,  3  bezeichnen  wollen, 
mit  einander  vereinigt,  und  alle  anf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte 
<1er  Mfissen  nnt  h  Hichfuniren  anir^bracht,  die  den  ursprünglichen 
lüchtungen  dieser  kralte  parallel  s'iud ;  so  sind  unter  meser  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen  iür  die  Beweguns  des  Schwerpunkts, 
d.  h.  flbernanpt  de«  Punktes  (36$?)»  nacn  $•  3.  offenbar: 

« 


also»  wie  leicht  ethelieD  wird; 


^mJLj  ^^Sm  Ts  ^^^^  ^  ^Im^ ; 


5  ^0^3? 


oder 


(5      — 3;       -^/w         (SJC—  3^Z) ; 


*8F-*sr= — ÄS — ^' 
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Da  diese  Gieichaogeii  mki  den  oben  für  die  BefregjBqg  de« 
Schwerpuobts  dtt  lÜaAseii 

ffi,  m^»  '»2»  »iij,  .... 

Im  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefundenen  Gt€{- 
cbuogen  YuIÜg  ideotiscb  siod,  so  ergiebteich  unmittelbar  der  fol- 
fnde  merkvvlrdige  und  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Sats: 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Massen,  welch e» 
keinen  festen  Punkt  hat,  bewegt  sieh  hei  Jener  Bevre- ' 
gung  dieses  Systems  immer  gnns  auf  dieselbe  Weise, 

wie  er  sich  bewegen  würde,  wenn  in  ihm  die  sämnitli- 
chen  das  System  bilcleiHlen  Massen  vereinigt,  und  alle 
auf  die  einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wirkenden 
Kräfte  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  paralte' 
ien  Richtungen  angebracht  irSren. 


$  5. 

Wenn  wir  in  einer  vSlüg  zur  Ruhe  gekommenen  Wassermaseo, 

titjs  einen  liclicfiirj:ri>  nach  allen  Seiten  nrn  hcgi nTizteii  Theil  Her-* 
selben  denken  und  un^i  vursteilen,  dass  dieser  Theii  rintnal^  ohne 
seine  Gestalt  zu  verlieren»  von  der  übrigen  Wassermasse  abse- 
eondert  wäre ,  so  würde  derselbe  von  einer  seinem  Gewichte  elei- 
chen,  nach  der  durch  seinen  Schwernunkt  gehenden  Vertikaffinie 
abwärts  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  hin  ge- 
trieben werden,  Betrachten  ^vir  aber  diesen  Wassertbel!  wieder 
^s  einen  Bestandtbeil  der  gau/en  Wasserroasse,  so  bleibt  sein 
Bestreben«  im  Wasser  xn  sinken ,  natfiilich  noch  ganz  dasselbe 
wie  vorher»  wo  wir  ihn  ua«  von  der  ganzen  Wassermasse  abge* 
ssndert  vorstellten.  Weil  er  nun  aber,  indem  wir  die  ganze  Was- 
sermasse als  voUkonmien  ruhend  vorausgesetzt  haben,  nicht  sinkt, 
sondern  vielmehr  sich  selbst  in  voUkoninieuer  Kühe  beündet,  so  - 
kann  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nur  durch  den  Jiruck  der 
ihn  umgebenden  Wassermasse  herbeigeHlhrt  werden»  und  da  auch 
kein 'Stelgen  des  in  Rede  stehenden  Wasaerthells,  keine  Seiten- 
bewegunj»  irgend  einer  Art  desselben,  sondern,  "je  gesagt,  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  Undet,  so  muss 
der  Druck,  welchen  das  diesen  Wassertheil  umgebende  Wasser 
In  seiner  Gesammtheit  auf  denselben  ausflbt»  notb wendig  gerade 
eben  so  gros«  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Was- 
sertheils,  und  die  RicJituiiir  dieses  Dniclcs  nmss  mit  der  dnrrh 
den  Schwerpunkt  des  Wassertheils  geh»  nden  Vertikallinie  zusam- 
menfallen» nuttirlicb  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
sdn. 

Stellen  wir  nns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor,  so  dass  ein  gewisser  Theil  desselben 
in  aas  Wasser  i^ingetaucbt  ist,  welchen  wir  daher  den  eiugetaucb- 
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ten  Theil  des  Schiffs*)  iieiiueu  werden,  uod  untersuchen  iiuo  die 
anf  das  Schiff  wirkenden  KrSfte.  Die  ento  <Hes«r  KrfiOet  weleh* 

eich  sogleich  eans  ▼od  selbst  darbietet •  ist  das  GeHichf  des  gan- 
zen Scniffji.  rtas  man  sich  nh  f^ine  den  Schwerpunkt  des 
eanzeii'  Schiffs,  alle  zu  ciemaelbcu  ^ehürenden  Theiie  natürlich 
eingeschlossen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wir» 
kende  Kraft  varasustellen ,  und  als  eine  solche  Krarl  bet  fidlen  fol- 
genden Cntersuchungen  in  fUechnung  zu  briiigeik  hat.  Die  sw^te 
auf  dys  Schiff  v^ irkende  Kraft  ist  aiinr  der  Druck,  welchen  das 
umgebende  Wasser  anf  dasselbe  aiisiibt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  würde^  wenn  man  sich 
statt  des  eimretaachten  Thells  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grösse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasscrkörner  gesetzt 
d.iclite,  so  oriiiebt  sieb  aus  der  am  Anfan«;e  dieses  Parai^raphen 
angestellten  BetrarhtTHi!^  [rnnz  von  selbst  und  auf  völliii;  iitiz\rei- 
deutige  Weise»  dass  der  Druck  des  das  Schifl'  umgebenden  Was- 
sers auf  dasselbe  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchungen n  als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausfiillenden  Wassers,  oder,  was  dasselbe  ist,  dem 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle 
vertriebenen  Wasserkurpers  gleich  ist,  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Wasserkörpers  geht,  und  nach  Tertlkaler^icbtun^  aufwärts 
wirict.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
Jiesen  beiden  Kräften  zu  thun  haben  werden.  AAelcfie  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauj^tgruodlage  bilden,  von  der  wir  bei  unseren  lol- 


*)  la  deatuchen  Werken  über  die  Schifftbanlcnnut  hci«st  der  ein- 
Ifelsttchte,  d.  Ii.  der  unter  dem  Wasser  befindliche  Theil  de»  Scliiffs, 
der  zM'i.srhen  der  üntrrliante  de«  fvi^  ls  und  (irni  WftKScrsjiieg'el  liegende 
Theii  desselben,  gewöhnlich  der  VV  asser  ran  ni,  worüber  man  a.  B. 
Anfangsgründe  der  SrJii ffbankaatt  oder  practieche  Ab» 
handlung  über  d  en  Sebiffbaa'.  Ads  dem  PranzÖsieehen  des 
Herrn  f)  n  Hiimol  de  Moncean  nach  der  «weiten  Aosp^abe 
de«  Originals  abersetzt  Ton  €.  G.  D.  Rlüller.  Berlin. 
4.  8.  410.  aaeheehen  bsiia.  Im  FramMsdien  heittt  dieser  Tliall  des' 
Schiffs  la  carcne.  In  der  Encyclop^die  in^thodiquc.  Marine, 
T.  I.  Pari«.  1783.  4.  p.  2fi6.  findet  sich  fnl^enHe  Erklärung  bei  diesem 
Worte:  Carenef  s.  f.  c'est  la  partie  sabroergöe  du  bätimeoL 
lor«qa'il  eat  k  eeo  poitit  de  char^e,  qae  l*<»n  eppelle  aneei 
oeurre-rire,  pur  Opposition  ii  roeurre  -  mar  te  ^  qiji  e«t 
toute  la  pnrtio  du  corpx  dn  tiavire  au-desstis  de  Ih  f'lottai- 
son.  Gleichbedeutend  mit  (.arcne  wird  anch  zuweilen  deplaceuient 
de  vftleaean  genommen.  A.  a.  O.  p  <I88.  fcefest  Isst  Diptat9ment 
de  r  ni  sse  au  ^  «.  m,  oni'oit  que  les  «orps  finttnna  plonpmt 
dau«  Teau  d'ane  partie  de  leur  volurae;  cette  partie  de  Icur 
roinme.,  ou,  la  q  uantit^  d'eau  qu'el  le  dep  lace  ,  s'appelle  le 
ddplareinent  Streng  genommen  ist  aber  d^plaeemeat  nur  die  tob 
dem  vScliiffi'  verdrängte  Wassermasse,  und  «o  sagt  anch  7.  B.  Chap- 
mau  iiuTrait6  de  la  constructiun  de«  vaisseaux  uar  Fr^d^ric 
Henri  de  Cliapman.  Tradnit  dn  Snddoi«  et  pnblid  par  M. 
Tial  du  Clairboi«.  Paria  1839.  4«  p.  1.  ganz  bestimmt:  Le  Jidpla- 
cement  est  le  vuide  que  Ii?  Vnisseau  fait  dans  l'ea«  tran- 
quille  pnr  le  volume  de  sa  carene.  en  raison  da  poid«  qni 
ly  plonge. 
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eendeo  üntersuchrmueu  aiiszugeheu  haben,  jef/t  trochni  ils  in  der 
Kürze  «;en.iu  bet>tiuuneu  wollen,  iudeoi  %vir  jeducb  dit3«»er  liei^ttin- 
muDg  erst  uoch  die  folgeuden  BemerkuogeD  voraudachickeu. 

Was  wir  unter  dem  8chirei|»niikte  des  Schiff»  verateben,  be- 
darf natürlich  eigentlich  gar  keiner  weiteitMi  Krl,itit<>nin?;  indcss 
mny;  völliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  \m  ueu  in  ilieKer  Be* 
zieiiuiig  dach  uoch  besuuder«»  heoierkt  werden,  dasm  wir  darunter 
inmer  de»  Sebwerpuekt  de«  «wseii  Schiffs  und  aller  eeiiier  cb* 
zeioen  Theile,  der  Masten,  der  gaoeem  Tafcelascbe,  aller  Rund« 
hülzer,  der  Lridurrj,  des  Hallastes  u.  s.  w.  verstehen.  l>a'4«*u<?!i 
soll  im  Ihulgeudeu  unter  dein  Schwt^rpunkte  des  eingetaiirliteu 
Theii«  des  ocbiffs  immer  der  6clivverpuukt  eines  diesem  Theile 
de*  SchiSi  derGrSeae  «nd  Gestalt  nach  gleicben,  aber,  was  wohl 
an  beachten  iind.io  der  Folge  stets  festauhalteii  ist,  vSlIig  bomo- 
geaeo  Kürpers,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
vof!  dem  Schiffe  verdrän«»t(*n  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen 
Wasserkürners  verstaudeu  werden.  Euler  in  der  Scteutia  na* 
vaiis.  P.  1.  Petropoli.  1749.  4.  p.  14.  Nr.  28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  TheiU 
genaont  und  genau  bestimmt  haben,  centrnra  magnitudinis 
partis  subnicrsae,  indem  er  den  Schwerptinkt  <h's  Schiffs  wie 
Cevvöhnlicb  eentruni  gravitatis  navis  iieiiiil,  und  sagt  darüber 
a.  iu  O.:  Ceutrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
iuTenietar«  si  pars  anbmersa  tanquam  ex  materia  ho- 
mogenea  coustans  consideretnr,  eiusque  centrum  gra- 
vi tat  is  definiatur.  Hoc  itaque  centrum  magnitudinis 
partis  subiikersae  quoque  erit  ceutrum  «i^ravitatis 
aquae  de  suo  ioco  depulsae.  Auch  io  der  Theorie  com- 
piete  de  la  eonatraction  et  de  la  maooeuvre  des  yais* 
seaux,  mise  ä  la  portee  de  ceux  qui  s'apuliqu ent  ä  la 
na  vi  1^  a  ti  o  ij.  l'aris.  J77G.  8.  bedient  sich  Euler  immer  der 
den  vürhergeiienden  entsprechenden  lieiienniingen  centrc  de 
graoit^  Am  vaisseau  t,out  entier  und  cenirB  de  ia  partie 
»snbmerg^e,  oabien  simplement  U  eentteA^  la  car^ne« 
Ich  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Mittelpunkt  der  Schwere  und  Mittelpunkt  der  Grosse 
Dicht  fVir  unbedingt  nöthis,  u  enn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
des  eingetauchten  TheiU  iniiner  den  vorher  mit  diesem  INamen 
belegten,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Pookt  versteht.  AuchBou- 
gner  hn  Trait^  da  navire.  Par'rs«  1746^  4.  p.  249.  nennt 
Msen  Pnnkt  Centre  de  gravite  de  la  Carene  und  fiigt 
hinzu:  dann  le4ael  se  renuit  la  ponaade  verticaie  de 
Teau. 

Die»  voiansgeschickt ,  kann  inon  der  aus  dem  Obigen  sieb 
niimittelbar  ergebende,  für  alle  späteren  Untersuchungen  böcbat 
wichtige  Sats  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Luge  befind- 
liehe  Schiff  wird  von  awei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtangeo  wirkendes  Rr&fteo  solli- 

citirt,  nänirn;h  von  einer  im  Seh"  piiiun kte  des  Schiff?« 
Dach  unten  bin  wirkendc»%  dem  Gewichte  des  ganzen 
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Schiffs  gleichen,  und  von  einer  im  Sehn  e  rp  unkte  de» 
eingetauchten  Thrils  nach  oltoi»  liin  wjrkeiulen,  dem 
Gewicbie  des»  veriirauglen  uder  uus  der  Steile  vertrie- 
baoen  Wassers  gleicheu  Kraft 

Die  BewejTungen,  welche  diese   beiden   fhis  Schiff  solliciti 
reoden,  einander  paralielcu,  aber  u-.irh  entgegeugesctzten  Seiten 
hin  wirkenden  Kralte  dem  Schiffe  crtheilen ,    woUeii  wir  jetzt 
etwas  geoaaer  betrachten.  .  Nacb  den  im  ▼orhergehemleR  Para^ 
grapben  hewieseneo  wichtigen  Satze  hewegt  sich  der  Schwerpunkt 
eines  völlig  freien ,  d.  h.  keinen  festen  Punkt  habentlrn  Systems 
von  Massen,       und  als  ein  tiülches  System  ist  ja  natürlich  jedetit 
Schiff  auf  dem  Wasser  2u  betrachten ,  —  gauz  eheu  so ,  als  weuo 
die  slanmtfteben  Massen  in  ihMm  gemdosehafUicbea  Sebwer- 
punkte  Tereinigt,  und  in  demselben  alle  auf  die  einaeinei)  Maar 
scn  des  Systems  wirkenden  Kräfte   n.ach   ihren  ursprflnglichen 
Richtungen   parallelen   Richtunijcn   nnijchracht  wären.  Wrntleo 
wir  nun  diesen  Satz,  wie  es  verstattet  ist»  auf  un»ieru  voriiegen*  i 
den  Fall  an,  so  ist  zuvörderst  klar,  dass  die  beiden  das  ScfailT 
soUicitirenden  Kräfte  deoiaelben  eine  solsbe  Bewegung  ertheilen 
werden,  dass  sein  Schwerpunkt  in  einer  vertikalen  geraden  Linie 
sich  aufwlirts  oder  abwrirts  bewegt,  und  diese  in  einer  vertikalen 
geraden  Linie  aufwärts  oder  abwärts  vor  sich  gebende  Bewegung 
des  Schwerpunkts  des  Schiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt  lin- 
den •  wenn  die  beiden  nacb  einander  entgegengesetzten  vertibale» 
Ricbtoiif^eo  aut  das  Schiff  wirkenden  Kifcnie  einander  ffleieb  g#" 
worden  sind,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  wenn  das  Schiff  sich  so 
weit  in  das  Wasser  eingetaucht  hat,  dass  sein  Gewicht  dem  Ge-  i 
wichte  des  verdiuiigteu  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wasser«  i 
genau  gidch  ist  Nebmen  wir  nun  der  fiin&clilieit  wegen  jetat  \ 
an,  dass  dieser  Zustand  eingetreten  sei»  so  muss  sieb  .naob  dem  | 
obit^nn  Satze  bei  der  ferneren  Bewegung  des  Schiffs,  wobei  wir  j 
aber  ausdrücklich  bemerken,  dass  wir  diese  Bewegung  durchaus 
nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,   gewisse rraassen  nur  im  erKten 
Moment  ibres  Entotebens  betracbten  wollen»  sein  Scbwernunbi 
netbwendig  bi  vellkomment  r  Ruhe  befinden,  und  nuHi  wird  4ie 
fernere  Bewegung  des  Schiffs  als  eine  drehende  Be^vegung  des-  i 
selben  um  seinen  als  einen  festen  Drehpunkt  ccdachtön  Schwer-  \ 
punkt  zu  betrachten  haben,  so  dass  also  auch  die  fernere  Dre- 
nung  des  Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  gar  nicbt  meül  eine 
Wirtnng  der  dnrcb  den  Sebwerpunkt  des  Scbifs  sehenden,  'sei- 
nem Gewichte  gleiciiett,  nacb  vertikaler  Richtung  abwärts  wirken- 
t^f^udoii  Kraft,  sotidern  nur  eine  Wirkung  der  durch  den  Schwer- 
punkt des  eingetauchton  Theils  gehenden,   dem  Gewichte  des 
verdrängten  Wassers  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wfarkenden  Kraft  seb»'nnd  daher  bei  der  Dr^ung  des  Sebiib  um 
seinen  als  fest  gedaeblen-Seliwernunlofc  auch  nur  diese  letztere 
Kraft  in  Betracht  kommen  kann.    Geht  zuvörderst  auch  die  Rieh* 
tung  dieser  letzteren  Kraft  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs, 
oder  mit  anderen  W^orten,    liegen  der  Schwerpunkt  des  Schiffs 
und  der  Sebwerpunkt  seines  eingetaucbtsn  Tbells  In  einer  und 
derselben  Vertikallinte»  so  wird  naturlieb  gar  keine  Drelun»  <les 
Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  erfolgen ,  und  dasselbe  wird  daher 
unter  den  gemachten  Vorausset;&ung6n,  d,  b.  wenu  xias  inewiebt 
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des  ganzen  Schiflk  dem  (leu  ichte  des  verdrfiogten  WuMers  gleiob 
ist  und  der  Scliwerpuiikt  des  Schiffs  mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
nes eingetauchteu  Theils  in  einer  mid  derselben  vertikalen  gera- 
den Linie  liegt,  iu  vollkommener  Hube  auf  dem  Wa^^ser  schwim- 
meUm  Wenn  aber  der  Scbwersmibt  des  Schiffs  und  der  Schwer- 

Cklseines  ein^etauchteo  Tbeils  nicht  in  einer  und  dereelbeovertilGii» 
geraden  Lime  liegen ,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  gehende,    dem  Gewichte  des  verdrängten 
Wassers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  uutWärts  wirkende  Krult 
eine  Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  ruhend  gedachten  Schwer- 
punkt hcryomingen,  und  da  die  vertikale  Kichtung  dieser  leiste* 
ren  Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
ten Sch\verpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerjnnikt  des  eingetauch- 
ten Theils  gehenden  Vertikalcbene  liegt,  sn  braucht  man  hei  der 
Drehung  des  Schiffs  um  seinen  ruhenden  Schwerpunkt  offenbar  ^ 
4Mich  nor  diese  Vertikalebene  In's  Ange  tm  fusrnm,  Inden  aN» 
woa  dem  Schiffskörper  als  soleben  übrigens  gana  abatrabirt,  and 
wird  sich  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  überzeugen,  das»  die 
Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  fest  gedachten  Schwer|Miukt 
uotb wendig  zugleich  um  eine  durch  denselben  gebende,  aui  der 
in  Rede  atebenden  Vertikalebene  senkrecbte,  •  also  borlaontale 
gerade  Linie  als  eine  feste  Drehungsaxe  vor  sich  gehen  nuiss. 
Ob  aber  diese  so  eben  näher  charaktcrisirfe  Drehung  des  Scliiffs 
in  einem  solchen  Sinne,  dass  dasselbe  dadurch  nach  und  nach 
in  die  Lage,  in  welcher  es  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schtvimmt, 
gelNnaebt  wird,  oder  In  entgegengesetsten  Sinne,  so  dasa  das 
odblffy  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umschlägt,  vor  aichgebt^ 
und  vrelehe  Bedingungen  nothwendig  erfällt  sein  müssen ,  wenn 
entweder  das  Erste  oder  das  Zweite  eintreten  soll ,   wollen  u  ir 
eben  in  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  aller  uur  raüglicben  Ge- 
nauigkeit untersucneu,  indem  durch  diese  Untersodinngen  haupt- 
slchiich  die  Bedingangen  festgestellt  werden  sollen,  welche  er- 
ftUt  sein  müssen,  wenn  das  durch  iigend  welche  Ursachen  bis 
zn  einem  gewissen  Grade  ans  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage 
aaf  dem  Wasser  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Lage 
zurückkehren,  ooer  die  ihm  mitgetheilte  Bewegung  nach  deren 
Riebtnng  bin  weiter  fortaetten  und  völlig  nrnsebbgen  soll,  d.  h,, 
man  zu  sagen  pflegt,  ob  das  Sehiff  eine  gewisse  Standftbig- 
keit   oder  Staliilität*)  besitzt  oder  nicht,  deren  Grösse  zugleich 
auch  in  allen  Fallen  nach  einem  gewissen  Maasse  bestimmt  wer- 
den süU.   Wie  wichtig  aber  Untersuchungen  dieser  Art  für  den 
Bau'  der  SeMfe  sind,  wenn  dieselben  M  ibrem  LanTe  auf  dar 
See  in  und  durch  sich  seihst  vor  Unglücksföllen  möglichst  slsbst 
gestellt  sein  sollen ,  leuchtet  sogleich  ein  usd  brancbt  kaum  noeb 
besonders  hervorgehoben  zu  werden. 

Bever  wir  an  diaaen  Unteranebungen  übergehen,  wollen  whr 
dem  Obigen  nar  nodi  Mnaidilgen,  dass,  wenn  die  oben  gemacbta 
Toranssataag,  weiche  wir  saieb  im  Folgenden  festbalten  werden» 


\ 

«)  Aadi  die  Steife  der  9thWe  g«iWMt.  Schlft,  weiihst 
■icb  sehr  leicbt  aaf  die  Seite  neigt,  beUtt  rank. 


Digitized  by  Google 


24 

I 

dam  DSmllch  das  Si^lff  scbon  bis  sä  dem  Gtade  d«r  Biitawig 

in's  Wasser  gelangt  ist,  da»  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge* 

wichto  fies  vcrflrfiriirfen  oder  aäs  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
öbereinstinniit,  iiiclil  erfüllt  ist,  »o  lange  ein  Äiitsteigen  und  Nie- 
dersteigen des  Schwerpunkts  des  Schiffs  in  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gieiclizeitige  Drelmogen  des  Schiffs  um  doreb  «elf 
nen  Schwerpunkt  gehende  horizontale  Axen  Statt  finden  werden, 
bis   jener    /nstanfT,    wo    das    Gewicht    des    Schiffs    dem  Ge 
wichte    des    verdrängten    Wassers    gleich    ist  und  demzuioige 
der    Schwerpunkt    des    Schiffs    zur   Kube   kommt,   wie  wir 
bei  den    obigen  Bebacbtongen  angenommen  haben,  eiujgetrcft' 
ten  ist;  diese  Bewe^un^en  des  Schiffs  aber  weiter  zu  verrolgeo, 
scheint  ihrer  Complication  wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abhandlung  nicht  anj»emessen  zu  sein  .   indem  es  namentlich  für 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  aus  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten,  dass  näm- 
lich das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Waa- 
sers gleich  ist,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
|»nnkts  des  Schiffs  nirbt  weiter  Statt  findet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Orehung  des  Schiffs 
um  eine  durch  den  ruhenden  Schwerpunkt  desselben  .gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  gebt,  welche  letztere  anf  der  dnrcb  den 
Sehwerpunict  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Tbeils  gehenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,  wöbet  ztii^leieh, 
wie  auch  schon  oben  bemerkt  worden  ist,    diese  Drehung  des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  lieginnen,  gewissermassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entstehens  betrachtet  fiird,  welches  AHen 
man  im  Folgenden  stets  Tor  Angen  zu  behalten  hat,  wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  vr)lli'j:er  Deutlichkeit  und  Be- 
stimmtheit aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  Allgemeinere 
analytische  Untersuchungen   über  die  Stabilität  schwimmender 
KOrper  fiberbaupt  werden  wir  rietleicbt  spSter  in  einer  anderen« 
weniger  als  die  vorliesende  das  .onmittelbare  pralEtiecbe  Bedfirfolss 
Im  Ange  habenden  Abbandlang  verSffentlicben. 


Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  da^  Schiff  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  aar  dem  Wasser  betrachten.  IXe  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  u elcher  das  Schiff  v}>llig  rnhig  auf 

dem  Wasser  schwimmt,  nnd  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be- 
liebige Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Ln^p  durch 
JDrehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, daaSf  so  wie  natürllehln  dmr  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Clewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  gleich  sei. 
Im  Fo|f»enden  werden  wir  in  der  Kurze  die  beiden  so  eben  näher 
bezeichneten  Lagen  des  Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
zweite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvorderst  die  (olgendea 
Bezel^nnagen  einlllbren« 
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Das  Volaroen  und  das  Gewicht  des  ganzea  Schiffs  soUen  re* 
spectire  durch  V  ud  G  bezeiobnet  werdeii« 

Das  Volumen  des  unter  dem  Wasser  befindlichen  Theils  des 
Schiffs  wollen  wir  bei  der  ersten  Lage  iJ<'8vselbetj  durch  T0*§  hei 
der  zweiten  Lage  dagegen  durch  bezeichnen. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffe  um  eine  aetvisse  Aze  ine  eefr 
ner  ersten  in  seine  zweite  Lage  wird  ein  1'beil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  La^e  sich  unter  dem  Wasser  beland,  Ober 
das  Wasser  kommen»  ein  anderer  Tbeii  dagegen,  welcher  beider 
eteten  Lage  ffber  dem  Weener  war,  wird  unter  dae  Waeeer  beoi- 
men.  Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  respective  det  enf* 
getauchte  Theil  und  der  untergetauchte  Thcil  *)  desselben  irenannt 
werden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Theils  wollen  wir  durch 
V's  das  \  olumeu  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch 
beielchnen. 

I  Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Korpers,  welcher 

I  iibri^  hlcilit,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  Wasser  beünd- 
lichen  Xbeile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  den  auigotauch- 
ten  Tbeii,  oder  Yen  dem  unter  Waseer  befindüeben  Tbetle  deeeel- 
ben  bei  seiner  zweitien  Lage  den  untergetauchten  Theil  wegnbua^ 
darab  X^»  eo  iet  nach  den  vorher  eingeftihrten  Beieicbnungen 

nad  wir  bähen  daher  aneh  die  folgende  Gleicbnng: 

Weil  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewicht  des  verdrfing- 
ten  oder  aus  der  Stolle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
ganzen  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offenbar  ' 

uSskt  and  wegen  der  obigen  Gleichung  Ist  also  aueb 

Dies  Toransgeeetstt  wollen  wir  mm  ein  rechtwinkliges  Coordi- 

natensystem  der  .ryz  anTiehinen ,  dessen  Anfan^jspunkt  durch  O 
bezeichnet  werden  mau:,  und  wollen  die  Coordinaten  des  Schwer- 

gunkts  des  ganzen  Schiffs  F  in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
m  Lage  in  sezug  auf  dae  zum  Grande  eelegte  Ooordinatensystem 
der  .xyz  respective  durch  X,  V,  Z  una  X,  Kj,  Z|  bezeichnen. 
Die  (Koordinaten  der  Schwerpunkte  des  aufgetauchten  Theils  F' 
uod  des  untergetauchten  Theils   F,  des  Schiffs  seyen  respective 
U'»  ^'        ^1  >  ^1  f  h  f  ^®  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der 


*)  Natürlich  zu  unlcrttchcidcu  vuti  d«m  eingeittuchteo  Thoilc  du« 
Schiff»;  obeo* 


unter  dem  Wasser  befiodiichen  Tbeile  des  Schiffs  bei  seiner  erstes 
«od  bei  seiner  zweiten  Lage«  deren  VobiniiBa  dunsh  Hl'  mA  1^ 

bezeichnet  worden  sind,  seien  respective  je",  v',  ^  nnd 
und  die  Coordlnaten  des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Vo- 
lumen wir  oben  durch  ^  bozeichnet  haben,  wollen  wir  durch  >r, 
y  t  bezeichoen;  natürlich  auch  alle  diese  Coordinaten  in  Besi^ 
auf  das  zum  Grande  gelegte  System  der  xyz  genommen.  En£ 
ilefa  sollen  in  Bezug  auf  dasselba  Ceordinatensystem  die  Coordi- 
naten des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Volumen  wir  oben 
durch  V  bezeichnet  haben ,  nämlich  des  unter  dem  Wasser  be- 
iindlicben  Theils  bei  seiner  ersten  Lage,  insofern  man  sich, 
Wae  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei- 
tiea  Lage  des  Schiffs  angehörend»  oder  ala  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  aweitarn  Lage  4anfct» 
dnreh  3£S  X'»  3'  beaaiebnet  werden. 

• 

Hierzu. Ilgen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerkung» 
daaa,  wenn  Im  Folgenden  irgend  ein  Theil  dea  Schiffskörpers  als 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  una  fBr  dens^b^  eigentlich 
den  äquivalenten,  d.  h.  Ihm  dem  Volumen  nach  gleichen  Wasser- 
körper gesetzt  denken,  den  diei«eni  Theile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden ,  im  Vorhergehenden  eingeführten  Symbolen  oberhalb 
noch  daa  Zefehen  oder  der  Index  «e  beigelOet  werden  aoU,  wad 
übrigens  natürlich  auf  die  aich  immer  glcSeh  bleibenden  ToInmiM 
keine  Anwendung  findet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der 
xyt  wollen  wir  nun  In  der  fiTeiae  apecialalren,  daaa  wir  die  Am 

der  z*als  horizontal  anoehmenr  nnd  wallen  augleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  ist,  voraussetzen,  das«  die  Drehunu  des  Schiffs  um 
diese  horizontale  Axe  der  i  erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehen 
laaaen,  aondern  dieaelbe  viebnehr  ala  eine  ganz  beliebige  horizon- 
tale Axe  auffassen;  die  Aze  der  x  lomn  dann  auch  ala  horizon- 
tal, also  die  x\xe  der  7/  als  vertikal  ansjenommen  werden ,  und  alle 
der  Axe  der  y  parallelen  Kräfte   werden  wir  im  Folgenden  als 

Sositiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie  nach  der  Seite 
er  positiFen  oder  naeh  der  Seite  der  negativen  y  hin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drolmng  des  Schiffs  nn 
die  horizontale  Axe  der  z  nach  derselben  Kichtung  hin  erf(dgt  sei, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  »  an  durch  den  rechten  Winkel  (^) 
hindurch  an  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  gelangen  wul, 
nnd  daaa  hei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  z  anagehende 
Ebene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Uichtung  hin  von  0®  bis 
3^*)  wachaendan  Winkel  1»  beaclirieben  habe. 

t'  •  Bezeichnet  nun  ^  einen  andern  gewissen  von  0*  hia  «aW* 
wachaenden  Winkel ,  deaaan  Bedeutung  aua  den  folgenden  6lel- 


')  Den  Winkel  m  noch  weiter  wacluen  M  Ibmcm,  ul  bei  diet»er 
Theene  onndthig. 
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dbangOD  sogleich  g«ns  wom  «elM  erbellen  wird,  wmM^  wU 
besondere  ErlautentDg  4«Nlll6r  »t  gfikw       K0n«  wtgßm 
lassen;  4aao 


also 


filigtiGh 

F|=5JUifli-|'  Kbomi» 
2^  =  Z 

gwetst  werden. 

Weil  das  Schiff  in  seiner  erstm  Lage  als  ?nif  drni  Wasser 
ruhig  schwiiiimend  voraus^eäetxt  mrd,  ist  oß*  nbar  mit  Ruck- 
sicht auf  die  oben  eingefülirte  Bezeicbouogsart  uach  den  aus  dem 
Vorhergehenden  bekanoteo  tiesetKen: 

IP  V 

also  nach  den  obigen  Gleidmngen: 

Xi  =:  ic'cosn  Fein», 

,  }\  ^^r'sino-l- Fcoen, 

» 

•        •  • 

lo  «wetten  Lage  wird  dss  tMiW  hekaontlfeb  von  .den 

IT  w  le 

beiden  in  den  Punkten  (A,  F,  Z,)  und  (ti>*,^i)  nach  cntgej^en- 
gesetzten  Seiten  bin  wirkenden,  der  Axe  der  ^  parallelen  einan- 
der  gleichen  Krlften  G  vnd  G  eolücitirt  Nehmen  wir  von  jetsC  an  den 

Soettiven  Theil  der  Axe  y  na^h  oben,  den  negativen  Theil 
ieser  Axe  nach  unten  hin»  so  ist  die  in  dem  Punkte  {J^iViZi) 


tc  w  u> 


wirkende  Kraft  -^G,  die  in  don»  ^uokW  {VifM  wirkende  Kraft 
dagegen  ist  -|-  G»  Betrachten  wir  nun  die  Momente  diener  beiden 
Krftfle  in  Beaiig  anC  die  4iin:h  dm  iMMiaoataie  tirehwigaiiie  gt- 
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hen<?e  verfikale  Eben«»  dpr  yz,  oder,  "ie  ^vlr  der  Kürze  uei;en  im 
Folüeiiden  immer  sa^eu  woüeri,  die  MonK  ute  der  beiden  in  Hede 
i»tehenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  angeiionioieue  horizoutale  Dre- 
hungsaz^t  po8jtiv  oder  ab  negativ^  jenacbdera  sie  io  demael« 
ben  Sinne»  In  welchem  die  Drehung  des  Sclüfln  erfolgt  ist,  oder 
in  eotgogengeeetstoni  Sinne  wiriten;  so  ist  das  Moment  der  Krafl 

offeniiar  '—GXi,  und  das  Moment  der  Kraft  -f-Cr  let  -f  6'a. 
BeKelehBen  wir  also  die  Somme  dieeir  beiden  Momente  durali 
8o  Ist 

Beseiebnet  man  aber  die  StabiUtSt  des  Schiib  in  Besug  auf  die 

aogenommenc  horizontule  Drchungsaxe,  irnlem  man  diesclho  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  La^  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Was- 
ser zurfleid^ehrt  oder  siä  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
€»  so  ist  ofenliar  0=-- also  . 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  da  * 
war: 

0s  GOc'cos»  —  .Ksinsr— Kl)  • 

Weil  der  kürjjcr  1^*,  insofern  man  sich  denselben  als  der 
zweiten  Lage  des  Schiffs  augehürend  denkt,  aus  den  beiden  Thei* 
ien  V  und  w*  besteht,  so  lä  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte* 

www 

und  weil  der  Körper  Vi  aus  den  beiden  T heilen  V  und  Vx  be* 
sieht,  so  ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sich: 


oder 


2» 

UV  ^fi  (9 


I»  «»  Ii  I» 


Bezeichnet  aber  9  einen  gowiMMi  von  0^  bis  360^  waebscii- 

dcn  Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Gleichungen 

sogleich  iranz  von  selbst  erhellen  wird ,  ohne  dass  darfiber  noch 
eine  besondere  Erläuterujig  nötbig  ist«  so  ist  offenbar 

und 

3g'ao(»«9>cosaiY  ^'^  +        ftin^sinoiy  jc^  +  y'>» 

#        "'      4  /  *"  4  /^«»  » 

folglicb  nach  dem  Vorbergebenden: 

w       w  u> 


w  w 


Daher  \ai  nach  dem  Obigen: 


« 


tr  w 


also 


w  w  w 


www  Iß  W 

VP  w  w  w  * 

folglicli 

Weil  nun  abtr,  wie  wir  oben  geseben  liabea, 

1^'=V4  u»d  F'=  Fl 

ist,^  so  tot 

e=  -Öl  ( r-yOato»  -  ^  ( )  I 

oder 

Die  (ratiTie  Fiiynr  im  Räume  wollen  wir  uns  jetzt  aut  die  Ebene 
der  projicirt  dcokcn ,  und  von  nun  au  auch  nur  die««Pcojection 
auf  der  Ebene  der  xff,  welcbe  lefitere  beläuntlleh  auf  der  ange* 
nemmenen  Dfehmigeaze  scnbrecbt  etebt,  in'e  Aoge  feeeen*  Legen 

w  tr 

wir  nun  durch  den  Punkt  ^"^^  vertii^aie  und  durch  den 

Penkt  (A'i  1 eine  anf  der  durch  dto  Gtokhung 

ysdptaogo» 

charakterisirtea  geraden  Linie  senkrecht  «tebende  gerade  Linie, 
eo  tot  die  Gleicbnng  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

und  die  Gtoiehnng  der  iweiten  Linie  bat  die  Fenn 
we,  weil  diese  IMe  a^f  der  .dveb  die  CUetobeeg  • ' 
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dbaraktorinifteD  gerMkm  Lii^  Msktecht  Mfhm  aoll« 

* 

folgKeb  die  Glelcfamf  dm  zwetteo  der  hMem  in  Hede  stebendea 
geraden  Linien 

Bezeicbncn  \s  ir  die  Ooordinaten  des  DcffcbscfanittBiNnilLts  der 
beiden  darch  die  Glelcbungeo 

;r  =:;ri  und  ^  —  Fj  = — (or— JTi)  cotCD 

diarakterisirten  geraden  Linien  durch      y  eelbet,  so  m fiesen  trft 

X,  y  aus  den  beiden  vorsteheiulen  Gleichuni^en  mittelst  gewSlin* 
üober  algebraiseber  Elimiuatiou  beetituraeu,  was  eogleieb 

J^»  jr=  0^1— Ji)cot« 

giebt;  und  vrei[  nun  nacb  dem  Obigen 

Ä  =  ^  ( jc'cosö— f 'ainfi»)  — ^  ^'  +      a^i , 

d.  i. 

Iß        K'  10  JT'      «>  w 

nnd 

Aj|  =  i^'cos»  —  Feine» » 
Fl  s^eino  Fcoeo 

ist;  SQ  ist 

y  ssjc'ebo-l-f 'eoe«  ^(jt'— iiri)cot(». 

INehmen  wir  nun  die  voa  dem  Anlange  der  xy  ausgehende 

gerade  Linie,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
nach  der  Seite  des  positiven  Theiis  der  Äxe  der  y  hin  den  Win- 
kel m  einschliesst,  als  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  (x)  eines 


Digitized 


neuoD  rechtwinkligen  Coordinaten  syst  eins  der  ia:){y)  an,  in  wel« 
chem  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  (^)  so  angenommen  wird« 
dass  nun  sich,  nm  wm  dem  positiyen  Theile  der  Am  der  (;f) 
durch  den  rechten  VPInkel  hindurch  zu  dem  positiven 

Theile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen  muss,  nach  weicher  mau  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  nindurch  za  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, and  heieichoeo  die  Ceordioateo  dewelbeo  Punkte«,  des* 
sen  Coordinaten  io  dem  Systeme  der  xy  vorher  durch  x,  v  be- 
leicbnet  worden  sind,    in  dem  Systeme  der  (x)(^)  (Imch  (x), 

Sf)f  einen  gewissen  von      bis  360^  wachsenden  Winkel,  dessen 
edeutunc  sogleiclt  aus  den  i'olgeudea  GieLchuiij>^eu  ^uuz  von 
selM  erbelleD  wird,  aber  dinch  x;  so  ist  ofieiibar 


(x)  —  cos%\f ar*      ,      )  =  siu^ V^^Hp 


nsd 


X  =8 eo6(oi  +  x) V  y=8in(w+x)V^a;Hy*f 


y = sin«  cosj  V  +  coswsiojV  «•faf*» 

d.  i. 

«=:(jr)cosca — '(^jsinoi, 
niid  felglieil,  wie  man  blMsas  leiebt  fiodet: 

(^)=.  —  arsiuQj  ^coscö. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

(ai)  as  /r'eoso^ —  j^'ssrnseos«  ~~  ^  (  ^i}co6fl> 
+ jc'sino*  -I-  f  sisMos»  •§-  ^  4^)flos»* 

^^^^ 

(jf)ss  — jc'ainsicdsw+y'sbM»*     a-,  i%)8ino 
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d.  L 

F«lgUck  irt 

und  daher 

l  F—  (y)  }«nc>  =  (  F-*f  0  sin»  —  ^  (:r'— Xj) ; 
also  nach  dem  Obigen 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  «eine  eraie  Läse  zurückgeführt, 
uid  iMieichnen  die,  jenachdem  der  durch  die  CoerdinateD 
eder  t^eatimmte  Punkt  in  dieser  Lage  dea  SchÜs  Aber 

oder  unter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
xif  oder  (:t)(y)  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  durch  die  Coordin«^en  af,  y  oder  {ac),  (V)  bestimm- 
ten Punkwe  tob  'der  Projection  des  Sebwerpmilcte  des  ganzeD 
Schiffs  aaf  der  Ebene  der  xy  oder  durch  it;  so  ist  nach 

der  Lehre  von  der  Vervrandhing  der  Coerdioateii  oieeber  ie  völli- 
ger Allgemeinheit 


folglich  nach  dem  Obige« 

Qs:£rMsino. 


Beeeicbnen  wir  die,  Jeneclidem  die  PfHectton  des  ficbwei^ 
ponkfts  des  einf^etaeebten  Thdis  1^'  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 

Lage,  d.  h.  bokannHich  imn»er  die  Projection  dew  Srfnverpnuk-s 
des  von  dem  8cljiff<'  bei  seiner  ersten  Lage  vcrdriirigteii  oder  aus 
der  Stelle  vertriebeneu  Wa^serkörper« ,  auf  der  Ebene  der  xy 
fliier  oder  mitef  der  Projection  des  Sebwerpmilcte  des  ganxen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liegte  als 
positiv  oder  als  negativ  lietrachtpfe  Entfernung  der  Projeetlon  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  'i  heÜs  V  des  Schiffs  bei  i^einer 
ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Scbwer- 
pimkts  des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  tiage  auf  der  Ebene 
der  xy  dnrch  r;  so  ist  nach  der  Lebfe  Ton  der  Verwandlung  der 
Coordinateti  allgeineia 

Thell  ILV. 


Ly  Google 


und  folglich,  vreli  nacb  iImi  ObigoD 
tot: 

iNack  dem  Vorhergehenden  ist  aber 


d..  I. 


IT  W 


also 


und  folglich,  wMii  ntB  dies  In  den  obigen  Ausdniek  der  Stebi- 
Uttt  otofÜirl: 

w  m 

^      ^  V  X'—Xx  . 


oder 


^/      IC  tP 


Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehurigen  Zeichen  c;e- 
nommene  horizontale  Entfernang  der  Projection  des  Sohwerpunkts 
des  als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  aufgetaaehton  Theils 

auf  der  Ebene  der  .ry  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des 
als  aus  Wasser  l)p*;tph*^nd  gedarfitcn  untergetauchten  Theils  auf 
der  Ebene  der  icif  liuicii  v\  so  lai  uuch  der  Lehre  vonjder  Ver- 
vfttndlnng  dar  CoordiMton  allgeiaein 

IP        W  V  .10 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

V 

0s  6(^9-1*  esla«»). 
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Bezeichnen  wir  das  Gewicht  einer  Volumeneliiiielt  Wass^ 
mit  »,  so  \^f,  (h\  (las  Gewicht  des  gaoien  Scbitfs  dem  fieirielite 
des  verdräogten  Wassers  gleich  ist, 

imd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^sSn^'tMlnc» 

oder 

Noch  einen  anderen  beinerIcenswertheB ,  und  in  manchen  Fäl- 
len oino  vortheilhaf'te  Anwendung  gestatteriden  Ausdruck  fik  die 
•Stabilität  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Nadi  dem  Obigen  ist  * 

w  m  m  « 

und  iolgiich,  weil  bekaoutlich 
Ist: 

V(3ß'-jri)=F'(i'-Ji) 

■ 

oder 

Well  nnn  nach  dem  Vorhergehenden 


iat»  so  ist  auch 


Nach  dem  Obigen  i^t  aber  auch 

w       Iß  m 

^  m(|:i)een»*-d^i)ab»j 

W  W  IT  «1 

WO  die  CoordiMten  (3£^),  iX')  ^  O^i)»  ^Yi) 
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ainatep  X',  5?'  und  ,  fi  im  Systeme  der  a;ry  bMÜmmtoii  Poik- 
ten  im  Systeme  der  {a:)(^)  angehören  coHen;  also  wt 

k-h =t  (ieo- Ofi)  ]  cos«  -  [  (5?0  -CTi)]  ßto»» 
imd  folglich 

oder 

Weil  bekanntiich 


ist>  so  ist  auch 


also 


Pp=Vn[(3e')-0fi)i  cos«  -  [On-(ri)]sin» }. 


Wir  werden  späterhin  von  diesen  Ausdrucken  Anwendung  zu 
inachen  Gelegenheit  finden.  ' 


Well  wir  die  Brehnngsaze,  d.  b.  dieAxe  der  z,  als'boiiaon* 
tal  angenommee  baben,  so  ist  klar,  dass  der  aafgetauchte  mid 

der  untergetauchte  Theil  in  einer  der  Axe  der  z  parallelen  gera- 
den lAmv:  mit  einander  zusammenstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  uolien  wir  jetzt  alä  die  Axe  der  ^  eines  dem  Systeme  der 
xifz  parallelen  Coordinaiensystems  der  ^rj^  annehmen,  indem  wir 
zugleich  den  Anfang  dieses  neuen  Coordinatensystems  in  deo 
Endpunkt  der  in  Rede  stehenden  gerndcn  Linie,  so  weit  dieselbe 
dem  aufgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich 
angehört,  verlegen,  von  weh  heni  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po- 
sitiven z  oder  ^  hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  mich 
beetimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
eutergetaucnte  Theil  mit  einander  sveammenstossen ,  durch  a  be* 
zeichnen.  Von  dem  auf  die  vorher  angecrebene  Weise  bestimm- 
ten Anfangspunkte  der  an  theile  mau  nun  die  Linie  a  in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,  deren  jeder  durch  i  bezeichnet  wer- 
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n 

den  maif,  und  nehme  an,  dass  in  Bezug  auf  die  rurve.  in  ucl- 
cher  die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberiiache  dea  iSchiliB 
M  Miaer  eiaton  Lage  gMchnittm  wird,  den  W«rUiea 

wo  nissa  ist.  Tan  (  als  AlMclMea  flfr  den  aufgetauchten  nud  lür 
den  uDteigetaQciiteii  Theil,  welche  zwei  T heile  wir  lii^r  imtter 
als  bomosen  oder  ata  ans  Waaaer  lieatelieiid  iMliaclit»»  reapac- 
liva  die  Warthe 

•     I    ?     3     4  n 

ff  ß*» »» »»••••i' 

und 

O       1  5       3        4  " 

il»  »l»  Ii»  4l»  Üt""^i 

von  t  >^  Ordinatea  eotapreeban.  Setzen  trir  BÖn  veraaa«  dass 
»unendlich  klein  aei,  und  liezeichnen  den  diesen  WiniLot  mea- 
senden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  he- 
schriebrnen  Kreise  durch  (a>),  so  ergiebt  sich,  da  nir  die  nuf  der 
Axe  der  ^  senkrecht  stehenden  Scnnitte  dea  aufgetauchten  und 
dea  untergetauchten  Theils  mit  desto  grSaaerer  wnauigkeit,  je 
idMner  der  Winl[el  n  iat«  als  Kreisseetoren  betrachten  können, 
nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  und  aas  dar 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  dass,  wenn  wir  die  |  der  Schwer- 
punkte des  aufgetauchten  Theils  V  und  des  untergetauchten 
Tlieihs  F|  respective  durch  ^'  und  ^  bezeichnen,  die  Grössen 

die  üräozen  sind,  denen  respective  die  Grössen 

0  1 

lo         4riin2a>  ^ 
f**W-     3(«)  ^^«2«» 

j  i         4g'sing-oi  I 

1  1 

1  «         4|sin,j»  ^ 
tt.  a.  w. 

und 


38 

2  1 

U.    8.  w. 

.  1 

1  n-i  '^Sl  felO^"  "  1 

+  2*^^   


d.  i.  respective  die  Otuasen 


und 


9 


sich  nShern,  wenn  n  in's  UneDdlirhe  wHch&t,  oder,  was  dassellf^e 
ist,  wenu  i  iu's  UnendÜche  abnimmt  oder  Bich  der  rvull  näbert 

Sellen  wir  aber  allgemein  tür  den  anfgetaaebteo  Theil 
und  fttr  den  vntergetancliteD  TM 
•e  ist 

r«F(0),  r=F(i),  |'=F(2i),..!r=^(n-i)o; 

iwd 

F'r  und  F,i, 
aind  also  die  GiiaMD.  dtaen  tMpeeäre 
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2d 

und 

•der,  WM  offenbar  gan«  daaMlbe  ist,  ittspective 

jl|(#W>)«  +  (TO)»+W20)H...  +  (i=X«f))»|  8i 


und 


J  it  (AO))»  +  (rtO)'  +V(20)»  + ...  +  (/-(wi))»  lato» 


deb  ntilerD,  wcmi  i  sich  der  Null  nibert*  Weil  nmi  iii=a  Isf, 
mo  sind  nach  einem  bekaanten  Satse  raa  den  besttminteii  bte- 
gralen  die  Grämen  j  denen  die  Chltosen 


i  t((JF\p))H  (#XO)*+(i^O)H...  +(nni:))»}  siD« 


und 


öich  Däheru ,  wenn  t  sieb  der  NuH  nähert,  respective  die  mit  der 

1 

biet  natttrlteb  ais  constant  m  b<4i»ichtfinden  GrSsse  ^aim»  »ulti- 
pliclrlen  bestimmten  Intogiale 

f\mm  «ad  /*V(ö)»«; 

und  es  ist  also 


Vth  =  jsin«y*"(A0)»«5 


folglich,  wqU  bekanotlich  V^Vi  ist; 

r  tf  -  i)«  j  sin  •  /  -  (/(O)»!« 

0 

oder- 
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Wegen  der  ParallelHtit  der  Mdmi  CoonUnateiisysteme  der 
xpM  vm  f  1^  iet 


also 


SlOfil 


oder«  weil 


W  IT 


gesetzt  worden  iet: 
oder 

Feigfieh  iit  nach  dem  vorhergeheadM  Pwagra{>heD 

e   «;  


nod 


es5Crtcaino}=;Crtp   ggp-  Isin» 


oder 


Weil  CD  als  unendlicb  kleio  sägeooninieD  worden  bl,  eo  kann 

ean  auch 

e=<rl»(<»)  =  G{«+'i-i  ggi  ){») 
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oder 

od«r,  wenn  m  in  Swondeo  aiugediflckt  aagenomnieB  wlidj»  fiilgUcb 

(io)=<»Arcl'' 

ist: 

r'[(^)»-r/«))']« 


•etMD.  BaloniBtticli  ist 

Wenn  die  Liide»  io  wvleber  die  heiisootale  Wasserfliclie  vee 
det  OberflSche  des  Schiiis  in  seiner  ersten  Lage  geschDitten  wird, 
von  einer  geraden  Linie,  gewissermassen  aU  Axe,  in  7Me\  ein- 
ander völlig  ifleirhe  und  ähnliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre- 
huQgsaxe  oder  die  Axe  der  2  die4>er  Linie  paraliel  aogenommen 
wira»  so  kann»  wie  leicht  eihellet,  immer  vnter  Vefeosaetsnng 
eioes  unendfieh  IMm*  cd,  diit  dann,  wie  es  erforderlicfi  ist, 
P—  Vi  sein,  wenn  der  autgetauclite  und  «ntergetanchtc  Theil  in 
der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  zu- 
sammeufitusseD,  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  ^  zu- 
fttmettfiUlt,  und  folglich  allgemein 


ist   Also  Is^  mtqv  dsr  geouieliten  • . Venmisetmg  wdi  dem 

Olilgen 


2  Af®)«« 
i=e-i>  v^"^  
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oder 


^  .   


12»- 


lokl 


2  f  (Fö))»at 

-   t/  o   »„2, 


oder 


oder 


^=GwAam-G\9  -l-^  ^  ^  Isino 

Audi  ifft 

»       4  I 

r 

■ 


Endlich  ist«  wenn  o>  io  Seoonden  aosgedruclct  ist: 
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2  f\Fi^)^dt  ' 


oder 


=  g(t?-^^aw  


uod 


|fl)Arcr', 


0 


{.  a 


Wenn  alle  auf  Jcr  Drebungsaxc  senl<rorht  stehenden  Schnitte 
des  ^icbiffs  einander  ^1  ei  die  und  ähnliche  ebme  Fi^fen  sind, 
und  diese  Figuren  auch  rücksicbtiich  ihrer  materiellen  Beachaffen- 
Iwit  sSimiitlieli  ▼oOstindig  mit  eimodcr  ÜbereiMtbiuB  611«  SO  Kami 
>itn,  wie  aus  den  in  §.  6.  eiitwidr#lten  alleemeinen  Formehl  und 
•08  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  sogleich  erhellet,  alle  in  die- 
ten  ForoielD  vorkommenden  C^dM«B »  satitrlich'  mit  AusDabme  der 


L>iyul^t-Li  Li 
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immer  daü  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  bezeichnenden  Grösse 
auf  nur  einen  dieser  einander  simcfaeo  und  ähnlichen  und  auch 
raclukhliiefa  ihrer  materiellen  BescbaicBheit  inattetSndig  mit  ein« 

ander  flbereinstimmendeii  Schnitte,  als  eine  ebene  Figur  bedach- 
tet, den  wir  unserer  ferneren  Hetrachtnnif  zum  CrruTide  legen  wol- 
len* beziehen.  Daher  ist  nach     6.  unter  dieser  V  orauaeetzuBg 

und 

y*  w    w  y* 

flo  wie  auch 

W  m  Kl  IT 


Genägt  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  EnrJe  des  vor- 
htr^ehenden  Paragrauheu  zum  (irunde  gelegten  Bedingung,  wird 
ferner  wie  dort  die  Drehungsaxe  der  geraden  L4nie,  welche  die 
Dmebeehnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  vullis  gleiche  und  ähn- 
liche Theile  theilt,  parallel  angerM)mmen ,  und  bezeichnet,  dies 
voransiresetzt ,  o  die  fjan^e  der  i^eradeo  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betracliiuug  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schidiä 
itt  dewin  mter  Ltge  die  horisontale  WaMeittche  geeeheittea 
wird;  so  ist»  weil  immer  angeaeaflien  worden  ist,  dass  die  Dre- 
hung des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
»eif  in  welchem  man  sieh  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  mudurch 
m  dem  posltlFSB  TfaeÜe  Axe  der  3p,  weleber  bennotltch  naoh 
oben  hin  gerichtet  angenomman  worden  ist ,  zu  gelangen ,  also  die 

Sositiren  ersten  Coordinaten ,  wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  auigetaucbteo  Iheils  hin  genommen  werden  müssen, 
fflr  ein  unendlich  Ueiiiee  »  ofaibar  nadi  der  Lehfe  rom  Schwer^ 
puoirtes 

d.  i. 

•       •  •  • 

Nun  ist  aber 


• 
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w     w  1 

folglich  nach  dem  Obigen; 


0* 

oAer 

«der«  wenn  «In  Secnnden  «nsgedfUekt  isls 

Der  in  der  dureli  den  Schwerpunkt  des  Schnitte  hi  seiner 
ertten  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dassellie  Ist,  der  ia 
der  durch  Ate  SchweTpunk-tf»  (\e9  Schnitts  und  seines  eingetauch- 
ten Theil»  in  der  ersten .  Laii,e  »Ics  Schnitts  gehenden  s^eraden 
Linie  liegende  Punkt,  dessen  nacLt  dein  Obigen  gehurig  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachtete  Entfemong  von  dem  Schwerpunirte 
des  Schnitts  dra  tob  o»,  welches  aber  jetzt  immer  ab  nnendlieh 
klein  hotrathtet  worden  i.st,  sn  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  erlitten  liat,  ganz  naal>binnige  völlig  ba- 
stimmte  Grosse 

ist,  ist  zuerst  von  Bou^uer  indem  Traite  du  navire.  Paris. 
1746.  4  p.  257.  das  31etaeentram  des  Schnitts  genannt  wor« 
den ,  nnd  da  nun  nach  dem  Obigen 

€^=CrU«ino}, 

nach  §.  &  aber  u  positiv  oder  negativ  ist,  jenaeiidem  das  Bfetn- 
eentrum  des  Schnitts  filier  oder  unter  dessen  Schwerpnnitte  lieg^ 

so  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  gemachten  Vorrmssetzungen 
die  Stahilitat  des  Schiffs  in  Bezu»  auf  die  angenonuucne  Dre- 
hungsajiLe  pü:$itiv  oder  negativ  ist,  d.  b.  üass  dasselbe  bei  unend- 
lidb  kleinen  Dreboogen  von  sellist  n^ieder  b  die  nrsprflngilcbe 
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Lage  deti  ruiiigeu  ^ebwimmeotf  zorückkebrt,  oder  die  ausefangene 
Drahaog  nach  wrm  Richtonf^  Um  weiter  furtBClit,  jenatMem  dtm 
MataceDtrum  eines  der  etnander  gleidwa  wd  SfanficheD  Schnitte 
des  Schiffs,  welche  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehen,  üher 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  lie^rt.  wobei  man  «iic  h  das  Schiff 
in  der  Lage  des  ruhigen  Scbwimmeos  aut  dem  Wasser  zu  dea- 
keii  hat 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allcemeinea  Formeln  wetten  mt  mm  einige  Mwendnngen  auf  spe- 
4Mlie  FSUe  madien« 


Aufgabe,  Bin  gerades  dreiseitiges  vQllig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Gvnndfllchen  glelch- 

Hchenkli^e  Dreiecke  sind,  schwimme  so  rtuf  dem  Was- 
ser,  d a ^ s  i  n  T  a f. I.  F i g.  1.  d i e  G  r u n  f I S  ch eAH (\  in  w e I  ( ! 1 1  r 
,  AC=BC  iat,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und  die 
Grundlinie  Aß  des  glelchschenldigen  Dreiecks  ABC 
horisontal,  die  Spitze  C  aber  nach  nnten  gekehrt  ist; 
man  soll  die  StalMlltät  dieses  Prismas  fiir  auf  sein ea 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  uaend* 
lieb  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  Ä'B'C,  wo  A'B'  horizontal  Ist»  der  einge- 
tanehte  Theil  des  Dreiecks  1/>C,  und  werde,  wenn  CD  die  auf 
Ali  senkrecht  stehende  Höhe  des  ulerchschenkligen  Dreiecks 
ABC  ist,  AB^a»  CD^h  und  AB  z=,x,  CB'^y  gesetzt. 
Beseichnet  dann  «  das  spedfiscbe  Gewicht  der  Alaterle  des  Pris* 
mas«  so  ist  ans  M^aottten  GrOnden  ^ 

AABCiAJkBfC^lip, 


^  a6:  ^  j;^    o6 :  ory  =  1 :  ft  • 

Nun  ist  aber 


also 


6  a 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


Ly  Googl 


ff 


Mit  Rücksiebt  auf  die  aus  dem  Obigea  bekannte  Bedeutung  von 
«  i«t  aber  nach  einem  MceBiiteD  Setse  Tom  Sehwerpiuilite 

4*  i.  nach  dem  Vorhergebenden 


2 


and  folgUcb,  weü 


ist,  wo  wir  flie  Bedeutung  von  ^  und  aus  dem  vorbergeben« 
den  Paragra(»hen  aU  bekannt  voraussetzen,  nach  diesem  Para- 
graphen 

tt=         -  3  6  (1  -  V;t)=  

oder  auch 

 Ö6  

Weil  nun  nach  dexa  vorhergehenden  I^aragrapben 

ist,  vro  immer  go  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird, 
M  igt 

•der,  wenn  man.  a=2a,  b—ß  setzt: 
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Wenn  das  Dreieck  ABC  gleicbsettis  isi,  m  lai  ß^=4Mß' 


vveuo  oaH  ureieck  ^z»c  gieicosetus  u 
!S#,  md  fU^,  wie  min  MAt  fiiM$ 


e=2««?  ^^^^  «Ära-'* , 

Wenn  in  dem  eleichschenkli^en  Pwtockc  ABC  4m 
ACB  em  recbter  Wfaikel  ui,9out  ßsiu,  nd  lal|^,  wie 

leicht  findet : 

Für  das  gleicbscbeiiktige  Dreieck  im  AUgemeioeii  l«t 
dann  @>0»  wenn 

d.  i. 

fulglieh ,  wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  ^i^eiten  des  Dreiecks 
durch  y  bezeichnen, 

ft  >  ^    oder    ^  <  Vf» 

ist 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  it»t  nur  daan  0>O>  wenn 

3  9 

ist 

.Fir  das  leditwinklig»  gleichschenklige  Dreieck  let  mir  dann 
B>Oy  wenn 


ist 


Aiiiuerkung.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  fuge  ich  uuu 
noch  die  folgenden  Bemerknncen  fiber  den  Awfdrack  der  Stabili- 
tät bei  mendlich  kleinen  Drefiuogen  im,  Attgemeioen  hinzu.  Näm- 
lich Bouguer,  Fuler,  ('hapman  und  andere  Schriftsteller 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  Stabilität 
nater  Voraussetzung  uneudlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  allen 
dleeen  Sebrlftetettero  eracbelDt  der  Ausdruck  der  StabilitHt  ala 
▼ea  dem  Diefaimgawlnkel  m  gani  nnabbingig,  so  dam  &  B.  bei 


• 
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£uler  in  der  Scientia  navalis.  T.  I.  p.  99.  in 
faiie  der  Ausdruck  der  ätabilitüt  uicht  wie  obea 

oder  eigeutlich 


aondeni 


bt  WeRB  Ml  •HO'  sach  melmr  Meinitiig  dies  auch  dnrt^mi 
sieht  billigen  lätist,  da  insbesondere  die  fjänimtiichen  obigen .Allt* 
drucice  für  die  Stabilität  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  nur 
ISäberunesausdriicke  sind,  welche  desto  genauere  Resultate  Ue- 
lern,  je  Kleiner  der  Drehungsninkei  cd  ist«  und  also  schon  des- 
halb diese  AusdrüciEe  nicht  vmi  a  unabh&tgig  sein  können ,  so  ist 
doeh  auf  der  andeveD  Seite  zu  bemerken,  dass  die  von  den  ce- 
tiannten  und  anderen  Schriftstellern  befolgte  Methode  diuiii  mt9 
Rechtfertigung  findet,  dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Vergleichung  verschiedener  Stabiiitaten  bandelt,  und  wenn  man 
dann,  um  eben  solche  Vergleichuu^en  mit  Leichtigkeit  anstellen 
m  k9DB6a«  famier  deaaellMi  nimdlieh  kMnea  JHehucffswIaM 
zum  Grunda  legt,  und,  wie  jeaa  Schriftsteller  sämoillich  tfami, 
überhaupt  nur  Stabilitäten  für  unendlich  kleine  Drehungswinkel 
betrachtet,  so  ist  es  allerdings  verstattet,  den  Factor  coArcl"  aus 
den  Ausdrucken  der  Stabilität  wegzulassen.  Der  erste  Schrift- 
•teUer  aber,  welcher  die  SMUität  der  Schiffe  aus  einem  allee- 
meineren  und  allein  wirklich  sachgemassen  Gesichtspunkte  nir 
endliche  bestimmte  Drehungswinkel,  betrachtet  hat,  scheint,  was 
hier  als  besonders  verdienstlich  hervorgehoben  werden  muss,  At- 
wood  zu  sein«  in  einer  in  den  Pliil osophicai  Tr^nsactions 
for  the  year  I7M  FarC  1.  901.  miter  dem  TKel«  A  Dia- 
faiaitioa  on  the  Stability  of  Shipa.  ByGeorge  Atwood 
erschienenen  Abhandlung,  die,  wie  icn  aus  einem  der  neuesten 
englischen  Werke  über  die  Schiffsbaukunst:  Treatise  on  the 
Theory  and  Practice  of  Naval  Architecture:  beein^  the 
Article  „ Ship-Building^*  in  the  Eocyclopaedia  Britan- 
nica.  By  Augustin  F.  o.  Creuze,  Membre  of  the  täte 
School  of  Naval  Architecture,  President  of  the  Ports- 
mouth  Philosophical  Society.  Edinburgh.  1841.  4P* 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
£neiand  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird,  so  ^ie  ^uqh  eine  frühere 
Aboandhmg  deeaelben  Verfaaaen,  die  in  den  Philoaophleai 
Transactions  for  the  year  1796.  Part  I.  p.  40.  imter  dem 
Titel:  The  Construction  and  Analysis  of  geometrical 
ProposltioDS«  determining  the  Poeiitions  assumed  by 

theil  XT.  4 
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* 

homoffoneal  Bodies  which  flnat  freely,  and  at  rest,  on 
a  Fluid's  Surfarp:  aLso  d  p  t  pr  m  i  n  In  5  the  Stabiüty  of 
Ships,  aod  oi  otlier  (loa ting  Bo d iet«.  By  George  At- 
w  0  o  d  erschienen  ist  Wenn  man  die  Sache  aus  eioem  «folehen 
alleemeinereD  Gesicbtspunkto  flir  Drelnifigswiakel  ▼on  bestliiiniter 
€Dalicher  GrSi^se  betrachtet,  sollte  man  nach  metner  Ansicht  auch 
aas  den  dem  Falle  eines  unendlich  kleinen  Drebunirswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  «Arcl"  nicht 
weglassen,  weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlung  stets 
beibebalteii  wetden. 


j.  10. 

.Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  vulllg  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  G  r  u  n  dfl  fi  ch  e  n  gleich- 
•ubeBkliee  Dreiecke  sind,  Hchwiuinie  so  auf  dem 
Wasser,  dftssiii TsfJ.Fig.  2.  die Grandriflclie^C  is 
eher  AC=BC  iHi,  sich  in- vertikaler  Lage  befindet  und 
die  (TfundUntp  Ali  des  gleichsrhptikligen  Dreiecks  ho- 
rtzontat,  dir  .Sjut/e  Cabernacli  nhen  gekehrt  ist;  man 
tfoU  die  iStab iiitut  dieses  Prismas  für  auf  sei  nen  Grund- 
flächen seokreehte  horisontale  Azen  and  «n«adlieh 
kleine  Drehungen  bestimmen* 

Auflösung.  Sei  ABA'B',  wo  A'H'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC,  und 
werde,  wenn  CD  dto  anf  AB  seekresht  stehende  Ußbe  de« 

gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,   AB^sza,  CB—b  nnA 

A'B'=r-  :r,  CD' ~  ff  gesetzt.  Bezeichnet  dann  ft  dris  specifische 
Ctewicht  der  Materie  des  Prismas^  so  ist  aus  bekamiteu  Griiad«tii 

■ 

AABC.Tid^^ABA'B^li^k, 

also 

•       1  1 

Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergebenden  Aufgabe 

b  ü 

also  ... 

^  '  I 

I 
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4.1 


Mit  ROcksicht  auf  die  uns  den  früheren  Paras^rapheo  bekannte 
Bedeutung  von  d  ist  aber  uach  bekanuten  «Sätzen  vom  ächviOT* 
punkte  d&  Dreiecks  und  de«  Trapeziuma 

«  • 

d.  L,  wie  mao  leicht  findet; 

i_Vi— 


oder 


und  iolgüch,  weil 


d.  L 


Lät: 


alfo»  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Kechnung  findet; 
Felgiickiit 

G  { (aH4^*)  Vn^-^l  «Atel-',  ' 
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8Mit  Mi  h=ßf  9o  ist 

W«M  dM  Dreieck  ^l/fC  glekMtig  ist,  fo  ist  p^9tß, 
M|M,       mm  kicbt  Mudeta 


Wenn  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  dw  Winkel 
JCif  eio  rechter  Winkol  ist«  so  ist  ß^a,  *al»o 

Ö (2  V  i  - 1*-  l)«Arcr . 

Für  (las  gleichschenklige  Dreieck  imAUgemeineB  ist  nur 
€»>0,  wenn  * 

(««  +  /S2)VT=^-./3«>0, 
4.  ir,  wie  man  hieraus  leicht  findet« 


mmmw    mm.  ^ 


ist.  Bezeichnet  man  die  beiden  einander  gleichen  Seiten  des 
Dreiecks  durch  •/,  so  lässt  sich,  weii  y^=^<n''^''^ ist,* diese  Be- 
dingung idicht  aaf  d^n  Ausdrudi  ^ 

bringen.  '  ' 

Fflr  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  Q  >  0,  wenn 

■ 

-  I 

7  .  '  ' 

d.  i.  n  eun  t*'  '^Jj^ 

Ffir  das  rechtwinklige  gleiclischsehenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
9>0,  wenn 


d.  i.  wenn  l^^j  ist 
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j.  11. 

4 

Soll  das  io  den  bei<Ieti  vor}i ergehenden  Paragi^phen  betrach« 
tete  Prisma  sowohl  in  der  in  9.,  als  auch  in  der  in  ^.  10.  an- 
gwonmeDeo  Lage  scbwinnien  konneu,  ohne  umzuächlageu,  d.  h. 
0oU  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  mit  ainer  gifiiHiim  postthr^ 
Stabilitilt  mf  dem  Waater  flcbwimmen  kSoneD»  co  mmm 

Man,  WM  cfbobar  nur  dann  dar  Fall  aeiii  kano,  wann 
also 

Ä      1  '  * 
oder  y>ßV'i 

iit;  mid  weil  mu 

eoa|-J£7i9;s^ 

iit,  ee  maa 

coas'JCB  <  -1-, 

■ 

also 
sein. 


$.11 

Aufgabe.  Ein  rechiw iAk(iget»  v<>llig  g lo ichiö riuig 
diehtea  Parallelepipedon  schwimme  ao«  auf  dem  Waa* 
«er,  dasa  in  Taf.I.Fig.3.  seine  Grundfläche  iIilCDalch  in 

Vertikaler  Lage  befindet,  und  deren  einander  paral- 
lele Seiten  AB  und  CD  horizontal  sind;  man  soll  die 
Stabilität  dieses  Paralieiepipedons  für  auf  dertirund- 
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flSche  ABCD  senkrechte  horizontale  Axen  uüd  anenü- 
licli  kleine  Drehungen  hcsliauiien. 

Auflösung.  Sei  ABA'B'y  wo  A'B  horizontal  und  also  mit 
AB  und  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Rechtecks 
ABCD,  und  werde  AB=CD^a,  AC=BDs=^  md  AAf—BB^x 
gesetzt;  so  ist  aus  hekannten  Gründen,  vienn  wieder  fi  dae  flp*- 
ttbtcke  Gtmiekt  der  Meterie  des  PeralieleiHpedaii«  beaeii^net, 

ABCDiABA'B!^lil^;  , !  '  ' 

aUe  ,  •..»..,•• 

» 

felglich  x^ftb»  Aber  offenbar 

1  1  .14« 

and  f=:a«  ^s^&r^fugft;  aboV  . 
mid  felglieb 

I 

i£s  ist  nur  dauu  Q>0,  wenn 

■ 

ist. 

Soll  (las  Paralleleptpedon  sowohl  wenn  die  Seite  a,  als  auch 
wenn  die  Seite  6  horizontal  ist,  mit  einer  eewisseo  StabUil^ 
echwnnnieo  können,  so  mflseen  die  beiden  BediogungeD 

zugleich  erniUt  sein»  d.  b.  es  muss 

iein,  welches  nur  dann  möglich  ist»  wem       *  '  * 


*     '  •  .  .  ♦  » 


I 
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d«  i.  weoD  *  * 

oder,  was  Dasselbe  ist,  weaa  ' 

« 

ist.  Für  fA=^  ist  dies  offenbar  nicht  müglich.  Jenachdem  |&» 
wdcbes  natörUcb  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  mnss»  swi* 
•eben  a  nnd  1  oder  swisdiea  0  and  ^  liegt,  iet  die  Bedbgung 

dfidlt,  wenn 


d.  i. 


d.  I. 


d.  I. 


a.  i. 


(*>f(I+yj)  oder  fi<j(l-yä>' 


Ist 

Dase 


ist«  erbellet  aaf  der  Stelle. 

FAr  «ss^.  d.  h.  Im  Falle  elnee  Quadrate ,  ist 


und  es  ist  nur  B  >  0,  wenn 

6f*(l-^)<l 
iirt,  <l.  b.  nach  dem  Verhofgeiiendeo  füir 

,      .    **>f0+V3)  oder  ,i<y(3-v3), 

jenacbilcm  ^  zwiscben  ^  und  1  oder  zwUcben  0  und  ^-  liegt. 
F0r  ft  =  i  ist 

I 


und  folglich 


•'S  .  • 

Auffßabe.  Ein  uhcr  einrm  Quadrate  als  Grund- 
fläche errichtetes  rechtwinkliges,  völlig  ^lefichformig 
dichtes  Parallelepipedon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, daseiiiTaf.I.rig.4<  die  quadratförmlge  Grundfläche 
ABCD  und  zugleich  auch  die  Diagonale  AB  eich  in  ver* 
tikaler  La^e  hefinden;  man  soll  die  Stabilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelepipedons  für  auf  der  Grund- 
fläche ABCO  senkrechte  norizontale  Axen  und  unend* 
lieb  kleine  Drehuagen  bestiratnen. 

Auflösung.  Das  sneeifische  Gewicht  der  Materie  des  Pa- 
rallelepipedons sei  fi,  undi  die  iSeite  de«  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a  bezeichnet. 

1  ' 

Wenn  (i><,^  ist,  so  sei  BEP  in  Taf.  I.  Fig.  4.  o.,  wo  EF 

horizontal  ist«  der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  ABCD, 
Dann  Ist 

.  ABCBiBEF=zii^. 

und  folglich,  wenn  wir  EF=^Xi  BG  =  y  setzen: 


1 


•  i. 
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Offeobar  Ut  aber  jc  —  ^y,  aUo 


folglich 

iNacb  bekaouten  Sätzen  Ut 

2      12  1 

lod  weil  nun 

'*   .     •  .  ■  •  . . 

1 

i«t,  CO  ist 
folglich 

4         t  4  1 

I  ..... 

WeDn  fi=:i^  ist,  80  sei  BCD  In  Taf.  L  Flg.  A.b.,  wo  Cl> 

horizontal  ist,  der  eingetatiühte  Theil  des  Quadrats  ABCD,  lo 
<Jie>ieai  l^alle  iät  nach  dem  .vorbergeheodeii  Ausdrucke  der  Stabi- 

Utit,  wenn  man  lo  demselben  i^^-^  seUt: 


Wenn  fi>     ist,  so  sei  BCDBF  in  Taf.  f.  Flg.  4.  e.y  wo* 

EF  borizoDtal  ist»  der  oiagetaudite  Theil  des  Quadrats  ABCD, 
Daun  ist  .    »  *  M 

ABCDxBCDEP^li^, 

■ 

and  foigilcli,  wenn  wfar  EF=sSf  AGssig  setzen: 
also»  weil  igt: 
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oder 


folglicb 


Bezeichnet  man  die  Entfernnnjr  de«!  Schwerpunkts  des  einijietauch- 
teu  Tbeiiä  BCDEF  von  ciem  Punkte//  durch  so  bat  mau  nach 
der  Lehre  vom  ächnerpunkie  die  Gleiebung 


und  folglich,  wenn  man  0lr  s  tmd  jr  Are  Weithe  an«  dem  Tar- 
hetgehendeo  ainfilhrt: 

worana  aicb  ^ 

v»-a(i-|i)(va-|^*^ 

SB  jjj  • 

d.  i.,  wie  mao  leidit  lindat:  ,  ,    . . 


.  I 
>  ■< 


und  weii  nun 
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90  ist 

I 


m 


FolgTicB  ist 


•4er 


l 

Fft-  fi=|  bt  jedenfiilb  e>0. 
1 

Für  |»<g^  ist  e>Q,  weuu 


ist 


9^ 
32 


Für  ^>-|  iste>0,  wenn  ' 


ist 


60 


i.  14. 

Aufgabe.  £in  über  dem  Parabeisegmeui  ACH  ia 
Tal  L  Fiflp.  5.,  wo  CD  dl«  Axe  4«r  P«r»E«l  Ut  and  ^ 
auf  C/>  senkrecht  steht,  ala Grandfllciha  beschriebener, 

vüliig  gleichf ürmig  dichter  gerader  prismatischer  Kur- 
per  schwimme  ko  auf  dem  VVasser,  dass  die  paraboli- 
sehe  Grundiiäclie  AGB  sich  lu  vertikaler  Lage  befin« 
dat  and  AB  horiaontal  ist;  man  aalt  dia  Stabifftit  dia« 
aaa  prismatischen  Korpers  fdr  auf  der  Grundfläche 
senkrprht  stehende  horizontala  Axan  ttad  anasdlich 

kleine  lirehuDgeo  bestimneiu 

AnflOanag.  Baa  specifische  Gewicht  dar  Hateria  des  in 

Rede  stehenden  prismatischen  Körpers  sei  fi,  und  CD  und  AB 
mögen  respectWe  durch  n  uiitl  b,  der  Parameter  der  paraboliscbeo 
üruodflSche  soli  durch  n  bezeichnet  werden.  Ist  nun  A'CB',  wo 
JfB'  boifaMmfal  bt,  dar  aiogatuicbta  Tbeil  dar  paiaboliacbaii 
Gmadfliche,  ao  iat 

alaa,  wmb  CD  und  A'B^-  laapectiva  Jaieb  x  und  y  bezeichnat 
wardea»  aach  ainam  bakanntan  Saisa  voa  dar  Qaadimtor  dar 

a&: SS  #6  :ay  =s  I  :|» . 
Naa  iat  aber  feraar  bekaoatUch 


falglidi 

^a<  h  einem  bekannten  Satze  vos  daai  Schwarpunkta  der  Para- 
bel ist 

und  weil  nun 
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»t,  ao  ist 


folglieb 


•1 


Soll  S>0  seia,  m  nmw 


d.  i.,  wie  mao  leidit  findet: 


Aufgabe,  Ein  gerades  vie  rseitiges  PrinmaTon  vu  I 
pleichnirrai  2^er  Dich  ti 2: k o i t,  dessen  eine  Gruinlflürhe 
in  Taf  1.  Fig.  6.  des  Trapeziuni  ABCD  ist,  in  welcliem 
letzteren  die  Seiten^C*  BÜ  eioaoder  gleich  und  eegen 
die  parallelen  Seiteo  ili?,  CD  unter  gleichen  WinkelD 
geneigt  sind,  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die 
Grundfläche  ABCD  sich  in  vertikaler  La£?e  hetindet 
und  ihre  parallelen  Seiten  AB,  CD  horizontal  sind; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Orehongen  bestimmen. 

Auflüsun?  Sei  ABA'B',  wo  A  B'  horiaontal  und  also  den 
Linien  AB,  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  1  heil  des  Trape- 
ibiDS  ABCD,  mid  werde  AB=a,  CDssb,  A!B^x  seseUt, 
die  Hohe  des  Trapeziums  ABCD  aber  durch  A,  die  HAbe  ilen 
Traneziums  ABA'B*  durch  y  bezeichnet,  lät  dann  fi  das  speci- 
fische  Gewicht  d^r  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  beiu^inten 
Gründen  '      .    '         '        :  ■        '        .     ...  * 
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also 


62 

ABCD'.ABA'B'-lifi,, 


i  (a  +  6)Ä  :  1^  {a-\rx)}f=  (a+b)h :  (a+a:)y  =  1 :  ^4 , 


Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet,  allgemein 

a~b:a  —  a:=  hiy, 
also  ,  ,  ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
also 

-  •  '  •  . 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  findet: 

l/a  +  2:r       «+26  A 


und  weil  non 


1 


isti  so  ist  .  . 

\/ai-2x       a+26  \  x^ 

also,  weil 

y=^ir;^^'    (a+ar)y=ft(a  +  6)Ä  ;. 

ist : 
«der 

n   '  Ä        ./     .  «  .a—X      ,    ,ai^a — 6,  ,  X* 

"=3(i--6)K°  +  2*)^+^-(°+2Ä)jq^l  +  6;i(S+3)Ä-  . 


Fttjirt  iDfto  nun  in  diesen  Ausdruck  den  ms  dem  Ol^en  bekann- 
tai  Werth  von  x  ein,  so  erhält  man: 

I 

I 

ood  för  die  Stabilität  0  hat  man  den  bekannten  Anadrack: 

Q=  6uttArcl^ 

»Tobei  anendlicb  kleiue  Drehungen  vorausgeseUt  werden. 
Die  HUglidikeit  der  Aufgabe  erfordert»  daas 

aeL  Oiea  ist  för  immer  der  Fall»  tiHr  a>  6  aber  aar  dann,, 
wenn 

iat 

Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u  positiv  ist,  wolilr 
wir  der  Kürze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeln 
irollen. 

Setzt  man  in  dem  obi^r^n  Auadrucke  von  u  die  Seite  es=aO> 
so  wird,  wie  man  leicht  ündet» 


•der 


ileo 


'  Digitized  by  Google 


was  ganz  mit  dem  in  $,      geßisd^Mn  Aus^ntcke  iler  SteMiitü 

äbereinstimmt. 

Setzt  man  in  dem  oMgeo  allgeneinen  Aosdrack«  vom  m 
Mte  össiQ,  so  ethMit  man: 


_     -  fi)  Vu^   a , 


al8o 


wa.s  ganz  mit  dem  in  %.  10.  gefundenen  Auwlrucke  der  Stabilit&t 
fibereiat»timmt. 


Bei  den  vorhergehenden  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  als  einen  homogenen  oder  völlig  gleich ffirmig  dichten  Krrr- 
per  an,  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  buri^ootalen  Dr^buugs« 
axen  »eukrecbt  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  unter 
«ioander  ▼0llig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen,  undea 
wurden  nur  uneodlich  kleine  Drehungen  des  Schiffs  betrachtet. 
Jetzt  vvollen  wir  nun  einige  Aufgaben  aTiflfisen,  bei  denen  wir  den 
Drehungswinkel  nicht  unendlich  klein  ,  sofidern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grosse,  und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als 
eineii  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehmea,  aber  Yotaua* 
setsen  werden»  daaa  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizonta- 
len Drehun^saxen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
lich  gleiche  und  ähnliche  Figuren  sind,  und  auch  rücksichtlich 
ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  über- 
eloatimmea.  Unter  dieaen  VitraiiaaetiiiDgeii  wollen  wir  nm  wua 
aneiat  alt  der  folganden  ^fgiihe  bevcblitlgen. 


L^iym^uLi  Google^ 


I 


§.  17. 

Aufgabe,  Einer  dar  auf  den  aiim  Grunde  gelegten 

horizontalen  DrpbuTic^snxPii  senkrcrht  stehenden, 
säniratlich  einander  gteichen  und  ähnlichen,  und  rni  eh 
rucktii  chtl  ich  ihrer  ma  teri  eiieu  Beschaffenheit  vuliig 
mit  einander  {tbereinstimmendenScbDltte'des  Schiffs  sei 
inTaf.  ü.  Fi^.  7.  die  dreieckige  ebeneFigur /J^Ci?,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
DCE  und  in  (lersnlljen  die  den  VVini<e  I /^f/v  halbirende 
Linie  Ter tilk^al  istj  nianeoil  die  Stabilität  diesem  Sch  iffs 
in  Besag  auf  die  zum  Grunde  gelegten  liorizontaleu 
Drehungsazen  ffir  den  beliebieen  DrehnngswiDkei  o 
beatimmen. 

Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  daas  AÜB  der  einge- 
tauchte Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  desSchitta» 
und  also  AB  die  horizontale  nnrrhschnittsiinie  der  Ebene  des 
Sclinitta  DCE  mit  der  OberÜäcbe  des  Wassers  ist,  auf  weichem 
das  Schilf  schwimmt,  so  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung 
deaaufgetauchten  und  deanntergetaucbten  Theils  an.  Nehmen  wirnmi 
femer  an,  dass  il'C^'  der  eingetauchte  TbeU^  des  Schnitts  A>C^  bei 
der  zweiten  l-iO?e  des  vScbiffs  ist,  und  dass  AOA'  und  BOIi'  respec- 
tive  der  aufgetauchte  und  der  untt  rut  t  nK  hie  Theil  des  Schnitts />C£ 
sind,  so  müssen  wir,  weil  der  au^j>etaucbtc  und  der  unLeiMetauchte 
TheH  bekanntlieh  immer  einander  gleich  sind ,  die  Gleichheit  die- 
ser beiden  Theile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  au- 

fenscbeinlich  dtircb  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA', 
iOB'  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A'B*  so  be- 
stimmen, dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O  mit  der 
ata  gegeben  an  i>etniehtenden  Linie  AB  gegen  dieae  letitere 
Linie  unter  dem  gegebenen  Winkel  AOA' ^zBOB^z^zm  geneigt 
ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA',  BOfi'  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  A'B'  zu  beatimmea 
suchen. 

Zu  (Irni  Ende  werde  der  als  gegeben  zti  betrachtende  Win- 
kel DCE  durch,®  bezeichnet;  dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA9  die  offenbar  einander  gleich  sind,  weit  unter  den  gemach- 
ten Voraosaetzongen  das  I>ieieck  ACB  Jedenfiüia  ein  ^eichsehenk- 

liges  Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist.  =90® — 2  ®*  Wegen 

der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  ist  aber 

AO.A'OzsBO.B'O, 

and  nach  einem  belcannten  trigonometriachea  Satze  iat 

^O:il'O=:ain(1800-«-90»+^-e):  ainCÖO»— j«), 

jrO:B'0=ssin(18qi>— ai-ÖOö-j©):  alfiOiO»-f|6); 
Theil  &V.  & 
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1  1 

BOiB*Osscos{(a-^^^)  :  cos  ^  6^. 

Setzen  wir  nun  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  Linie 
ABz=zo,  so  haben  whr  zwischen  den  vier  anbekannten  GrSMen 
AO,  BO,  AfO,  BfO  die  vier  folgenden  Glcüehungen : 

AO^rBOz:z^, 

AO.A'0=iBO.B'0, 
^O.cos^6=^'0.coi>  (« — ^8), 

1  1 
j^O .  coft  ^  a= ^  O .  cos  (a +1 6); 

und  es  wird  nun  darauf  anicoramen  ,  aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen. 

Aus  den  l>eideB  letzten  GkidMogen  folgt: 

C08((ö— 5"  B)  COS(fi>-|-  i 

AO=zA'0,         ^   ■  ,  BO=BO,  -2—  5 

also  ist  iregen  der  beiden  ersten  Gleichungen: 

if  0. 008  (tt->|9 + Ä'O.  eo«  (fl»  +  .jö)  «9  cos  0 , 
il'Oa.co»(»-    Ö)— B'O«.  cos(w  +^  e)=0. 


Man  setze 


il'0.cos(o-^  a)  -  Ä'  O.  cos  (w  +  ^  ©) = Ti 


so  ist 


ond  wenn  man  nnn  die  beiden  Gieicbungen 

A'  Oh  cos  ( «;:-   8/  -  iß      cos  («  +  j  ö)*  =  ^  »  cos^  8, 


mit  eintniier  vahMU,  so  eriUUt  mw: 
il-O».  CTO  (©  +  j  e)  {cos  ((»-  j  e) — CO«  (»+    6)1  ==    cos  I  e ; 


d.  I.»  wie  iMD  Idchf  findet: 


A'0»=-  f— T. 

2nn(iMH>s(o>— ^  6)  , 

 — |—  t, 

Miii»coc(o*f  J^) 

NebmcM  Mrir  oun  an ,  dass  od  nicht  90^  add,  wie  sich  schon  von 
MÜMt  Tmfcht,  9  nicht  180*  Cberctelgt»  so  kann  oCenbar  der 

ahsolate  Werth  von  a>-*-^dnie  9(y>flbefsteigeo,  und  cos(w  S) 

ist  also  anter  den  geiuacbteu  Vorau&«etzuagen  immei  positi?.  Weil 

nnn  anch     sin«»  positiv  sindj  so  ist 

Q  cot  ^  0 


1 

2sin  (0  cos  (iü  —  ^ 


positiv,  und  MCgen  der  Gleichung 

Q  cot  I Ö 
^'0»rt:  


2sin  ca  cob  ( w  — ^-  6) 


muss  tolgüdi  oothwendig  t  eine  positive  Grosse  sein.  Also  muss 
«inhat  wegen  def  CHeiehnng 

^ot^^ 

80^=1    1 — t 

6«  . 
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nothwendig  cos(tt)-|-^  ^)  positiv  seia,  tveuii  überhawpt  die  Aufgabe 

möglich  sein  soll,  d.  h.     +          welchetj  mitet  den  gemachten 

VoraTissetrnngen  jedenfalls  180^  nuUt  uherstei^,  darf  90^  nicht 
übersteigen«  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  mOglicb  «ein  soU. 

Weil  non  nach  dem  Bisherigen 

1  1 


1     *  1 

und  T,  sowie  ihrer  Natur  nach  auch  A'O  \mä  B'O  positiv  sind, 
80  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 


^cot^O 
2sinfii)cos((o  +  2  ®) 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


kB 


2mnn  coa(tt<—  ^  B} 


o cot \ 0 


2ein n cos (o 


setzen: 

Führt  man  diese  AnsdrOclce  In  die  ans  dem  Obigen  liekeiinte 
Gleicknig 

il'O.  coe  (o  -  j  6)      O.  CO«  (flt + j  ^eom^B 
ein»  se  erWt  man 
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1      "  1  1 

also 

VtÄ'  J  1   ' 

iVco«(fl^|#)  4-2f co«(m  -f- 

od«i»  wem  maa 


jp=Äc.a(»-je)=\/   issr-^ 


1      4  /  «i!M(»i-?e)e^ 


setzt: 

Folglich  iet  nach  dem  Obigen 

1  1 

Ai^     o  /Ifros  (>iVcos  s-  d 

In  Bezuo;  auf  O  als  Anfang  und  OA'  als  den  postttvcn  Thcii 
der  Axe  der  Abscissen  sind  die  Ab^icissen  der  6cti\\ crpunkte  der 
Dreieclce  ÄOA  und  BOB^  nach  der  Lehre  vom  ächwerpuokte 
des  Dreiecice  respective: 

^(AO.cM  m A*0)  und  -^jiBO.ctmmi-B'Oh 
lolgiicii  ist 

d:  l 


oder 


«  O  +  i90)  cos  <»  4^  (il'  O  4-  ^  O) ) 


v= ^  (^^.  CO«  «  H-  iü'i'')» 


,  Digitized  by  Googl 


7» 

fdao  nach  dem  Obigen 

t[>=g-  9  (cos  19  -f  ßjTf]^,  cos  i^Ö). 

Weil  oacb  dem  Obigen 

cos  ( w  —  5"  0)                      cos  (o)  -f-  5-#) 
^0  =  4'0._  LJ.^  BQ^B'O  ^  ^ 

COS,j^  COB^® 

und  ^ 

ist,  80  Ut 

und  weil  nun 
ist,  so  ist 

g*jlf*C08^  6cos  (»—  I 

Endlich  ist,  als  4«r  Ftücheoliihalt  eines  irieiehschenkligen 
Dreiecks,  dessen  GnwdUnb  ^»  und  dessen  Winkel  an  derfSpttze 
6  ist,  offenbar 

y  »  J  ^  I  twig  (90o--y  e)  «j^cot  Ja. 
Es  ist  nun 


f  cot 


(si^g8)      W    Ssin  o cos  (o  -f*  g 


2sinmcos(si^2^)       yl  o cos (o -f*  jO) 

'  SfaTi;  +  Y   Mii — 
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^cos  (m  —  -^6)  cos  ( o + ^0) 

Y  CO*  (w  —  2  ®)  cos  («  +  2  ®) 


und  der  Männer  ist 


cos  (ö—  ^  Ö)  —  cos  (« -|-  i  Ö)  =  2siQ  CD  slo  ^  6 ; 


aläü  ist 

il/-|-iV 


=^8ec  (w  —  ^  0)  sec  (w + ^ö) ; 
folglich  oach  dem  Obigen: 

D=  j9  {co8tt<|-cos  |e  ^sec  (<D  —  ^9)scc(cD + 

1  /"  ]  j — 

^     cosg  ö -J-coswY  cos(g>  —  2  ®)cos  (» +5-0) 

=  3?.   ,  1   

Ferner  ist 


cos 


1  A  /  «e»4® 

(•-Je)  Y 


fotglicli  nach  dem  Obigen: 


 j  

y^eoe(»- je)  1^  ce«(«-je)+  V^co*(.^e)[  ^ 


also 
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:  ~         r  — — j  1  > 

2tC08O«08-u6-|-y  CO8(«l-yÖ)CO»(0>i-je)j 


daher  nach  dem  Obigen 


f '=  j  I — —  j  1- 


6)1 


AUk»  ist 


8 
1 

O 

c 
c 


o 

fr. 

(X> 

o 

o 

QQ 

8 


s 


I 

s 


o 

00 

2. 
5* 

8 


o  ■ 
00 

+ 

o 
o 

OB 

8 


II 


O 

00 


e 

8 
+ 
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Multiplicirt  mao  Z&bler  und  Kenner  des  Brachs 
«««26+  C08a>^cos(ö>—  ?  0)  cos  (ö  +  ^0) 


CQ8 ^  e  cos  w+  ^ Ciliar-  ^  d)co8  (»+  ~  6) 


mit 


Cosg-S-Mcos eos  («»—  ^ 6) cos  (0+  O), 

80  wird  der  Zähler. 

1  l  1  • 

cosje^-^cosot'cos  («— jö)co8(«+je) 

=C08  j6*—  cos(o'(cos(o*  cos  ^  8*— sinw^sio^ö*) 

s(l-->ca8  •D*)co8  20*-|-8ia0^coso*8m|^8* 

s8iii«^eo8«*  +  cos  ^0*), 
ttod  der  Neiiuer 

1   4/"  \  T — 

-^slnti^cos-j^  Y  —       cos(«-|- y6) 
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o 
o 
m 

« 

o 

8 
I 


e 

+ 

o 
m 

8 


o 
o 


8 

I 


o 

Ol 


8 


o 

o 

9» 

s* 

8 


s 

0» 

+ 

s 

•8 


to 


8 


3 

8 


o 

Ob 

8 
4- 

s 

OB 


II 


e 

09 


8 

t 


o 
{» 

8 

4- 

o 
o 

ry. 


i 


8 


M&iüpiiciri  mao  aber  Z&hler  und  P^enner  de«»  Bruchs 


» 


I   
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cosco 


—  cos  cos  (<ö — -^ö)  cos  (ö+  ^ö)» 


80  wird  der  Nenner 


1  1  I 

cos»*  —  cos       COS.  (ö)  ~  2"  ö)  cos  (w  -I-  ^Ö) 

1*1  1 
scostt*— cosflo^cos  2-0^-Mno>^in^0*cos  g-Ö« 

1  II 
:=C08i»*(l— cos^a^HsiniB^sin  ^^Vos 

=  610  ^Ö^Ccosö»'-^  -f-  cos^6>^), 

also  offenbar 

^^cos^Cii^ftiuß)  coscd— cos^^i^  cos(w— 

eln-jö»  Y  C08(aK^  -2Ö)ce«(»  +  ^a) 


aber  es  ist  aaeh 


cos  (»— ^  Ö)C0S(l)II  +  ^  Ö) 


also 


1  i 


...        (         eecs^ö»  I 

P'l^— JE  J  <     y  !   — 1>  . 


Daher  iat 
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P'         t  '■  II  «O8C0  ,1  . 

*  cM^ey  cos  (od- je)cos((a+ 2  0) 


(y  l-tangio^itang^ö* 


rod  folglich,  well  bekaootlich 


QssCr  {^^o-f  osino^ 


1        l  ^  ^  cos© 


{v-i-  3 


Weil  nadi  dem  Obigen 


ist,  so  ist 


nd 


also 


1 

l— tang  tö^tanggö^ 

f 

Foiglich  ist  mch  dem  Obigen: 


r 
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r 

COS       COS  cos  (©—  -^Q)  cQb  (a)-|-"|^ö), 

so  wird  der  Nenner 

Iii 

cosür  —  cos  2"®*  COS.  (ca-"^  6)  cos  («  +  -g-ö) 

=5GOso*^co8a^co8  ^d^fsini»%ni^6^8 
=cos«»(l— cos  je*)-|.sin«%in  ^d^MM  yÖ* 
=siD  ^öa(cosi»*  +  cos  je«), 

also  offenbar 

9^06-^6siDfo  cosw— cos^^y  cos  (CO— coö  (0+  ~§) 


12 

SiD 


iD-je>^cos(»-  1"^) 


g»siDa>     j   cos  ca  . 


aber  ee  bt  anch 


eos  (m — ^  e)cos(flD  +  ^  ö) 


also 


=€08  o^os  e>(l — tang    tang^  B*) 


atang^e«  (Y  i-taDga^(ang|pa> 


Daher  ist 
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^  (Y  l-taiig««laDgje«  ) 


üfkd  folglich,  weil  bekanotlieb 


«ec 


— *  |>8ina>. 


ist,  so  ist 


1  Ji 

Weil  naoh  dAin  Ob^en 

1       4t)'  1  ^ 

cot  2-0=-^  '  taog-^e^j^ 

1 

1— tang  o>>tang  ^  8* 


also 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 


78 


oder 


» 

Wann  4er  WIbM  o  «ModUdi  Idein  hut,  und  taog  ^  elii« 
unendlich  kleine  Grosse  der  iw^ten  Ordnung  als  fmebwInileBd 
betrachtet  wird»  eo  ist«  wie  man  leiebt  findet: 

* 

was  ganz  mit     8.  tf^ereinetinaBt 

Wie  die  GrOsse  e»  deren  Bedeutung  ans  dem  Obigen  bekannt 
ist,  in  jedem  einzelnen  Falie  mittelst  der  bekannten  Sitie  rem 
Schwerpunkte  beetinnrt  werden  wm»,  iMdarf  Mer  heinet  w^teren 
£riätttemng^  * 


.«.»«■   .  . 

Der  folgenden  Aufgabe  wellen  wir  einige  allgemeine  BetMcli« 
Inngen  fiber  die  Parabei  voraneachicken. 

In  TaE  II.  Fig.  8.  sei  MSPftHne  Parabel,  deren Seheitcl  Sand 

deren  Axe  SU  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A  und  A'  die» 
Her  Parabel  seien  durch  die  Sehne  AA  mit  eirKindpr  verbunden, 
und  von  A  und  A'  seien  auf  die  Axe  SU  die  Perpendikel  Alf 
und  A'B'  gefeit.   Man  setze 


5B=r«.  AB^rf  J'JB'^y'; 

die  Linie  SC=z,  und  daa  parabolische  Fiächenstück  ASA'=.F. 

Bezciclinet  man  wie  ^lewülinlkb  den  Parameter  der  ParaM 
durch     80  ist 

F^nm  iat 


aleo 
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Folglich  ist  wie  leicht  erbelien  wM»  Bach  bekanDtea 
von  d«r  Parabel  und  vom  Dreieck: 


also 


=y"(jy+y')+y''(iy +y) 
=j(y'+y")+yy'(sr+y') 
=3(y+y0<y*-yy'+y'*+  3!yy') 

= ]  (y  +  y')  (yH  :^^y  +y'') = 3(y  -j-  y')- 


oder 


lipF=  (y +f ')•,  y  +y'=  V  epfi 


Beaeicbiiet  man  jelit  den  Winkel  ACE  oder  ACE'  dorch 
so  ist 

^ = C .  tang  0  =^7^  y  tang  0, 

» 

y  ssÄ'C .  tang6=  ^^y'tange  j 


^  ,  Digitized  by  Google 


folslich 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleicbuiig»n; 

•   

2('+y=     dpF,  y'^tfzzzp cot &\  t 


ana  denen 


= Ij,  iSTöpF  -  p  cot®),  y  =  i  ( V" 6|?F+  pcot  8) 


und  folglich 


 iV^'^pcot&)'^  (Ve^Ffpcote)» 

~  4p  *  4|f 


sich  eigiebl. 

Aiso  iat  auch 


P  P 


und 


1  V  

BC=  y  cotö=2(V  (>pF—p  cot<s))cotö. 


B*C^^  cota=2-(V^^+|>cot6)cote; 

so  wie 

/iC==y  co8ecO=2^V^ — ;>cot0)  cosec  0, 

I  s 

it'CrsyeoaecassgvV^H-pcete)  coaecO. 


Endlich 
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d.  i.  Dach  dem  VorhergeiiendeD 


also 4  wie  man  leicht  findet: 

^_\^aoF^r^pVp.cot<»*  . 

Auf  diese  Welse  sind  jetzt  die  f/ioieii  x,  y,  .r\  y\  x,  AC, 
A'C,BC,B'a  nB'  hXo^s  .lurch  die  (irr.ssen  p,  F.  W  ausgedrückt. 

Wir  wolle  ri  II  UM  die  <  oordinaten  des  Schwerpunktes  des  pa- 
rabolischen  FlächtMistück«  ASA'  lie^timmeo,  iudem  wir  diese 
CoordinateD  durch  jCy  y  bezeichnen,  und  y  als  positiv  oder  als 
negatiT  betrachten,  jenacbdem  der  Schwerpunkt  des  parabolUicbeD 
Flicbenstucks  ASA*  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Axe  der  Parabel  lie^t.  Zu  dem  Ende  haben  wir  Da«Ji  4or  Lehr« 
vom  Schwerpunkte  die  folgeiHUo  Gleicbuogen: 

11  1  t 

Nach  dem  Vorhergehenden  Ut: 

und 

p  p 

p      p  p 
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und  weil  ntiD 


Istf  SO  ist  nach  dem  Obigen: 


oder 


oder 


« 

oder 

^      4p  6p      -  *  . 

NuD  iet  eber 

«Hl 

also  tot,  wie  man  mlttelflt  leiehter  Rechoong  findet : 
oder»  weil 
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  5p 


und  folglich»  well  nach  dem  Obigen 

6/7 


ieti 


Ferner  ist 


•Ifio  eacb  dem  Obigeo: 


d.  14 


Zur  Bestimtnunfif  der  beiden  roordinäfen  r.  y  des  Schwer- 
punkts des  paraboiischeii  lächenstücks  ASA\  baben  wir  daher 
die  Formeln: 

Ntttt  iat  aber  nach  deni  Obigen 

e* 
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abo 
oder 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

also 

^=          20»  '  r=— jp^^ote 

oder 

3y-56P+Sp;-p.cote«,  cot«. 
Nach  dem  Obiges  tat  auch 

♦ 

also 

Endlich  ist  auch 

% 

folglich 

Also  hat  man  aar  Beatimiawng  vm  |r»  )r  «uoli  di«  fb%«Bdeii 

Auadrücke: , 
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•der 


oder  weh 


2  3  1 


3     4  1 


$.  1». 

Aufgabe»  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegt<^r> 
horisontalen  Drehungsaxen  senkrecht  stehendeu, 
i^lmintUcii  unter  eioander  gleichen  und  ftbulichen,  and 
auch   rflcksichtiich  ihrer   materiellen  ßeschaffenheil 

völlig  mit  einander  i'iher  einstimmen  den  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  II.  Fig.  9.  die  purabol  Ische  ebene  Figur 
MSN  mit  dem  Parameter  p,  deren  Axe  SU  ist,  und  das 
Schiff  schwimine  so  auf  dem  Wasser«  dass  die  Ebene 
MSN  und  die  Axe  SH  vertileal  eind;  mau  soii  die  Sta* 
bUität  des  Schiffs  in  ßesttg  anf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten  horizontalen  Drehungsaxen  für  den  beliebigen 
Drehungswiukei  »  bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingehauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  hei 
der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  aUo  ABz=zq  die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  dos  Schnitts  MSIV  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schw  immt, 
bt  mm  gnrBsserer  Deutliebkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  II.  Fig.  10.  der 
eingetaucnte  Theil  des  Sehnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Schiffs,  also  A'B'  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Khene 
des  Schnitts  MSN  m]f  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
leicht,  dass  im  vorhergehenden  Paragraphen  0=^*0'  —  oy  zu  se- 
tzen ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man  in  demsel» 
ben  Paragraphen  F=s'S^  zu  setzen  bat 

Nimmt  mau  nun,  was  jeden&lls  ^erstattet  ist,  S  als  An£uig 
der  Coordinalen  an,  so  erliälet  leicht  ans  der  Lehre  vom  Schfrer- 
puktoiter  ParabeN  dass 


2 


(3eO=0,(3?0=5-^=4 


wt  Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

w  1  1 

OCi)=— cot(9Ü^—  0»)=— gptangw, 

 ^  
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oder,  weil 


1  < 

I 


=3  "IT- 2^=^' 

ist: 


Also  ist«  wie  ipao  ieicht  üodet: 


(3^7— (Xi)=j|>  tangw,OJ>-<fj)=^     taug  co«; 


folglich 


1  1 

~4P(^  +  tong«*)siiitt=5jp(l  -l-seco^aino. 
Well  um  nack  §•  8.  bekanntlich 

0=6li>äina>+[(3eO-"U^i)]cosaj-[QJO-(f;i)]sina)| 


ist,  80  ist 


e=  G  lo  +     (1  -f  sec«2)|»in  », 


oder  auch,  weil 

(l-|*secflDi*)eio« 

sincD.  . 

=  ^^(coa«  -fciMiaisee«^)=taiiga9(ooB(o-i-8eo(i^ 

Ist: 

9ssG{9«lno-|-|p  tangcd  (cos«»  -f  aec«»)). 


I>a  nach  dem  Obigen 
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»• 

«o  bt  andh 
oder 

G  1 

[o^'  äiucD-}-  2^  ^'-^  tangCD  (cos»  -|-  seco^). 

\Vie  0  in  jedem  einzelnen  FaUe  xu  bestinmien  ist»  wird  ket- 
uer  weiteren  Erläuterung  bedürfeo* 


{;  20 

0 

Aufgabe»  Eiuer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horliootalen  Drehnngsaxen  senkrecht  stehenden, 
e&mnitlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rücksi rh  t ( ich  ihrer  materiellen  1^  eschaf  fen heit  völlig 
mit  einander  überstimmende  ri  Seh  riitte  des  ScbilTs  sei 
iBTaf.lL  Fig.  IL  die  kreisförmige  ebene  Fi^ur  M SA,uad 
das  Seh!  ff  scb  Wim  me  so  auf  dem  Wasser,  das  dieEbeae 
MSN  und  der  Durchmesser  SH  des  Kreises»  von  wel- 
chem der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  sich  in  vertika- 
ler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  des  Sehiffs 
in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Drehungsazen  und  den  beiiebigen  Drehungsu  inkei  co 
bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  jVSiS  bei 
der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASß,  so  dass  also  AB  —  o  die 
botiiontale  Darch«>chnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  Oberflftcbe  des  Walsers  ist,  auf  weh  hem  da.s  Schiff  schiwmmt. 
Ist  nun  '^rnsserer  Deutiiehkeit  wegen  A'SB'  \n  Taf".  II.  Fii».  1*2. 
der  eiiigetau eilte  '1  heil  des  ScIiiiiUs  31SJK\\e\  (i(M  /weiten  Lage  des 
Schiffs,  alöio  A' H'  die  horizontale  Durchüclinitt^linie  der  Ebene 
des  Schnitts  mit  der  OberÜäche  des  Wassers  beL  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lebre  vom  Scbweroankte  offen- 
bar, wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist ,  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  von  welchem  fler  Schnitt  MSN  ein  Theil  is^  als  Anfang 
der  Coordinateu  annehmen ; 


14' 


■ad 

4 

Weil  nun  aber  bekanntlicb  nach  J.  6i  allgemein 
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(Xi)=XiCO»«+Ki«ioeo^ 

(n)    Ä»H>  «+f  1«^  • 

mtf  8o  ist 
folglich 

[OeO-fri)]  CO»  o    t(3?)  -  (f i)]  ein«  . 
9* 

^ll^  »In». 

^acb  $.  8.  ist  aber 

.* 

m        II»  fp  tv 

■ 

Diese  Formel,  welche  mit  der  aas  dem  Obigen  bekaontfli 

all£^ememen  Näherung^sforniel  für  uiiendüeh  kleine  Drehungsuin» 
kei  völlisf  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegetidew  Falle  unter  den 
machten  Voraussetzungen  in  völliger  iStrunge  für  jed^u  ^dficbeo 
stimmten  Drehungswinket. 

Wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welcheia  d»  r  wSc  hnitt 
JUSN  angeburt,  so  lässt  sieb  tO'  aus  r  und  ^  bestiitimeu;,  was 
bicf»  ala  aiu  4t«r  Geometrie  hinreicbeDd  bekaaat»  alcbt  weiter  ei« 
läutert  zu  wenleo  bvaucbt. 


Bei  wb'klichen  ftir  praktisebe  Zwecke  beatimmten  Stab&itats- 

bestimmungen  von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  weit- 
iKulige  Untersuchungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden,  d;i- 
mit  hegnügen  müssen,  die  Stahilität  nur  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung  zu 
beathnmeo,  dass  die  Curve,  in  weleber  die  horizontale  Oberfläche 
dee  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselhen  rahig  acbwim- 
menden  Schiffs  gosclinitten  \^  r^d,  die  sogenannte  W  a  s  s  erlin  i  e, 
von  einer  gewisse  n  «irraden  T/itiie  io  zwei  eioftoder  völlig  gleiche 
und  äbDÜcbe  Theile  getbeilt  wird. 
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Hauptsächlich  untenscheidct  und  betrachtet  man  nur  zwei 
Arten  von  Drehungen  des  8i  Iiiffs  um  horizontale  Axen,  die  wir 
hier  bekanntlich  allein  in  s  Auge  fassen.  Das  Rollen  oder  Schiin - 
(l^rn,  tnth  wohl  Srh wanken*),  des  Schlft  ist  die  Bewegung 
mSilben  nach  der  Richtung  der  Breite  von  6in6r  Seite  zur  aA- 
dern; das  Stampfen**)  dagegen  i:?t  seine  BeuoLMinir  nach  dfer 
Richtung  dsr  Länge  vom  AchterschiflF  zum  Vorder.schiÜ'  oder  um- 
gekehrt In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Hollen  ist  die  Vor- 
aussetinng,  dass  die  Wasserlinie  Von  einer  sewissen  geraden 
Lbiie  in  si^ei  einander  TÜllig  gleiche  und  ähnliche  TheUe  getheilt 
Werde,  iinxier  in  TSiliget  Strenge  erfällti  und  diesem  geradem  Linie, 
welche  ftir  die  LängeHaxe  dei*  Wasserlinie  nertnen  wollen, 
kennen  4ie  horizontalen  Drebungsaxen  des  Schilfa  bekanntlich 
parallel  aagenonimen  werden.  In  Beznfc  auf  das  Stampfen  i;st  da- 
gegen die  Voraussetaangj  daM  die  WaseerHnie  doreii  eine  ge- 
wisse  gerade  Linie,  welcne  wir  die  Breitenaxe  der  Wasserlinie 
nennen  :\  ollen,  nnd  der  witfdei'  die  bolizontaJen  Drebungsaxen  des 
N(  hiffs  narallel  angenommen  werden  sollen ,  in  zwei  einander  völ- 
lig gleime  und  ähnliche  Tbeile  getheilt  wird,  nur  als  nnhefungs- 
weise  arfullt  anzusehen.  Uebrisens  werden  wir  aber  späterhin 
sehen ,  dass  die  StabiiitSt  des  Sdiiffs  in  Besug  auf  das  Stampfen 
im  Allj^emeinen  grosser  ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Scblingem  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
SchlVigern  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
die^  um  so  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
nod  man  sich  daher  meistens  damit  wird  begBüsen  können,  die 
Stabilität  nur  racksiebtlieb  des  Sebibgerns  ooer  Rollens,  wo  die 
».Rede  stebende  Vonuissetxang  In  Tdlllger  Strenge  erfüllt  ist, 
ifil  btfüflflluien. 

Dies  Temnsgesetst,  sind  nun  aber  bei  Stabilititsbeslimninnffen 
e^entiieh  swei  rälle  zu  unterscheiden ,  jenacbdem  man  nämlicb 

boss  aus  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zu  bauendeit  Schiffs  ermitteln  soll,  oder  bei  dieser  Ermitte- 
iing  das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  Ausrüstung  und  Ladung 
luf  dem  Wasser  schwimmend  annimmt  Jedoch  Kommen .  wie 
nan  leicht  (Ibersiebt,  beide  Fälle  auf  ein^n  ztitätk.  Auf  Jeden' 
t^Iane  oder  Risse  eines  wa  bauenden  Schiffs  soll  nSMilcli  we- 
nigstens die  Ladewasserlinie,  d.  h.  diejenige  Wassetlirtie, 
bis  zu  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
in's  Wasser  einsenkt,  angegeben  sein,  und  bdi  ^eäift  Pi^fung 
iinea  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  SOiTgffllti^  geprüft 
▼erden  müssen.  Wie  diese  rrOfung  anzusteRett  fit,  nttfr  für 
iCeinen.  der  die  (j^rundlebren  der  Hydrostatik  kennt,  itü  OefiilgstM 
rweifelfiaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  ton 
<er  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen.  Ist  aber  auf 
<em  Risse  die  Ladewasserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
lan  danii  offenbar  die  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schifis  na<A 
«m  vorliegenden  tUsse  ganz  eben  so  vornehinM,  als  t^efttf  fttaal 
AS  völlig  ausgerüstete  und  beladene  SifIHff  auf  deni  Wasseif 
«bwimmend  vor  sieb  bitte,  wesbalb  wir  aticb  ton  oiM  all  Im 


*)  FraiKCÖsiscb :  rouli«, 
**}  Fraosöcicch :  (  a  n  g  a  g  e. 
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Folgenden  diesen  letzteren  Fall  aUein  stets  im  Auge  behalten 

f^^ollen. 

Unter  allen  vorlierijehenden  Vorauiäsetzungen  bedient  luau  sich 
zur  Bestioimuug  der  »Stabiiität  des  Sch'iSs  am  besten  der  ans  7. 
b«kaiuiteii  Formel: 

wo  CO  in  Secunden  ausgedrQckt  ist.  und  Ff^),  unicbes  nach  $.  7. 
eigentlich  als  dem  aufgetauchten  Theile  angehörend  betraf-hfet 
werden  muss,  unter  den  wegen  des  Coordinatensy^ytens  miTner 
festgehalteoeB  VoraosseCzungen,  naturlich  als  positiv  eiizu^ehen 
Irt.  Setzen  fvfr  greeserer  Einlticbbelt  wegen 

60  hat  man  aar  Bestimmnag  der  Stabllltit  die  Formel : 

o 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  genau  zergliedern, 
und  untersuchen,  welche  GrHssen  bei  dem  G<*braurhe  dcrsdhen 
zur  Bestinunung  der  Stabilität  einzeln  zur  Berechnung  komnen 
müssen. 

I.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerk uus^  muss  ier 
sehr  kleine  Drehungswinkel  a  in  Seruuden  ausgedrückt  seu. 
Ferner  iat 

Arcl''=gj^g,  logAicl" =0,6835749— 6. 

II.  Das  Symbol  w  bezeichnet  bekanntlich  das  Geuicht  einei 
Volumenehiheit  6eevvat»ser.  Der  preussische  Cubiklusö  destillirten 
Wassera  wiegt  bei  einer  Temperatar  Fon  15^  der  80theiligeii 
Smle  66  preussische  Pfund.    Das  specifiache  Gewicht  des  See- 
wassers ist  nicht  überall  gleich  und  variirt  von  1,02  bis  1^04 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specifischcn  Gewichte  det 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  finde 
man  im  Artikel  «,31cer*'  im  Gehler' sehen  uhysikalischei 
WSrterbnehe.  N.  A.  Thl.  VI.  Abth.  3.  S.  1628.    Für  dei 
aftUntischen  Ocean  Iranii  man  nach  Horner*«  Beatimmungen  de» 
specifischen  Gewichts  des  Seewassers  iiir   dasselbe   im  Mitti 
1,02875  annehmen;  für  die  Südsee  ist  dagegen  das  £:pecifisclß 
Gewicht  des  Seewasser*«  im  Mittel  l,02f)95,  woraus  sich  leiclt 
nach  dem  Obigen  das  Gewicht  eines  preui>i>ischen  Cubikfuss« 
Seewasser  tn  dieaen  Meeren  berechnen  ISast   Brommy  (Db 
Blarine.    Berlin.  1848.  8.  S.  0.)  sagt:  „GewCbnIlcb  nimat 
man  70  Pfund  Gewicht  für  den  Cubikfuss  Seewasser  an",  wobsi 
aber  nicht  angegeben  ist.  was  für  Fii^sc  und  Pfunde  i^emelil 
sind.    Nach  der  Encyclopedie  methodique.  Marine. 
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II.  p.  746.  soll  ein  fraiiMscher  Cuhikhiss  Sef^wasger  ungefähr 
72  Iivres  wiegen,  nach  T)u  Hrunel  de  Moiiceau  (Anlangs- 
gründe  der  Schi  ft'shauk  uiiöt.  Berlio.  1701  4.  Vorrede 
S.  LXVIIL)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  preussi- 
seben  Fnsaen  und  Pfänden  und  des  specifiscben  Gewicnto  des 
Seewassers  wird  man  eich  in  der  PrazU  am  besten  zur  Bestim- 
maog  des  Wer tbes  v«ni  o  bedienen* 

III.  Hauptsächlich  kommt  es  nun  anf  die  Bereefannnic  des 
Wertbs  des  liestimfliten  Integrals 


io  dem  Ausdrucke  der  Stabilität  an.' 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Axe  der  Wasserlinie  ist 
die  Axe  der  ^  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  Ist  die  Axe  der  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
senkrecbt  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  m  Den 
Anfangspunkt  der  Iri^  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  EndpnniLte 
der  Axe  der  Wasserlinie,  und  a  ist  die  jederzeit  messende 
und  als  positiv  zu  betrachtende  Länge  der  .Axe  der  Wasserlinie. 
Die  positiven  17  werden  nach  oben  hin  ans^enomnieu. 

Ist  die  W^a^sr-iliiilo  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
Gleichung  auszuiiriickendeo  Gesetze  gekrümmte  Curve»  so  lässt 
sieb  natürlich  das  Integral 

f [5{ö)"af 

o 

fach  den  bekannten  Regeln  der  Inte2:rafreebfmn2^  efitnickcln, 
welchen  Fall  wir  zunächst  durch  einige  leichte  Beispiele  erläutern 

wollen. 

1.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rechtecks  AB  CD 
inlaf.  II.  Fig.  13.  Die  Längenaxe  sei  a,  die'Breitenaxe  dagegen  b, 

Fflr  die  Stabilität  in  fiezug  anf  die  Läagenaxe  ist 

alao 

(J(0)»»=Ä%,y(J(0)W=:6«f 

■ndfblglieb 

o 

'bezeichnen  wir  mm  drn  Flächeninhalt  des  Rechtecks  ABCD 
durch  J,  80  ist  J=ab,  und  folglich  für  die  Läogenaxe: 
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Für  die  Bereitenaxe  ist  eben  so: 


Insofern  a>6  Ut»  ist  dan  leUter^  Integral  gtOiwer  ato  da« 

erste re. 

2.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfanc  des  Rhombus  ABCD  in 
Taft  IL  Fig.  14.  Die  L&ngenaxe  sei  a,  nie  Breitenaxe  dagegen  6. 

Für  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zuvOrderst  bloss  eine  der 
benlrn  Hälfton  befrachtet,  in  welche  der  Khombus  ABCD  durcli 
die  Breitenaxe  getbeiit  wird: 


abb 


uod  folglich 


woraut» 


wir  miB  den  FlStthwinhalt  4m  HholihM  ABCD  dorch 

1 

Jt  so  ist  bekanntlich  J=^äb,  alao 

und  folglich  für  die  Langenaxe; 
Ffir  die  Breitenaxe  ist  eben  so: 
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IiMofern  a>6  'M,  mt  dm  toU*tie  lotegial  gHiMer  als  da« 

eretere. 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  aus  den  beiden  glei- 
chen parabolischen  Segmeuteii  ABC  und  ADC  in  Taf.  II.  Fie.  15., 
deren  ^licbeitel  B  md  D  sind,  zusammengesetzten  Figur  AoCD. 

Der  Parameter  der  i)  (  treffenden  Parabel  sei  die  L&ogen- 
axe  uud  die  Breiteoaxe  seien  respective  a  und  6. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zufürderst  bloss  eine  der 

beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  AB  CD  durch  dia 
Breiteiiaj^^  getiieiit  wird«  uach  der  Lelire  von  der  i'^ofa^eli 


oder,  wenn  wir  g-a  — setzen: 


also 


Folglidi  tot 


(5(0)'ss=-(6--tya* 


oder 


d.  i. 


wocaufl 
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folgt.   Weil  nun  aber 

1  ,     1  \         a«  1 

=är^*'  />=g,  -=»-i 

Ut«  so  ist  % 

fieaeiehileo  vHr  den  Fftäebeninhalt  dar  Figur  ABCD  dmh  J,  w 

ist  bekanntlich  J=4.^«^a.  ^^^^a^,  also 

und  iulglich  iür  die  Längeuaxe: 

Für  die  Breite naxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvOrderst  bloss  eine 
der  beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durcb 
die  Längenaxe  getbeilt  ivird^  nach  der  Lehre  von  der  Parabel  s 

folglich 

(5(i;))^=l^ßl^a(i;))»ÖC=^|i«;i, 
elao,  wie  man  ieieht  findet: 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

o«  2 

ist,  so  ist 
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i     «ad  iolgiick  CBr  die  Breitenau: 


Insofero 


mt,  ist  das  letztere  Integral  grosser  als  das  erstere. 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfane  der  Ellipse  Ali  CD  in 
Taf.  II.  Fig.  10.  Die  Läugeuaze  und  die  oreitenaxe  seieu  respec- 
ti?e  2«  und  Ib. 

Für  die  Längenaxe  Ist,  wenn  wir  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  iiäiiten  betrachten»  in  welche  die  £llipse  AB  CD  durch  die 
Breitenaze  getheilt  wird: 


oder»  wenn  wir  a  — {;=z  setzen: 


also 


o  «  • 


Kach  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 


d,  i. 


8 
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also 

/«  3  13 

folglich 

oder,  ^voi1  der  FlSclienlnhalt  £  der  gWBxeii  EUipse  durch  die  For- 
mel Jä^^oöss  4<urgesleUt  wird, 

t 

Daher  b«t  i'ür  die  Läagenaxe: 

Gani  eben  so  iet  flir  die  Breitenaze: 

o 

Insofero  2a>26  ist,  ist  das  letztere  integral  grösser  als  das 

erstere. 

Wir  wollen  uns  imt  den  vorhergehenden  Beispielen  begnut^en, 
weil  die^e  äcbou  für  uusero  Zweck  hinreichen.  Weil  i^ua  n^m-, 
lieh  die  Waseerlinie  eioes  Sebilfii  io  den  mei^teii  FSlIee  mit  dem 
Urofangeeiner  der  vorher  betrachteten  Fipurep  wenigstens  aMu.-ilieriid 
als  zusamnienfailend  zu  betrachten  sich  berechtigt  halten  darf, 
80  geht  mittelst  des  Vorher^j^eheTulen  aus  einer  einigennamen 
Borglältigen  Betrachtung  der  Formel 

e=5 +p  /''(ß(jj)«8n « Are  1* 

auf  der  Stelle  die  Jliebtiffkeit  der  schon  oben  ^sgesprochenen 
Behauptung  hervor,  daes  m^  Allgemeineq  die  Stabilität  oer  Schiffe 

in  iBezag  auf  die  Breitenaxc,  oder  die  Stubilltftt  bei'm  Stampfen»  ' 
grösser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezn^  auf  die  Längen- 
axe,  oder  die  Stabilität  bei*ni  Rollen  odrr  Schlingern  ,  alle  sou- 
stigenUnistande  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  v orausgei)etzt>  und 
dass  es  daher  nur  darauf  an^e^git,  Scniifeo  eine,  um  sie  yor 
UnfUlen  möglichst  eicher  an  stellen,  binreicbende  StabilitSt  in 
Bezug  avf  die  Längenaxe  wa  y^rschanen,  weil  dann  die  Stabilitlit 
in  Bezui?  auf  die  Br^t^mü»  iBchoB  vm^  feibsl  fine  hinlängliche  , 
Grösse  haben  wird. 
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Weuii  (iie  Wasserlinie  nach  keinem  bestimmten  flurcb  eine 
Gleidivify;  ftnscNlckbareii  Gceetze  gekrümmt  ist,  welches  der  in 
der  Praxis  eigentlich  nar  alleiD  ▼orkonuneode  Fall  tot,  so  Ifisst 
Ml  der  Wartn  des  bestfaumteii  Int^ab 


mof  aSheniDMweiae  bestimmen.  Zu  dem  Ende  theile  man  die 
Äxe  a  der!  Wasserlinie  In  eine  grössere  oder  geringere  An/  ild 
von  Tbeilen,  und  messe  sownlii  die  Abstünde  der  einzelnen  Theil- 

Ix  1  4i*  lilA  1  X  a  *  I*     *  I 


im  ATcniT  uer  maiDeniiiiiK  uoa  rnvBi»*  x  uu  ab  est* 
wiekeltett  Methoden  zur  näheniBgsweisen  Ermitteloig  der  Weillia 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 

berechnen»  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  ^ 
halten,  je  grusser  die  Anzahl  der  in  der  Axe  der  Wasserlinie  an- 
genommenen  Thell|iijnkte  ist.     Toltor  diese  Methoden  Iiier  uns 
weiter  zu  verbreiten,  ist  \'<AV\a:  liiierliussig,  weil  in  der  an<ietülirten 
Abhandlung  schon  alle«»  rSoibi^c  über  dieselben  gesagt  worden  ist; 
nnd  wir  bemerken  daher  nur  noch,  dass  man  sieb  nach  unserer 
Meinung  bei  wirklichen  Anwendungen  am  Tortbeilbaiftestea  der 
Cotesisch^  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  Wasser- 
linie in  eine  grössere  oder  gerinj^ere  Air/nbl  gleitlier  Tlieile 
eintheilen  wird;  ]e  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
desto  genauer  erhält  man  im  AUgemeiiten  das  gesui  ble  Resultat« 
nid  WIK  man  dann  mit  den  Goteslschen  Näherungsformeln  noch 
die  ans  der  angefahrten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling** 
sehen  Correctioiisrormela  verbinden,  so  uird  dies  znr  Erhöhung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noeh  wesentlich  bet- 
tragen.   T)ass  man  aber  auch  die  Cau.ss'i sehen,  aus  der  angelühr- 
ten  Abhandlung  gleichfalls    ihren  Grundzügen  nach  bekannten 
üttberangsfocmMD  in  Anwendvn^  bringen  konnte,  veratebf  sich 
TOB  selbst;  jedoch,  würde  dies  nielit  so  einfach  sein,  nie  die  An- 
wendung d^r  vorher  genannten  Formeln.    Die  allgeiiM  in  Im  Kannte 
sogenannte  Sinipson'sche  Aäherunffsformrl        :\.  ().  S.  201.)  ist 
er  nieisteus  bei  dergleichen  Ucciinunueii  in  der  8chiffsbau- 
kuost  in  Anwendung  gebracht,   und  nuaieuilieb  von  Chapmao 
(Ttaitd  de  la  construction  des  Taisseanx.  Paris.  18311 
^-  p.  h  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
weder  so  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen« 
dung  der  (^)f  esieben  Näheninj^sforinelii ,  wenn  man  nameiitlfefi  mit 
denselben  noch   die  wichtigen  ätirling  sehen  Correctionstormeln 
verbindet. 

Th«n  m.  T 
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IV.  Ferner  kommt  es  jetzt  auf  die  Bestimmung  des  Volu- 
mens V  an,  und  wir  wollen  daher  im  Aüs^enieinen  zeifjen,  wio  - 
fticb  d^s  Voiuuieu  eines  beliebi^eu  Küxpefä»  am  bellen  uunähernd 
bestimmen  ISsst,  tvovod  dann  unmitttUiar  die  jftjiwfiidim  auf  die 
Bestimmung  des  Volumens  1^'  gemacbt  werden  kann«  olhie  dass 
wir  darüber  noch  besondere  Erläuterungen  den  aJIgemfAiien  ßnt« 
Wickelungen  hinzuzufügen  braucheu  werden. 

Darch  den  gegebenen  Körper,  dessen  Volnmen  wif*)  Über- 
haupt durch  V'  bezeichnen  wollen,  lege  man  eine  gerade  lilnie 
hinanrch,  die  wir  die  x-Axc  nennen  u ollen.  Die  Länge  des  auf 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  V  nbiresrhnUtenen 
Thells  werde  durch  a  bezeichnet,  und  in  den  einen  der  beiden 
Endpunkte  dieses  Theils  lege  man  den  Anfang  der  ^,  indem 
man  suglefcb  die  auf  a  selbst  Ueeenden  als  positiv  betraeliter 
Wird  dann  der  FIflcheninhalt  des  un  Allgemeinen  dem  Endpunkte 
der  Abscisse  a:  entsprechenden,  auf  der  :r-Axe  senkrecnt  ste* 
henden  Schnitts  des  Körpers  V  durch  Fx  bezeichnet,  so  Ist*  was 
hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 


Theilt  man  also  a  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  Thei- 
leo,  und  bestininif  snwoh!  dif  Entfernungen  der  einzelnen  Theil-  j 
punkte  von  dem  Ajiiaii^sfmiikte  der       als  auch  die  diesen  Theil- 

5 unkten  entsprechenden  Werthe  von  Fx»  d.  b.  die  Fiächenraume 
er  denselben  estiprecfaenden,  anf  der  s-Are  senkreefat  stellen* 
den  Schnitte  des  KOrpers  V,  so  kann  matt  uiittelst  der  bekann-  i 
ten  Näherungsformeln  aor  Ennittelung  der  Werthe  bestimmter  ! 
integrale  das  Volumen 


näherungsweise  berechnen,   im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  Je  grösser  die  Ajizahl  der  auf  der  Linie  a  angenom«  > 
menen  Theilpunkte  Ist 

T^m  mm  nbpr  überhaupt  den  Flftchenlnlialt  Fx  eines  beliehi-  ' 
gen  der  in  lied«?  stehenden  Schnitte  des  Körpers  V  zu  bestim- 
men, lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  beliebige  gerade  Linie  . 
hindurch,  welche  wir  die  v-Axe  nennen  wollen,  bezeiehne  .des 
auf  dieser  Axe  v;on  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgeschnitte* 
•en  Theil  durch  b,  lege  den  Anfang  der  y  in  den  einen  der  bei- 
den Endpunkte  dieses  Tbrils,  und  betrachte  die  auf     selbst  lie- 
genden ^  als  positiv.    He/eichnen   wir  dann  die  Länge  dtir  im  ' 
Ailgeraeioen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y  entsprecbend^o,  auf 


*)  Ohne  alle  Beziehung  auf  die  früher  gebrauchten  Bezeichnaageu. 


! 
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M 

der  if^Aam  mifcMdlit  «tagenden  Setee  odtr  €h«rd»  dtt  Mnitti 
/x  doFcli  /y,  m  Ul»  iras  iiitr  Umt  weiteNn  EiUktowg  Imb* 
dfiifeB  iNfdt 

und  wenn  roftü  nun  wieder  die  Linie  b  in  eine  grossere  oder  ce* 
ringere  Anzahl  von  Tiieiicn  theilt,  und  sowohl  die  Ent' 
fefiitiugea  der  einzeioeu  ThmJi^unkte  von  dem  Affiangspunkte  der 
3f«  als  «tteh  die  dteissB  Theilpunkteo  entsprecbendan  Werth« 
von  ftji  d,  h,  di«  idUigen  d#r  d9nMlliei  entspfeebend«» «  auf  dar 
.y-  Axe  seokreoht  «AeoeoAeii  Sehneo  oder  Cborden  m  JF*« 
stimmt,  so  kann  man  mitteUt  der  bekannten  Näberung^formela 
zur  Erintttelttog  def  Wertlie  baalUamter  ln4«^rale  den  Fiiidi«» 
rauni 


beraebneii«  fan  Alli(em«itten  mit  desto  grOsaerer  Genauigkeit,  ie 
grosser  die  Ansalil  der  anf  der  Linie  6  angenommenen  Theil* 
punkte  ist. 

Hieraus  siebt  man  ai^o,  «vLe  man  sieb  im  Allgemeinen  bei 
der  nähernngeweiaen  Beatimmung  den  Voiuroene  V  an  ferbalten 
bat,  was  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Beatimmnng  dee  Vebmens 
angewandt  werden  kann. 

V.  Eudlicb  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grosse 

an,  wo  y'  und  Y  sich  auf  das  System  der  |i^f  oder  ein  anderes 
beliebiges  demselben  paralleles  Coordinatensystem  beziehen  kOn- 

Bfn.  Weil  diese  Grösse  ans  den  zwei  Theilen  y'  und  F  besteht, 
10  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeden  dieser  beiden 
Theiie  besonders  zu  beschäftigen. 

Was  zuerst  die  Grösse  y'  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  V  erhal- 
ten, und  wir  wollen  daher  \m  Allgemeinen  zeigen,  wie  der 
Sehwerpnnilt  «Ines  Mlebigen  bemogeoen  K^peqa  am  besten  durch 
Nshernng  bestimmt  werden  kann,  was  dann  unmittelbar  auf  die 
Bestimmung  des  ScbwerfNittbta  «ren  V  «nd  denroacb  der  Gr<i«se 

t  angewandt  werden  kann,  und  hier  naeh  den  gegehenen  allge- 
meinen EntwickpluMgen  finer  beyoodjBTen  B^liptfpmg  nicht  wei- 
ter bedfirfen  wird. 

f. 
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INircb  den  gegebenen  iÜirper«  denmi  YoloiDeii  wir  im  AK- 
«mviBen  <Uirc!i  l  hezeichmtm  fvoUen»  leg«  man  drei  anf  einaih 

er  senkrecht  stehende  Axen  der  jr,  y,  z,  und  bezeichne  die 
ersten  (  oordlnaten  der  beiden  Durchschnittspunkte  der  Axp  der 
x  mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a  und^  ö,  in- 
dem zugleich  angeoommeD  wird^  dass  a  kleiner  als  b  sei  Die 
Coordinaten  des  gesocbten  Schwerpunkts  des  gegebenen  honioge« 
nen  Körpers  in  dem  angenoniiueiinn  Systeme  seien  A,  ¥, 
wobm  eine  Bp/ichung  diosrr  Hc/eichimngen  2U  den  früher  ge- 
brauchton Bezeithnungcu  nicht  ^üitatt  (indet,  indem  die  voTliei;<'n(le 
i/Mtersuchuhg  ganz  allein  steht,  und  von  uns  möglichst  ailge- 
nein  gehalti^i  werden  wird.  Den  FläGbeninhalt  des  im  Allge- 
meinen dem  Endpinikte  der  Coordieate  w  entsprechenden,  auf 
der  Axe  der  jr  senkrecht  stehendeil  Schnitts  des  Kurpers  V,  in* 
dem  derselbe  als  Function  von  ar  betrachtet  wird,  bezeirbne  man 
durch  Fx,  und  denke  sich  das  Intervall  f/—a  in  n  einander  gleiche 
Theile  getbelU,  dereu  jeden  wir  durcii  i  bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

n 

ist 

•Setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen 

lind 

......  +  i  (a  +  Fa+(«-i)i, 

SO  ist  oaeh  der  Lehre  yom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Feiges- 
den  bei  allen  GrSnzen  voraussetzt  ,  dass  7^  sieh  dein  Unendllcbeil 
oder,  was  Dasselbe  ist,  f  sieb  der  NniJ  nähere •  offenbar: 

Angeoscheinlich  ist  aber 

r=  LimV 

ssLim.  II    + -f  F«4,i  +  ...+F.f  irf)  -  Lim^tF»» 
fpiglieb»  weil  nach  einem  bek<mateu  »Satze 


f 


F«8arsLim.il  F«  +  F^-f +F.+2,  +  ...  +  P»^\ 
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Igt: 

Vunor  ist 

^= 

ila^a  +  («+flrFm^+(o+2i)jPH^8i  + ....  +  (a+(?«-A)0^Wö»-iJi1 

+  ii.t|Fa+F»H+Fa4,l+-. +F,fi»^KJ. 

also  nacli  'dm  Vorlieig«lieiideD 

Lim  3£  = 

LimiloF.^-  (iH-^F^H + (»i-^F^  -f  +(o4-m)^«4^«<} 

— Lim  .  iöFb  -|-  ^  Lim.«  F, 

ialgücb  uacii  eiuem  bekaoDtftD  Satze«  uod  weil  offenbar 

Llm.*F6=0,  Lim.iF=:0 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

f^aFsda 


Fst» 


oder 


üßF^ 
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Bezeichneu  wir  jetzt  den  gehörig  als  positiv  oder  aU  Mgatif 
betrachteten  Abetana  dee  Schwerpaekti  des  Schnitts  von  der 
Ebene  der  wt  durch      und  eeUes  der  Karze  wegen 

•0  Ist  nach  der  Lehre  ront  Schwerirankte  offenbar 

Nun  ist  ab* 

folglieh  nach  emem  bekannten  BtAwo,  und  weil  offenbar 

ist: 

m 

Folglich  ist  nach  dem  Voihergehenden 

/  F^ 


oder 


Bezeichnet  nun  g^x  dei)  gehOrig  als  positiv  oder  als  negativ  bc« 
trachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  o^y;  so  ist  auf  ganx  ähnliche  Art  wie  vorher : 
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AUo  haben  wir  sur  ßestimiiiuDg  der  gesuobten  Coordinaten 
X,  Y,  Z  des  Sebw«rpuDto  dM.hoinogeMii  Kvrptr»  F  die  fol- 
gndfB  ForuMln: 


Setzen  wir 

wo  de«  s  die  als  Fendkmen  iron  x  betrachtete  zweite  und 
dritte  CooraliMte  des  Sehwerpiukis  dee  Scbnitto  F#  beieichDeB, 


Wegen  ^r  in  diesen  Formeln  vorkommenden  GrSisen 


IM 

haben  wir  nun  noch  zu  zeigen,  wie  Oberhaupt  die  Coordinaten 
des  SchwerpimkU  einer  ebenen  Figur  bestimml  werden  kunoen. 

Zn  dem  Ende  lege  man  duich  die  gegebene  Fipr,  deren  Fli- 
chen'mhalt  durch  F  bezeichnet  werden  mag,  /wei  auf  einander 
senkrecht  stehende  Axen  der  x  und  y  hindurch,  so  dase  die  Aze 

der  X  die  Figur  F  in  znoi  Theüe  theilt,  welche  wir,  jenaclidem 
in  ihnen  die  i»o.sitiven  oder  die  negativen  1/  liegen,  respective  den 
positiven  xinu  den  negativen  Tbeil  der  I'igur  F  nennen  vvuiien. 
UcÄierhaapt  mag  derAbscisse^in  dem  noeltlven  Tbeile  die  Ordinate 
ffsf  in  dem  negativen  Tbeile  die  gleichfalls  als  poslti?  betraehtele 
Ordinate  y'x  entsprechen.  Die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts der  Fiirnr  F  seien  X ,  F,  und  die  Abscissen  der  beiden 
Duichü.cliiiitts{iunkte  des  Umfangs  der  Figur  F  mit  der  Axe  der 
X  seien  a  und  0,  so  dass  a  l^ieioer  als  ö  ist.  Das  Intervall  ö' — a 
theile  man  wieder  in  n  gleiche  Tbeile  ein»  qnd  eetsBe 


wo  t  eine  positive  GWiMe  ist. 

•Setzen  wir  nan  der  Kürze  wegen 

und 

13  5 

2n  —  \  , 

— + t(a + • — 2^)y»f(«^iX» 
ao  ist  naeh  der  Lehre  vom  Sehwerpunkte  offenbar  * 

Es  ist  airer 
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=  Lim .  Ky«         + ^«+«1+    +y«  f 

+  Lim  .  l(y'a  +;y'a+i  +/a»«t  +  ...  +ya+(n_,),} 
1  /m  1  .  /  (  ?/a  +ya+f  +  ya4-ai  +  —  +  ya+m) 

+  Lim . » (y'«  +  y'a  1 1  +         -f  •  - + af ««) 
^  Lim .  ly»  ^  Lim .  tjT'»  > 

also  nach  eieem  bel^anotea  Satae  nud  weil  olfenbar 

Lim .1^=0»  Lim.^^^0 


ist: 


Ferner  ist 


1 


also 


Lim3E:= 

-f  Liin.i(ay'«  +  (o+i)^'«+t  +  (a+&;)y'a+»  +  +  } 
•f  ^Lfm.tF— Lim.i6(3(ö  +  ^i) , 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 

Lim.tFaO«  Lim.t%»+y'*)=0 

ist: 

Daher  Ist  nach  dem  Obigen 
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oder 

J[  ^  

SetzeD  wir  iero«r  der  KAm  wegeik 

iat  naeb  der  Lehre  Tom  Schwerpmikte  offenbar 

♦ 

I^iuQ  i&i  aber 

d.  i.,  wie  eogieich  erhellet, 

L'm3t=^^J   ^^sdx^^J   ff^^xt^^J  (y»*-y^,)aar, 
•  «  • 

felglich 


f  •  /il  


oder 
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Man  hat  ako  Jetit  sor  Bestimniung  der  gesuchton  (  ourdioa 
teo  X,  F  des  Scbwerpookto  der  ebenen  Pigur  F  die  folgenden 
Pofittenii 


ßei  det  Cimrichtudg,  belebe  w!r  allen  vofkei^elienden  For- 
üeln  hier  gegeben  haben,  Icand  ee  nicht  dem  getlnff^ten  ZwelM 

itbterliegen ,  wie  man  dienelben  zur  Kestinimiintj  dos  Srfiu  erpunkts 
des  homogenen  Körpers  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zur 
aonäherndeo  Ermittelung  der  Wertbe  bestimmter  Integrale,  und 

also  auch  zur  Bestimmung  der  GrOsse  y\  ananwenden  hat.  Wei- 
tere EriäQtefMgen  hienlber  vrfirden  an  diesem  Orte  unnütze  Weit- 
läufigkeit sein,  da  in  an,  wie  geaagt»  den  ein;suacblagendea  Weg 
auf  der  Stelle  fibersiebt. 

Endlich  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigen  Aus 
druck  von  c  vorkommenden  Grösse  Y  übrig.  Diese  Bestimmoog 
erfordert  die  Ermittelung  des  v^'bwerpunkts  des  ganzen  als  ein 
ungleichförmig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs,  und  ist  eben 
deshalb  eiaeotlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganaen  Sta* 
bilHitabestinininng  dea  Schifa.  Deaftenungeachtet  kSnnen  wir  Aber 
diese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nicHla  weiter  sagen, 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  Statik 
bekannte  allgemeine  Theorie  des  Scliwerpunkts  vollständig  an  die 
Hand  gegeben  werden.  Immer  wird  man  aber  das  ganze  Schilf 
is  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen,  welche  mit  möglichster 
Afinäherung  als  homogene  oder  gleichiurmiff  dichte  Körper  be- 
trachtet  werden  icOnnen,  wird  nach  dem  vorhergehenden  die 
Schwerpuni^te  dieaer  einzelnen  homogenen  Tlielle  daa  ScblSl  an 
suchen,  und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Scbiff's  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
beabsichtigt,  desto  vveitlUutiger  und  zeltraubender  wird  natürlich 
diese  Operation  werden,  mancherlei  Abkürzungen  werden  sicli 
aber  bei  der  wirkücben  Ausführung  derseibe»  ▼an  «eÜMrt  OfgeNs 
Iber  welche  aich  im  Varaaa  atwaa  AUgemeinea  nicht  feataleUen 
liaat,  waabalb  wfr  am  bier  mit  dienen  wenigen  Andetttungea  be- 
gnligen  mtaian. 


oder 
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Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hängt  ein  aade> 
rer  für  die  Schiflfsbaukiinst  sehr  wichtiger  Gegenstand  nahe  zu- 
sammen, den  wir  Iiier  für  jetzt  jedoch  nur  von  .seiner  allgemeinen 
theoretischen  Seite  betracfaiteu  wollen,  ohne  uns  auf  s^ecielle  An- 
wenduDgen«  die  wir  spSteren  Untersoeliinigeii  Torbebalten,  hier 
•cboD  emaulasMo;  wir  meinen  nämlich  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  das  aus  seiner  mhigen  Gieichgewiditslage  auf  dem  Was- 
ser gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurückkehrt^  oder  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  dieser 
Beziehung  püeet  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver- 

Sleichen,  wel<£e8  seine  Schwingungen  gansia  derselhen  Zelt  Foileo- 
et  wie  das  rollende  oder -stampfende  Schiff  seine  oscillatorischen 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegungen 
v^or  sich  gehen,  d.  h.  je  grösser  die  aut  die  Vollendung  derselben 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  i'endcl  i.st,  desto  vortheilhafter  ist  es  natürlich,  desto  we- 
niger werden  dein  Schiffe  seine  oscillatorischen  Bewegungen  aaf 
dfSfn  Vy^^e;!*,  0efahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  fiher- 
häiipt  seinem  Zwebke  entsprechen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvörderst  ganz  im  Allg^eioeu  ein  8y* 
stera  auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  AJaäsen 

.       iiii»  i%*  ni§9  m^,„„i 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  z  als  Drehungsaxe 
in  einer  oscillatorischen  Bewegung  befindet :  so  haben  wir  nach 

{.  3.  hekaiitttlieh  die  Glekhun^ 

*'         *"  • 


^zeichnet  nun  2g  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo« 

genen  Schwere,  und  sind 

•  •  * 

pf  Pi9  P%f  pip  Pa>**" 

gewisse  an  den  materiellen  Punkten  « 

.  •  •  • 

>  'Ms»  M§f 

tAeia  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge* 
hurigeo  Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  maa 
skh  nur  aus  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symhole 

.X\  y\  Z'i  Xt,        Z'i;  Xf^,  F..  Z',;  JC',,  F..  Z',;..^ 

erinnert : 


4 
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also  nach  §.  3^ 

Q.    8.  W. 

r 

Folglicb  ist  offenbar 

also  Dacb  dem  Obigen 

Em  {x  ^  — ^      )  =  Epx  —  IgEinx . 
Bezeijcbueo  wir  ^er  durch 

^9  'l*         ^»  ■'4»»"» 

die  Entfernutige»  der  uaterielleo  i^unkte 

fW »   SU]  y    fRf  y   tilg  9    ffl4 »  •••« 

von  der  borizoßtalea  Uretmug^uxe»  und  durch 

9»  9^1*  Va» 
die  am  Ende  der  Zeit  t  von  den  Linien 


^>  'l*  "^^t  ''3*  '*4 


, .... 


mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eiogeschlosscnen  Win- 
kel, Indem  man  alle  «dies«  Winkel  von  dem  positiven  Tbeüe  der 
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Axe  der  an  durch  den  rechte»  Winkel  {xy)  hindurch  nach  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  zählt;  so  ist  ofenbar,  wenn 
wir  als  einen  iieprS^erftanten  der  fibiigen  bloss  den  materiellen 
Ptekt  m  in'«  Axigß  ümmm,  fai  ▼9lli§er  AUgenetoMt; 


also 


gj  =  -r6in9^,  gj^=rcos9jj 


und 


-  ^^^"^  wiy ' 

folglich,  wie  man  leidit  findet: 

und  daher  nach  dem  Obigen 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des 
Systems  der  Massen 


von  der  horizontalen  Drehung.saxe  durch  und  durch  O  den  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  geuommenöB Winkel,  welchen  am  Ende 
der  Zeit  t  die  Linie  R  mit  dem  poeitivee  Tli«iile  der  Axe  der  m 
einscblieeet;  so  iet  nach  der  Lehre  vom  Sebwerpoekt 


r/i 


mrcosy 'f''W|r|C08(pi  f  jn2r2Coscp2-{->fhT's^^^9i'^  -» 

•••• 

folglicb 
aleo  nadi  dew  Obi^m 
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Weii  aber  die  Winkel  cp  und  0,  und  eben  so  die  Winltel  93^  und 
0,  q>2  ond  99  und  (2>,  u,  s.  w.  immer,  d.  h.  für  jedes  i,  um 
dieselbe  konstante  Grosse  yoo  i^inander  verschieden  smd,   so  Ist 

?!s?i— 2a 
Sr-IF'  'SF'^ei«' , 


•Im' 


folglich  Bach  cUm  Voifcwgefc— du: 

Als  ein  System  wie  das  so  eben  betracTi tete  läset  sich  wenit^ 

stons  nf;hornn<^s\v(M>;e  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  finsehrn.  Bei 
iinondtich  kleinen  IJreliuiigswinkcIn  kann  man  Hämlicb  nenigstens 
iiäherungsweise  anoehnieu ,  dass  die  das  Schiff  soUicitirende  Kraft 
4^  G  immer,  d.  b.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Scbt^er* 
punkte  des  eingetauchten  T belle  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage des  Scbilte  auf  dem  \^ asser  wirke,  und  kann  unter  dieeer 
Voraussetzung  im  Vorherirrhenden .  iTu!em  m  als  int  Schwerpunkte 
des  eingetaucnten  Theils  bei  der  iitliiurMi  Gleichgewichtslage  des 
Schiff«  auf  dem  Wasser  beündÜch  angeuonimeu  wird, 

und 

Pi  =|>4  =  ^. = 0 

■etxen,  wodurch  die  dbige  Glelehung  hi  die  Gleichung 

oder^  weil  . 

mt,  in  die  Gieicbung 


übergebt 
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Die  horizontale  Dr^hungsaxc  wollf^n  ^vtr  nun  in  der  durch 
den  Sclnvnrpunkt  des  jj^aozen  »Schiffs  urul  den  Schwerpuakt  de« 
eiagetauchleu  TheiU  des»  Schiffs  bei  «einer  ruhigen GietcngewicbU- 
läge  auf  den  Wwet  gehenden  Vertikalehene  annehmen,  nnd 
wollen  unter  der  Vorauaiietzung,  dass  die  Stabilität  <Ies  Schiffs 
positiv  sei,  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  »janz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  n  ie  der  untere 
der  beiden  Theile,    in  welche  die  durch  den  Scb\«erpunkt  dei< 

tanzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Theils  bei 
er  ruhigen  Gleiehgewiehtniage  des  Sehffe  auf  dem  Wasser  ge- 
hende Vertikale  durch  die  horizontale  DrehuDgsaze  getheilt  wird, 
die  seinigen,  durch  £«. bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen»  die  folgenden  F&Ue  unteracheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  —Cr  oberhalb,  die 
Kraft  -f  G  unterhalb  der  Drebungsaxe  wirkt,  kann  nicht  vorkom- 
men, well  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,  wie  doeb  torlMr  an- 
genommen worden  Ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Krallt  — O  unterhalb,  die  Kraft  -f  ^  oberhalb  der 
Drebungsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all* ' 
gemeinen  Gleichung 

auf  der  Stelle  die  (ileichung 
und  da  nun  nach  dein  Obigen 

ist,  HO  erhält  man  durch  Division 

Zmr^  G  (f  cosy  — - liims0) 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falk»  offiaubar 

ip=,0  —  n,    co69= — COS0; 

also 

Zmr'^  _  G(r  +  H) 

L  -     Jig  \ 

Ferner  ist  aber 

.  A'j  =  Hco»0,      =rcosy  =  —  rcos4^; 
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und  folglich ,  tveii  nach     6.  bekanntlich 

Daher  Ut  nach  dem  Obigen 

"IT  = 

Offenbar  i«t  aber  in  dieaem  Falle 
also 


Wenn   (Hr  Kräfte  — G  und  4-^'  vinterhalb   der  Dre- 

Dgsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus»  der  üben  bewieseneu  üllg«« 
Inen  Gleichung 

wieder  auf  der  Stelle  die  Gleichung  . 

*  ♦ 

iuid  da  nun  nach  dem  Obigen 

£mr^  •  -g^  =  Ci(rco89  —  l^co«  0) 

Ut,  so  erhält  man  durch  Diriaioi^ 
Thdl  XT.  8 
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Nim  ist  aber  io  dies«»  Falle 

aUo 


Ferner  ist  aber 

j 

t  =  jRcos  <P ,      =  rcosy  =rcos  <P ; 

also 

Xi  —  jTj  =— (r— Ä)cos4^, 
und  folglich  f  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

ist: 

e=--C7(r-Ä)cos<», 

also 

— Cr(r— i2)=:esec<&« 

Daher  iät  uacii  dem  Obigen 

£mr*      ©  _ 

Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 
abo' 

cos<P sst  sma,  sec4>=:  coseco; 
folglich  * 

=  örrcoseco*  - 


Wenn  Kräfte  —  G  und  +  G  beide  oberhalb  der  Ore- 
huDgt^axe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  ail- 
gemeinen  GleichuDg 
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leicKt  die  Gieicbuog 


d.  i.  die  Gieichuog 


nwkA  da  nun  nach  dem  Obigen 


ist,  «o  erhall  mau  durch  Division 

£mr^  _  G{rcos(p  —Rcos0) 

Ifiio  ist  ai>er  io  diesem  Falle 

also 

Ferner  ist  aber 

A|  =  Hqo&  0 ,  fi  =rcos9 = rcos  0 ; 


also 

und  folglicb,  weil  lutch  §.  ^  bekanntttch 

e=G(ji-!r') 

ii»t: 

Qs=:—  f7(r^iZ)cos^, 

aisd 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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-IT  =  - 

Ofmbar  ist  aber  In  (Hesom  Falle 

also 
fojglicb 

—  ZT  cosecw. 
L  % 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  allgenieio  gültige  Gieichung 
au«  welcher 

€>coseco» 

folgt.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grosserer  Genauigkett 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  » i«t.  versteht  sich  nach  dem 
Obigen  von  selbst  ^ 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  ^er  Blassen 

m»  mi,  tn^,  m^,  m^p  ....  , 

leapectiTe  dorcb 

(Bf       (ßs*  (B^  (B«»**»«; 

so  ist  offenbar 

und  folglich 


€^oseci» 


Der  ZShIer  JBQh^  dieses  Bruchs  ut  bekanntlich  das  in  I>ezug 
auf  die  zum  Grunde  gelegte  Drehungsaxe  genommene  Tragheits 
moment  des  iSchifi's,  und  der  Nenner  ^cosecw  ist  dii»  fhirch  j^inw 
dividirte  StabillfSt  des  Schiffs  in  Bezug  auf  dieselbe  Drehungs- 
iüxe.  Mao  erhuii  also  die  Länge  des  dem  k3»chiffe  isochronen  ein- 
fachen Pendele,  wenn  man  das  TrfigbeilmoBient  des  Sehife  b 
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Bezug  auf  die  angenotumene  Drehuugsaxe  durch  seiue  mit  der 
Cosecante  des  Winkels  co  multiplicirte  Stabitität  to  Bezog  auf  die» 
selbe  Drebungsaxe  dividirt.  Dass  tias  Product  ^coaecc»  von  dem 
Drebunirsvvlnkel  a  bei  unendlich  kleinen  Drehungswinkeln  ganz 
unabhängig  ist,  geht  aus  dem  aus  (U^m  OlMijen  bekannten  Aus- 
drucke aer  StabUität  in  diesem  Faiie  unuiittcUuir  iieivur.  Da«» 
mao  bei  .wirklichen  Anwendangao  der  obigen  Formel  io  der  Praxis 
die  horixoTotale  Drehungisaxe  durch  den  Schwerpuokt  des  ScbiSa 
legen  niasa,  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestellten  allgemeinen  Be- 
trachtungen kaum  noch  einer  besonderen  Benierkuni^,  Cinnz  auf 
dieselbe  Art  wie  vorher  ausgedrückt,  findet  sich  der  obige  iSatz 
in  Euler's  Scieutia  navaiis.  T.  I.  Petropoli.  1749.  4®. 
Pro|>o8itio  31.  Cor  oll.  L  p.  96/»  wo  Enler  aagt;  „Longi- 
tudo  (  rgo  pendoli  iaoobroni  aeqaafnr  momento  Iner- 
tiue  (igurae  respectu  axia  gyrationls  diviso  per  stabili- 
tatem  f  igurac  res  |H»e  tu  eiusaemaxis,  proutquMlem  sta- 
bil! täte  nk  exp  r  i ni  er ü  constituimu  s.  E  uler  i>  theoretische  Dar- 
liteUuDg  läsäl  aber  Vielem  zu  wünschen  übrig,  und  man  mus8  sieb, 
mit  Rlickaicbt  anf  die  oben  in  6. 9.  Anmerkung,  gemachten  Bemer- 
kungen, an  Euler's  Begriff  der  Stabilität  und  die  Form,  unter 
welcher  er  und  die  mei«$ten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
len.  erinnern,  wenn  man  rlle  v;j!!i«re  l'plHM-envsfinnnnfM^  seines 
kSatzes,  der  sich  auch  ohne  i>eu  eis  in  srincr  Tlicdiiu  coiiiplete 
de  la  constructlou  et  de  la  mauoeuvre  lici»  vaisseaux. 
NouToUe  ^ditloit.  Faria  1776*  8^  p.53.  findet»  erkennen  will 

Bezeichnen  wir  die  Sehninffunijszcit  des  dein  Schiffe  isochro- 
ricii  (  infachen  Pendels  von  der  Läni(e  L  rhirchiE,  so  ist  bekannt- 
lich ttucii  den  Lehreu  der  Mechanik,  wuuu  s  die  Elongatiou  be- 
zeichnet: 


bt  aber  wie  Im  vorii^pendaa  Falle  t  nnendlicb  klein,  so  kann 
Im  n&faerangaweiao 

setzen;  und  filhrt  man  nun  für  7j  seinen  obigen  Auadruck -ein, 
ao  erhält  man  zur  Berechnung  von     die  Formel 

^1  2ii6coaecc»' 
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mittelst  welcher  man  sogleich  die  Uscillatiooszeit  des  Schiffes 
findet. 

Um  den  Werth  der  im  Vorhergehenden  angestellten  Unter 
suchungen  für  die  Praxis ,  welcliüii  mnn  ,  uno  pnrhtet  der  jedenfalls 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  des  grossen  Interesses  derselben, 
doch  auch  zu  überscnätzen  sich  hüten  niuss,  ohne  auf  vvciüäuüge 
Erörterungen  mich  fflr  Jetzt  einlasseo  zo  kOnnen,  In  mdsfichst 
helles  Lidit  zu  setzen ,  will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folgen« 
den  Worten  iMiler  s  (1'heorie  complete  de  la  construction 
et  de  ia  manoeuvre  des  vaisseaux.  p.  d5.)  scbliessen: 

„Lorsque  1a  mer  se  tronire  dans  tme  grande  agitation,  on 
comprend  aisäment  que  les  moinremens  de  rouKs  et  de  tangage 
en  doivent  souffrir  des  altdrations  tr^s  conM^fables,  les  Tagues 
ötant  seules  capnbles,  de  produire  un  balancement  dans  le  vais- 
seau,  quand  meine  ii  ii'auroit  pas  ^te  incline  par  qnel(]|iie  autre 
force.  Or,  pour  determiner  les  mouTeniens  qui  seront  impriiues 
ators  au  vaisseau»  la  th^erle  nous  abandonne  enti^reroent^  parce- 
qne  neos  fignorens  encore  absolament  les  loix  seien  lesqoelles  une 
•an  agitee  ponsse  les  eorps  qui  y  nagent>  et  qn'ainsi  la  fonnole 
trouvee  ci-c!es«i!s  pour  la  stahilite ,  ne  sauroit  jdüs  nvn\r  Wen;  i\ 
en  est  de  meme  de  celle  pour  la  longueur  du  pcudul«^  isochrone, 

3ui  devient  entierement  fausse.  L'experlence  ne  nous  permet  pas 
e  douter  que  les  forces  qn'one  mer  troubUe  par  des  vagues 
ezerce  sur  le  vaisseau,  ne  solent  tont  ä-fait  dlffäientes  de  etiles 
qn'on  obsem  dans  nne  ean  calme.  On  a  mdme  remarqu^  que 

lorsfjn'nri  valssean  est  porte  en  hant  pnr  les  vagues,  il  s'eleve 
par  un  mouvement  accelere,  et  qu  il  retombe  pai;  un  mouvement 
retarde;  ce  qui  paroit  directement  oppose  aux  pnncipes  regus  sor 
raction  des  eaux/' 


ADmerkaag. 

Im  Obigen  ist  an  eiftlgen  Steilen  (z.  B.  S.20.  and  S.  97.)  da«  aosge- 

zeicbn(*te  Wt;ik  von  Cliapman:  ..Traitf'  de  la  construction  de« 
vaisseaiix"  angeführt  und  die  auf  »einem  Titui  «tehende  Jahrzahi  1839 
angegeben  wurden.  Ich  bemerke  aber,  das«  dieses  Werk  weit  älter, 
■na  der  echoii  im  ialurenBl  cn  Brest  emcftiieiuneo  fransoeieehen  lieber- 
Setzung  nur  ein  neuer  Titel  vorgcd^ickl  worden  ist.  Eni?'  rtruv  ^nsg^abe 
dieeer  UeberaetaaDg  ist  die  oben  angeführte  vom  Jabre  1039  nicht. 
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Heber  das  Integral 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorttaad  dar  li9k«reii  Bfirgendmle  sa  Ettenlksii 


Wir  wollen  liai  diesem  Integral  voränssetzen ,  dass  /i[r«ff) 
inoerhalb  der  Grenzen  und  2-x  für  (p,  so  m  io  innerhalb  bestimm- 
ter Gränzen  für  r  kuntinuirlicli  sei;  (la«s  ieriier  flre^*)  au  den 
Gräozea  9=0«  ipz=2n  den  gleichen  Werth  annehme  uod  endlich, 
daM 


SetieD  wif  nun 


/ 


27r 


so  i«t  offenbar 


d-ir 


rmnamaMi,  dass  die  Differeniialqaotienten  /'(re9^),..../t"}(re7*) 
iDDtrbdb  der  gleichen  Grinsen,  wie  oben,  niclit  nnendlich  werden. 

Da 


ao  iat  auch 


wobei 


ffk(r*W  =    gj^   ' .  cos«  ö  +  — gj— »in«0, 

^(r,ip)z=z  sinn  d  -{—^^i^cosHe i 

und  da  t^(r,fjp),  x{i\rp)  tür  g)=Ü,  g)  =  27r  die  gleichen  Wierthe  er 
langen,  so  werden  a«ch  rpiir,q>),  XiCoy)  lür  y=0,  cp=2;5  diesel« 
b«D  Werthe  haben.   Nun  ist 
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r 


d.  i. 


/ 


o 

\M^\\\\  auch  /^"^-^^(relFf)  iuaerhalb  der  befittuuuten  Uränzeui  eiMÜiclr 
iileibt.  Aber 

* 

d.  i.  . 

Liegt  der  Werffi  r  —  0  innerhalb  der  mehrfach  genannten 
Gränzeo  von  r,  so  Üudet  man  ieicht 

also  /  f^){re^')dip=i'i7sf»)(P), 


d.  h. 


oder  endlich 


u 


9»— IJf  5Jf 
indem  alle  iNuii  sind  für  r=0. 

Dieser  Werth  hat  also  Statt,  wenn  /(refO  folgende  fiedltkgnn- 

gen  erfüllt: 

n)  cinss  firp^i) ,  f'(re^'),....f"'(rf'f*)  alle  endlich  bleiben  inner- 
halb bi^.NliiumterUränzen  von  r,  und  dasaO  zwischen  diesen  Gräa- 
zen  liegt; 

b)  dass  ((tO^  und  also  auch  seine  DlfferentialqttoaeiiteB^  pe- 
riodisch in  oezug  auf  9  seien,  und  der  Umfang  einer  Periode 
sei.  (M,  n,  Journal  de  Math,  pai  J.  LiouvUle*  A.vrH 
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in. 

Beiträjse  zur  hSheren  Iiehre  ^on  den 

Von 

Herm  Dr.  Wilh.  Matzka, 

«ftall«  Praf.  4tm  ItaHieaMfik  mu  dßt  i.  k.  UnivwiMt  w  Prtfjg'. 

(Vorgelesen  in  den  Versnmralungen  der  ,Se(  tion  der  Iconlgl.  bdhm. 
Geseiiscbaft  d.  Wissenschaften  zu  Prag  iür  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  8.  März«  5.  und  17.  April  1850.) 


In  dem  ßegriflfe  uthI  <lcr  auf  ihn  gegründeten  Lehre  von  den 
Lo^aritbmefi ,  so  wie  auch  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari" 
■eben  derselben,  dürfte  noch  manches  Interessante  nnd  Wissens-' 
wertbe  Mtabrinmi  «ein.  D«von  soUen  die  nachfolgenden  swel 
Absdmitte  4rfoeB  Beleg  geben. 


lursterAbscbnitt  * 

Üetrachtuii^i;    der    bisher   gegebenen  Begriffe  der 
Logarithmen»  und  Aufstellung  eines  neuen« 

Bisher  wurden  im  W^esentUchen  folgende  riec  BegrÜe  von 
deo  Logarithmen  aufgestellt: 

1.  der  von  dem  eigentlichen  Entdedcer  der  Logarithmes^ 
iehn  Neper«  ursprtingfleh  gegebene; 

2.  der  von  Jobst  Uyrgj  dem  gleichzeitigen  Entdecke  der 
Logarithmen,  gebranehte; 

3.  der  von  Johann  Kepler  verwendete; 

Theii  XV,  9 
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4.  der  gegenwärtig  seit  Euler  iu  den  Lelirgebäudea  der  > 
Algebra  übliche.  i 

Ihnen  fiige  ich  noch  bei 

5*  einen  neaen,  von  mir  selbst  erdachten»  in  mancherlei 
Beziehung,  vornehmlich  für  den  Elementar-Unterricht«  mit  grog- 
sem  Ver&eil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper  8  Erk!  äruug  der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  aogcmesseo  stetig  veränderliche  Grüssen. 

Npper*)  vproffentlichte   im  Jahre  1614  die  Lehr©  der  von  , 
ihm  eiitdecktuij  Lui^arithiu^n  in  fo^euJer  ledeuä würdigen ,  jetzt 
aber  schon  sehr  seßenen  Schrift:**) 

Mirifici  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejusque  usus, 
in  utraqne  Trigouoiuetria ;  ut  etiam  in  omni  Lofijstica  Mathem^*  ! 
tica,  Amplissimt,  FaciHmii  et  expedltissiml  expncatio.   Anthoie  : 
ac  iDvertove»  Joanne  Ne.p e« e,  barone  Merchistonii;  etc.  Scoto.  | 
Kdinburgi.    Ex  ofGcina  Andreae  Hart  Bibliopolae»    1614«  4ado. 
Text  H»  legarithmieche  Taleln  m  Seite»/**) 

Auf  9e!te  t~4  gieht  er  von  seinen  Logarithmen  die  nach- 
stehende» äusserst  scharfsinnige  phoronemlsche  ErlLlSning»  die 
Ich  hier  woi^etreu  mittheile. 

Caput  L    De  d e f i n i t i o  Ii  i  l> u s. 

1.  Defhiifio.  Linea  aequaliter  crescere  dicitur,, 
quum  punctiis,  eiun  describens»  a^uaiibus  mamei\tis  pev  ^^qnaU^j 
intervalla  (^rugredltur. 


*)  Eigentlich  ^ohn  Napier  oder  N  c  p air»  Lord»  Baron  von  Mer- . 
chiston,  ein  Schotte,  geb.  1550,  gest.  1618*  ' 

**)  Ich  heniil/te  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  RomhnrfHer  Corp« 
zu  Wien  vnrhfi^ndeac,  aus  dem  NachlaM  weil.  Jos.  ii  an  Ischl  «,  VtoL 
derMii.  SfBth.  am  Wlenor  Ic  Ic  polyteeh.  IiiftitiiCe,  erttasJeno  Üxemptar« 

Davon  erschien  ini  Jahre  161i>  «owühi  ein  blosser  Abdruck 
Lyon,  i^U  an^  elnevcHV  Noper*«  Sohn  Robort  bosoi|f(te  neue  Ausgabe 
■ilfeMgos  nachgelasten«!  Werken,  daronCer  alii  hieher  gehörig: 

P r i m  o ,  Mirifici  Iptini  canon is  c o  n  •  t rn c t i o ,  et  LogarUbnornoi 
ad  aatntalet  iptorom  nuracros  habitodise«; 

S  e  c  u  n  d  0 ,  App'ehdiz  de .  aUa  m  eaqua  jnuBOlWOlWfe  L<|g8iiliui|PWI 
tpecie  contttrueuda. 

In  Juhiro  1620>  eudlicb  wofdeii  auch  diese  nachgelassenen  Werke  so,' 
Lyon  nachgedruckt.  * 

Vondieaee  Kachlässcm  ist  mir  jeducli  nichts  Ip  dAQ^iudc  gokonuucn.{ 
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Sit  (Taf.  III.  Fig.  1.)  punctus  A,  a  (|uo  ducenda  est  linea 
floxu  alterius  puncti,  qui  s'it  B.  Fluat  er^o  prhno  niomento  B 
ab  A  in  C,  seciiDde  motnento  a  C  in  D,  tertio  moinento  a 
D  in  £9  atqoe  Ha  deincefw  in  Infinitnin  deseribendo  ISneam 
ACDEF..^,  interTalMs  AC,  CD,  DE,  EF,.  .,  et  caeteris 
deiüceps  aequalibus^  et  momentis  aequalibus  de<>cri|)tis.  Dice- 
tur  haec  linea*  per  definitioneiii  auperiiis  traditam»  aeqaaiit«r 
creacere. 

Corollarium.   Vtide  hoc  increinento  quantitates  aequi- 
differentes   temporibus    aequidiffereutibus  produci 
.  Ott  necesae. 

Ut  in  superiori  scbemate  unico  momento  B  ab  ^  in  C,  et 
triboa  momeiiai  abil  in  £  progrtaanm  eet;  sie  aez  momentia  ab 
A\n  H,  et  octo  momentia  ab  A  in  K,  Sunt  autem  illonim  mo- 
fnrtrtonrm  nnlüs  tritim,  et  horum  ^ex  et  octo  differontiae  a^qua- 
les,  scilicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  quantitatum  illanim  AC 
et  AEy  et  bariira  AB  et  AK  differentiae  CE  et  BK  aequaiea, 
aequidifferentes  ergo,  at  supra. 

3.  DefiniÜm,  Linea  proportionaÜter  in  brevlereni 
deerl^aeere  dieltoir,  quuni  punctus  eam  OramacuhreAa«  aequali- 
bois  idomenti«,  ereg^enta  abscrndit*.  ejuadem  eoutiotio.ratloniif 
ad  luseSt  &'  ifnlbiia  abacUidontiir. 

Exempl!  gr.  Sit  {Tät  ffl.  Pig.  2.)  Unea  sinus  totius,  aa, 
pToporrtiönaiiter  ttütfUenlda.  8it  pnntffits,  Miii^töVL  stio  eam  nil- 
Buena,  ß;  alt  denifjue  ratio  se^nirMitorum  sirigolorum  ad  iineaa^  a 
aüibns  aHsclfidonttir,  ut  QU  ad  ^*S.  Qua  oruo  ratinne  secatur 
QS  in  H,  eadeni  ratione  (per  10.  0  End.)  secetur  aü)  ii>  y.  Atque 
sic^,  transcurrena  ab  a  lu  v,  prinio  momento  ab  cno  absciiidat  ay^ 
fmla«  linea  aeu  aioii  ye».  Ad  hao  autem  ym  procedena  ß  aecund« 
Bomeat»  abaefiidat  antta  MpBentam  mI«  est^^ü  ad  Q8,  qoe4 
«it  yS,  rcAicto  atea  doi  ▲  q«o  ^toinde  tertio-  ilioflwnto  aiyseini' 
dat  ß  simili  ratione  segmentnm  Se,  relkto  simi  «o,...;  et  Ita  deiil- 

ceps  in  infinitum.  Dico  itaque,  bic  sinui^  totius  iiimam  aoy   proM 

^rü(Hiaiiter  decrescere  in  sinura  t/o),  aut  in  aUuni  quermna  alti' 
Mtua«  m  qjno  ststit  ß;  et  sie  m  aliis. 

Coro//.  Unde  hoe  aeqnalibtia  toomealia  decremento,  ejua- 
deai  etiam  ratlonVa  proporfloAalea  tiaeaa  relinaui.  eel 
mceeae.  .      r    r    .  n 

Qnae  enim  aaperiua  eat  contioaa  proportio  ainanm  niaoeo' 
f  domm  ... 

«fciDi  ym>,  öc»,  ioif  ^(o,  ifa,  .#.« 
•  .* 

9kfm  aagmontomm  tJbt  eia  abeeiaaotona  J 

«7,  yd,  de,  «t,  i^,  fit 9 
eadem  erit  neceaaaiio  etiam  ainuum  reiietorum  proportio^  8cäi<^ct 
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f««  9m,  lA»  {i»»  ffm,  Mi»  . 

ut  ex  19.  prop«  5»,  et  11.  prop.  7,  fiiicUdis  patet 


£«  verhält  sieb  nemiicb 

SQi  RQi  SRsstimtrmi  tty 

2s:6m:  smiöe 

n.  s.  f. 

4.  Defitt,  Synebroai  motu«  suot»  <|nl  aiauil  et  eodem 
tempore  üunt. 

11t  in  saperioribus  (Taf.  III.  Fii^.  1.  und2.)  esto ,  qnorl  ^  movea« 
tur  ab  A  in  C  eof!f»in  ttMiiporc  quo  ß  movptur  ab  «  io  dieea« 
tur  reclae  ^IC  et  t^y  byücbrouo  motu  deäcribi. 

5.  Defin.   Qaum  quolibet  motu  et  iardior  et.Telocior  darf 

possit,  sequetur  necessario,  cüique  motui  aeq uivelocem 
(quem  nec  tardiorem  nee  velociorem  definimui^^  dari  poeae» 

9.  Defin,  Loffaritliffitts  ergo  cujusque  sinne  est  nmne- 
ras  quam  proxime  aefioieon  lineam,  qnae  ae(]^ualiter  crevit  mterea 

dum  sintjs  totius  linea  proportionaliter  in  sintim  illum  decrevit, 
existente  utroque  motu  syncbcono»  atque  initio  aequi* 
veloce. 

Ex.  gr.  Repef;uitTir  ambo  snporiora  Schemata  (Taf.  III.  Fi^.  I. 
und2.)  et  moveatur seinp<T  vi  ul)ique  eadrm  seu  aequali  vetoci- 
täte  qua  coepit  luoveri  ^  iuitio  quum  est  in  u.  Deiude  primo 
momeato  pfocedat  i9  ab  il  in  C»  c*  andern  moment«  procedat  f 
alf  tt  bi  y  prnportionaßteT:  erit  numerua  definlenn  AC  Ingaritbmns 
Unean  neu  sinus  yco.  Tum  secundo  momeDto  proraoveatur  B  a 
C  in  2),  f  t  codeni  Tnonieiito  proiuoveafiir  proportiooaiiter  /S  a  y  in 
ii  erit  numerus  deüuieos  AD  iogaritbmus  sious  d«» et  ita  in 
infinitum. 

I 

Cor  oll.  Cnde  siiius  totias  10000000  nnllam  eeu  0  est 
logarithmus:  et  per  consequens  rinnieroruai  majornm  sintt 
toto  iogaritbmi  sunt  nibilo  miuoree. 


Itaque  logarithmos  sinuuR)  q«i  semper  majores  nibilo  sunt, 
abandatiles  vocamus,  et  hoc  sicno  +,  auf  nullo  praenotaraus. 
Logarithmos  autem  minores  nibilo  defectivos  vocaams,  praeno- 
tantes  eis  bec  signnm  — • 

Ad  w  onitio.  Erat  quidem  initio  liberum,  cuilibet  sinul, 
aut  quantitati  nuUum  seu  0  pro  logaritbmo  attribuisse:  aed 
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prft«8t»t  «ieteris  sinui  toti  actfoniniodasse:  n« 

iiDquam  in  posterum  vel  inioimaih  molestiam  uartiiriret  nobis  ad- 
ÜM  et  mmtwoÜQ  «jni  logaiitlnM«  in  onni  ealenio  fireqaatttiMiiaii. 

Caetemm  etiam  quia  stbuam  «t  onoiarmiii  siou  toto  miDorum 
freqaenthNr  est  amit  eofniiR  4gitar  locarithnos  abundantea 
poninva:  alionmi  wem  defecfiroSj  etsi  contra  feclsae  iiiitlo 
iibervm  erat* 

Aui  diese  ßrkläruiis  gründet  IN e per  seine  Lebre  von  den 
tiogarMbiiHHi»  aas  der  \A  die  feleeodeo  auf  Seite  6,  und  6.  a.  a. 
0.  atehenden  LehreStae  hevrorbebe. 


Caput  11.   De  logarithnioruai  propusitiooibaa. 

Propos,  1.  Proportionalium  numerorum  aat  9«aa< 
titatam  aequidlüerentea  suot  logaritbmt. 

Propos.  4.  Es  qoatiior  proportionalium  logarith- 
nia  aggregatam  aecandi  .et  tertil  miDutam  primo 
aeqnatur  qoarto* 

Propos.  5.  Ex  trium  proportionalium  logarithniis 
duplum  secuudi  seu  medii  aequatur  aggregato  extre* 
merYDi« 


Analytlaebe  Interpretation  dieaer  Erkt&rnng. 

Erklärung,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ist  merkwürdig'*,  sagt  Kl ü gel  (Math.  W.irtcrh.  T.  III.  p.  634., 
u.  112.);  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht  So  weit  mir  be- 
kannt, bat  wedelt  er,  noch  jemand  Anderer  Tor  mir  den  Ein&ll 
gehabt,  hl  dieser  Erklärung  die  dynamisch- geometrischen  oder 
die  phoromischen  Bilder,  die  sie  benutzt,  von  der  Seite  zu  be- 
trachten, dass  man  an  ihnen  die  sfctii^n  Verfnitlerlichkeit  entweder 
dreier  GrBssen  mit  einander,  v«»ii  deren  tiner  die  beiden  ande- 
ren abhängen,  oder  auch  die  stetige  V'eründetiiehkeit  nur  ;&weier 
tnaammenblogender  GrDasen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
.Legarlthmand,  die  andere  der  Logarithme  ist 

1)  Betrachtung  dreier  zuaammengeb öriger  Veräu- 
derltcben. 

Neper  liest  mit  der  stetig  veränderliehen  Zelt  7  zweiWeg^ 
strecken  Ä,  V,  also  verallgemeinert  ausgesprochen:  mit  einer  ste- 
tigen Veränderlichen  T  zwei  von  ihr  abhängt:::  vernnderliche 
CSüSsen  ^,  F,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
tig und  iu  beständigem  Sinn  sich  verändern,  d.  h.  entweiler  fort* 
iHnireild  waeba«  oder  fortwährend  ahnehmen,  nie  aher  bald  wach- 
lea  iNdd  abnehmoii;  mid  aww  die  OrandirerlndeffScbe  T  «nd  div 
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eiqc  abhängig  VerAodttrIiche  X,  ffUicbfSrmig  <aequi|IUer) m 
giciiche  Unterschiede  —  die  andere  abhängig  V^erändeifllflb«  y» 
aber  <r  1  (>  i  ch  m  ä s  8 Ig  (propörtionalifter  )  »  gleUlwiii  Mmw 
oder  Verhältnisse. 

Betrachtet  mau  nemücb  toq  der  Grundveräoderlioben  T  9WÜ 
Paar  Wactbe 

1\  T'  und  Ti,  y«, 

dazu  von  der  ersten  abhängig  Veräuderliqhen  X  <il^  Qpt^pro^eo* 
den  zwei  Paar  Werthe 

X\  X"  uiid  Ai,  X^, 

so  wie  von  der  z\\  eiter)  abhängig  Veränderlicbeo  Y  die  entspre- 
chenden zv^ei  Paar  VV  erthe 

P,  Y"  und  Fl,  F«; 

so  snileu,  so  oft  die  Uptorschiede  ' 

ar— r'  und  2\  - 

gkloli  smd*  ancli  eineraeite  die  Unterschied» 

X'-^-X"  und  Xi-i:, 

und  andererseits  die  Verhältnisse 

F:F»  und  Y^xY^ 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

Ufü,,  so  soll  auch  eloeraeits 

X*-^X"  =  Xj^-X^ 

Qod  andererseits 

F^•F*s=F^:F, 

sein. 


2)  Bet raohtung  2to<!ier  zusammeugebüriger  Veräu- 
derlieben. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Betrachtung  der  Hilfsveränder-| 
IlcTion  T  auch  entbohrt,   und  Ncpcr's  Boii^rin  von  den  Lo£[arith« 
men  kür^^er  wio  iulj^t  dargestellt  werden  kanu. 

8eieu  X  und  V  zwei,  gleichzeitig  veränderlichfa  Crrüsseik,  <fie 
sinfe  stetA  Im  elMihii  Öimi  ah&adem,  ibitarihreiid  wadhflen  od«t 
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hlim^htmd  «iMfciMB»  iMl  dblr  baM  wAdMW»  Md  abnehmeii, 

nd  2wkT  dMMMMto*  dass  wSbrMd  die  eine  Verioderliche  X 

gleich  fr»  rini  ET  —  um  gleich  viel,  nm  <^feiche  üntcrsr^lMe<lö  — 
eich  ändert,  die  andere  Veritiuierliche  Y  gl  eich  niassi  (ver- 
bal loissgleicb)  —  iu  gleichen  Verhältnissen  —  sich  ändere. 

•M  nemlScb 
ein  Patr  und 

  _  * 

eiii  wsaimm  Pter  Werihe  der  VerSnderlidieii  X,  usd  dasu 

(l<tö  dem  ersteu  Paar«,  und 

n.  r. 

das  dem  zweiten  Paare  zogehürige  Paar  VVerUie  der  anderen  Ver- 
äodef liehen  F;  so  t»oii,  t>o  oft 

X'-^XI't^X^'^X^ 

ist, 

Hiennif  etMBt  nno  Neper  die  Erklärung:  Jene  gieieh- 
förmig  verändeclicli«  iSrfteiie  X  heU«|  dür  Logaritkm^ 
dieser  g leichmässig  veränderlichen  F;  so  wie  auch  jeder 
Werth  fOD  X  der  Legarithme  de«  ragebSrigen  Werthee  von  K 


3. 

Fortsetzung.  Measun^  det  nee^mmengeii^rigeii  . 
Vei&nderii^icn« 

W^nn  nun  auch  das  Wort  a^tt>fiO^  eigentlich  eine  Zahl  he- 
deotet,  «o  kunnen  gleidhwebl  ftlr  dtien  allfi^meinsten  Begriff  der 
liOgartthmen  die  Veränderlieben  Jt»  F  Rlr  ganz  anlerne s-* 
sene  stetige  GrJ^ssen  (Diiijie)  anaesohon  werden.  Aüoin  d;i 
diese  Voralis^enieinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aher  Inr 
die  Rechijuiig  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortheil  ist; 
60  bleibt  es  rathsam,  diese  Veränderlichen  als  gemessene  und 
daieb  Sehlen  ausgedrtldtte  GrOeee»,  oder  viämefav  neibet  als 
stetige  Zahlen,  zu  betrachten»  Neper  stellt  nie,  nach  dem 
ftibniobt  nefamr  Zell»  innjeeiminf  dnreh  gann«  Zahlen  dar. 
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uod  insbewmdere  Um  MmehMt  doreli  eine  dekadische  EinheM; 
d.  t  dorch  eine  Potenz  von  10,  mmtM^kh  Um  MmmMMt  äm 
Y  dareb  10000000= 


4' 

Forttieizuug.    jNeper'ä  Gr uu d L cmtitj siiiig  der  liOga- 
rithmiBii. 

Sind  nun  was  immer  für  zwei  Paar  Werthe  einer  veränderli- 
chen Grosse  Y,  nLinlich  die  Paace/JK',  und  Y\%Y%  verhält" 
tiissgleich.  (prupurüoDal) 

und  sind  die  zwei  Paar  Wertho  der  zn^ehörigen  verän(1er!lclien 
Gröfise  X,  nemticli  die  Paare  A',  A"  und  A^,  A'^  gleicbuuter- 
•cbiedeB  (äqaidiffmnt), 

80  ist,  nach  Ilepers  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  von  X  ein 
Logariflime  des  ihm-  angehOrigen  Werthe«  tod  F.  uMiüldi«  wo- 
fern iDftD         LogariUipieii  dorch  Log 'andetitet, 

;  A'=LogF,  A7'c=:L.ogF*, 

Da  hiernach  mit  der  Quotienten  -  oder  TerhXltnlssglei* 
eil  an g  (Proportioo)  dnrchaiis  gleichartiger  GrSaaen 

F:F«'=Fj:F» 

•  '  « »• 

die  Uiit<rBchtedaglelcbniig  ifarar  LagiiiClBiieii 

LogF--LogF''sLogFj-r-lKigl^  . 

▼«vbaeden  iat;  ao  kann  man  dieadhe  ErklSmng  auch  durch  den 
Grundlehraa^s  aussprecheo: 

*  Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleidiartige  GrSaaen 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleich' 
unter« eh iede,n.   (Veigl.  oben  Cap.  IL  pr«^.  L) 

Neper  bemaas  demnach  seine  Logarithmen  derge- 
stalt, da'äs  so  oft;  zwei  Paar  (ir?issen  eine  Proportion  bildfeB, 
die  ilineü  zugehörigen  Logarithmen  (in  der  nemlicbeu  Ordnung 
Ton  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grosse  stattfindet,  da 
maaa  Abaiehong  ihres  Logarithmen  eintreten« 

Da  in  einer  Proportion,  deren.  Glieder  Insgeaammt  gieSchiirtig  | 
flhid,  das  Ptednct  der  Süsseren  Glieder  jenem  der  inneren  dann  ! 
gMeb  iet»  wenn  dieae  Güeder  lanter  Kablen  sind; '^no^rhlit 

*  ! 
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nmu,  wenn  man  diese  B^Magmmm  fcbr  gotai  liMt»  «iamtili 
4ie  ProdneteigltieliiiDg  ¥qo  Zahlen 

«od  «nderamits  die  SBinmeiigleieliiiDg  tod  LogaritiuiM 

Neper  bemnss  daher  seine  Losrarithmen  anoh  so, 
dass  so  ott  irgend  zwei  Paar  Zablen,  mit  einander  fiuiKiplieirt, 
z^vei  gleiche  Producte  geben,  auch  Ihre  Logarithmen  paar  weis 
addirt,  zwei  glelebe  Sammen  geben. 

Wo  demnach  M ultlplication  durch  eine  Zahl  atnü  ündet 
da  tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein. 

Da  sowohl  rh  jeder  Verhältnissgleicbung,  als  auch  in  jeder 
Unterschiedsgleichung,  jedwedes,  der  zwei  Paar  Glieder  durcn  die 
drei  anderen  Destimmft  ist,  no  mtm  nach  den  letzte  eoklMn 
Gleichunsen  sa  jeder  Zakl  nur  ein  bestimmter  Logaritbme  ge- 

hiiren.  ßaher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  c:Ieirne 
Logarithmen  gehören.  Üod  eben  so  gilt  dies  nothwendig 
aoCD  iimgeJvePirt. 

Suchen  wir  nun  die  allgetueinsten  Ausdrücke  der  Logarithmen 
von  den  Ergebnissea  der  Multiplication,  Division,  Poteozirui^  und 
Wttr£4»lztehuug. 

1)  lit 

•'■ 


•oiit  *         .  . 

Logp-LogassLegfr^Legl,         t        .  :„„ 

Log/^  =  Loga -fLog6— Logl; 

lsl§^ 

Log(o6)=Loga4-Log6 —Log  1 
od«  «ymmetriech 

Log(ii6)  — I Logl  =(Loga— Log])  •|-(Log6-4Liogl).  \. 
Aus  Letzterem  folgt  *  -  - 

Log(a6c)-^Logl  =  (Loga6  —  Logl)  -f-  Loge—  Logl 

x=(Le9«*ajagl)4^(ii«li^-nUgA)4-Log<;-Logl), 


Digitized  by  Google 


laQ9(adoil)-*L«glsB(Loga6e^I«iif;l)*f  ^a§il-*Liigl)  (M  ,    ..-i  ' 

=(Lügtt — Logl)+(Log6— Logl)  +  (Loge— Logl. 

+(Logd-Logl) 

daher  ailgemein  :  .r 

Log(a6€«2M.)— Loglss(Lo^4ir*tiogl)  -|-  (Log^-^Logl)  (Loge^-Logl 

+  (Log^/  — Logi)  + .... 

und  hieraus  ergieht  sich  für  den  (^ogarithmeo  eines  Pro4tictet 
von  n  Factoren  der  Ausdruck 

Log(a&c<2...)=Loga4-Lug64-Logc-f  LiOgi^  -f ....  — («-^^Logl . 

.  *  •  .  » 

*  *  •  s 

2)  Ffir  deB  QooUefiUii 


gjll  die  Pnnpoifion .  '  , 


aUo  ist 


und  sonach 


oder  auch 


Logf — Logl =Loga— '  Log6 , 


Log^  ~  Loga  —  Log6  -|~  I^^gl  f 


a 


"  I 


Log  ^  Ä  Logo-Log6 + Logl ; 

wofür  mau  jedoch  symmetrisch 

Log  ^  —Logl = (Loga— Logl)— ^(Log6—  Logl) 

* 

setzen  kann. 

3)  Ffir  die  Potenz  deren  Exponent  absolut  und  gniM 
ist»  die  also  ,de|n  nlactorigep  Pcodncte  ana....  g|cicbgi)t»  ist 
sonach 

Log(a'*)— Logl  »n(Loga— Logl)  :  >  • 

and  hieraas 

Log(«^)=:fiLog«-^<-l)  Logl . 
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4)  Zur  Poi»»»  «-^  mit  muß^tnm  §umm  KipaBMiM»  <Re 

1  ' 
JUgf(a-») -Jüogl.Ä  Li^g  ^7. — Logl 

ote  •  . 

I40g(a-")— Logt  =s— »(Loga  »Logl); 

folglich  gilt  eineriei  Be«tfiiimtmg9freise,  ancb  die  Potenz- 
«t^entoii  aigflliralicb  iMSogm  «eh  i&Sgen. 


m 


5)  Zur  Wurzel  Va~r,  bei  der  also  a=:jr"»  U>t  Qod  i»  po- 
sitiv oder  negativ  ganz  sein  icano,  ündet  m^n 


4aher  ist 


•  •  i:  i  .     t .  I 


Loga— Log  1 —J^ug(r*")  —  Logl 
=sni(Logr— Logl), 

LogVii-Logl=^i2S^^ 


m       Losa  1 
LogVa  +(1  —  jj^}Logl. 


"  m 

6)        Potenz  o^,  welche  der  Wurzel  Ve^  gleieligllt,  fle- 


_Log(g»)~  Logl  _  »(Logd—liogi),' 


m 

also  ' 

Log(aP^— »tiogl  =  —  (Loga—Logl) « 

Miüiiti  gilt  die  oben  erkanote  Bestimmungsweise  ftir  jeden 
rationalen  Exponenten. 

Aus  allen  diesen  Ausdrucken  erhellet  nuo>  dass  In  Ihnen 
dundiweg  der  Logl  «in  lästiger  Begleiter  ist 
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Am  bequemsten  für  das  lo^aritbmische  Rechnen  ist  es ,  mit 
Neper  der  Messeinheit  der  Wege  und  GcschniodigkeiteD  die  Null 
zum  Loffarithnieii  zu  geben.  (Cap.  I.  Adiiioiiitlo).  Allein  heut  zti 
Tage  pÜegt  man  die  Messeiuheit  von  Grössen  nicht  mehr  nie 
ehedem,  wo  man  alleCrrSssen  aiOcIiclist  rniav durch  ganze  Zah- 
len darstellte,  durch  eine  dekadiaMM  EtoDeit,  wie  Neper  doreli 
lOOOOOOO,  sondern  durch  (!ie  Sfamm-Einbeit,  d.  i.  durch  1,  vor- 
zustellen ;i  weil  man  auch  die  inimer  i^ebrochenen  und'  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benutzt.  Darum 
geben  wir  in  der  Neuzeit  der  Zahl  1  immer  die  0  zum  Logarithmen. 

• 

Danach  lenchtet  ein»  daas  aus  den  zwei  so  eboD  erwiesenen 
SStsen  die  allbekannten  4  HauptlehmStie  Uber  dleAnsdrucke  der 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenaen  nnd  Wurzeln 
ohne  Mühe  hergeleitet  werden  können.  Setzt  man  daher  die  Lo- 
garithmen als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  gestützt  auf 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  (^er  Algebra 

{^ewOhnllcli  allem  in.  Anwendung  komuHmde  nad  vfm  jenen Isanpt« 
ebr^Ktaen  geleitete  Raebnen  mit  Logarithmen  voUatSndig  ab-  * 
bandelD« 


5« 

Andere  merkwürdige  Betraebtnng  dfi  Nepor'scben 
Erklärung  der  Logarithmen. 

I.    Nimmt  man  hei  den  oben  na<'h  Neper  besehenen  zwei 

gleichzeitigen  Bewerbungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  lür  die 
linheit  der  Zeit  an  und  setzt,  dass  der  erstere  bewegliche 
Pnnkt  B  In  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  /c,  der  andere  Ponkt  ß 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x  durchlaufe,  und  nimmt 
man  an,  dass  (Taf.  III.  Fig.  3.)  die  beweglichen  Punkte  nach 
Verlauf  der  Zeit  /  beziehlich  in  M  und  ft.  nach  der  Zeit  ^+1 
aber  in  N  und  v,  loiglich,  wenn  dt  eine  urjcti<ilir}i  kleine  Zu- 
nahme der  Zeit  t  vorstellt,  zur  Zeit  t-{-dt  in  den  Punkten  JU'  und 
fi^  sich  befinden,  von  deaen  jener  swisehen  Jf  nnd  if,  dieser awl- 
sehen  fi  uml  v  liegt;  so  wird,  wenn  die  Abstindb  AM  vaA  itm 
mit  X  nnd  y  jbnaeicbnet.  werden,         , . 

MM'^dx  nnd  ^'sst-^dg 

sein.  Gestattet  man  die  Aiüiahrae,  dass  die  kurzen  Wege  JtfN—k 
und  fxv  von  den  beweglicheD  Punkten  mit  gleicher  Geschwindig' 
keit  oder  gleichlörmig  durchlaufen  werden,  folglich,  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  den  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien,  so 

bat.  mao 

•  ■ 

•••  ■  .  I 

I 
I 

I 

I 
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und  nach  dem  Gesetze,  welchen  der  zweite  Punkt  bei  seiner  Be- 
wegung geliüfcht  (2.  Del*.  CorolL): 

Setzt  man  nocb  den  ursfirünglichen  Abstand  €iw=(i',  so  erhält 
man 

•  y    f  • 

Thettt  maa,  um  di  so  ellmiDiraii ,  jenen  Ansdraclc  durch  diem, 
M  bat  man 


und  bieraiM  Ibigt 


{Schneller  findet  man  diese  Glcichun!^,  wenn  man  envägt,  dass 
bei  zwei  gleichförmigen  Bevvegimii;<Mi  die  während  den  nemtichen 
Zeiten  zurückgelegten  Wege  eiuauder  (direct)  proportional  sind, 
■ifffiffli  diM 

oder 

sich  verhält.  Denn  theilt  man  diese  Proportion  durch  die  das 
Isesets  der  Beiregmig  des  aw eltea  Piuiktte  ansdräckende 

oder 

M  wird 

4 

W  9 


m 

Indem  nuo  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Erklärung 

setzt;  stellt  er  eigentlich  zwisclieii  den  zwei  ziisanmieiigehürtgen 
Veränderlichen  x,  y  nicht  nur  eine  Dil  l  erential  gleichung  auf, 
sondern  er  integrirt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderliche 
ar  als  eine  d|rentliebe  FnocHoii  der  anderen  y  defiairt  und  nach* 
her  eine  Tafd  der  zasammengcherlgen  Wertbe  dieser  VefSoder^ 
llchea  berechnet. 

V 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenbei bimiis,  dass  Neper  idcht 
fem  davon  stand  die  DifferentialreebnuDg  za  entdecken. 

IL  Betrachten  wir  anch  diese  Darstellung  vom  allgemeineren 
analytischen  Standpunkte,  weil  uns  dies  in  der  Fol^e  von  Nnteen 

sein  wird;  so  seien  zwei  stetig  veränderliche  Zahlen  x,  y  mit 
einander  von  einer  dritten  t  abnäni^ig,  so  zwar,  dass,  1)  wenn 
die  Wertbe  t,  V  um  z//,  AV  (alii;ebraisch)  wachsen,  auch  ar, 
um  dx,  Ax*  wachsen,  und  y  ^  y'  um  Ay,  Ay'  auf  y\Ay,  y'-^Ay^ 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  At^At!  ist,  einerseits  auch 
Ax^Aaf  and  andererseits 

3LL48'==-Ö^'  aWauch  ^=4' 

sei. 

Dann  uit  jedenfalls       proportional  zu       In  Zeichen 

AxiiAt; 

und  es  lässt  sich,  wenigstens  für  genügend  kleine  Wertbe  von  At 
und  Ay,  auch       zu  M  'i>röportlonai,  d.  u 


9 


annehmen«  Danach  ist  auch 


Au  Ay 
Axii~   oder  .Axi--=sm, 

9  y 


und  sefert 


y      m  ' 

wenn  m  eine  constante  Zahl  bezeichnet« 
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Setzt  man  für  die  kleinsten  Zuitahnieii  ^x,  die  €iits«|ire* 
cbeiiden  Differentiale  dx,  dyx  so  ertiiilt  man  —  wie  oben  —  die 
gleicbgcötaltete  Differenzial|^leicbi*ng 

.  y 

als  deien  Integral  iNeper^n  £rklliruDg*4ie  OieieliuBg 
Unitotlt 

Man  lege  die  Null  als  Los^arithmen  der  Zahl  q  bei ,  man 
^be  nemlich  a;=0  zu  oder  mache  Log^  =  0.   8ei  npcli 

ijl=)}  und  limij^ü,  so  ist 

.    »      *  ■. 


Da  nim  auch 


iiti  M  findet  man 


L«g.    +  ^J!) — l-**gy. =-i^^  * 

fllriinf}SB8;  «Mm»  ii4.  (genfe«  Alt*  4.) 

L»g£±5-L«glt=ii».JaLog(l+a)-Logl. 

Setit  man  aMiteend^  ^  tt:t>  ae  ist  auch  Uni«ssO,  und  dafür 

Log(l+e)— Loci     ,      ,    V-    ,  , 


.maslim  Log(i-f-i)^  —  Legi. 


Für  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Nener  die  Anfanga* 
geschwindigkeiten  k  und  x  der  beweglichen  Punkte  U  unÄ^  n^Ar 
Meich  gross,  jfMlf)ch  entg^engeaewtf  aleoi  x  an*  Dlanaoh 
>^  bei  ihm ,  vreil  aUgeHiein 

m       q  '  k 
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04er 

,  — «  k 

ist,  (f/i  —  —  Q,  Deo  anfööglichefl  Äb'^tafid  ao3  =  Q  nahm  Nepur  zur 
LäugeneiDbeit,  setzte  ihn  also  aslOOOüUÜO^lO^,  so  Jas«  dem 
oadi  filr  ihn  mca-^^lfP"  wmr. 

Folglich  tot  bei  Mep«r 
mit  dttMf 

log.oepertamus 

Aendert  mag  aber  dies  dem  neueren  Gebranche  gemfis«  ab^ 
in4^  WM  diese  Lftugeoeiobeit  ^=1  setzt»  so  ist  iii=~t« 


Byrij's  Erklärung  der  Logarithmen 
dorch  VerkDäpfuDg  einer  aritbmetiscbeo  und  geometrischen  Reihe« 

6. 

Byrg^)  gab  im  Jahre  1620  eioe  Logarithmentafel  heraus 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcbe  »nö  Geometrifcbe  Fr<iiiress  -  Cabulen,  fambt 
^hnt>li<ben  vntetvid>t,  wie  foldye  n&nhcb  tu  alietley  ^ecbnun; 

Sen  ^ebtdudben  unb  «erf?anDen  wtthen  foU  (BeOmcft«  3n  ^et 
Ilten  emot  ptaQ,  bei  ptml  ^efftn,  Ocv  AMicbfn  Univenitst 

Diese  auf  7%  Bogen  in  Klein-Quart  gedruckte  Tafeln ,  wn  de- 
nen leider  der  ,»gftind|ieh*  Unterricht"  fehlt,  sind  jetat  ndion 
insaerst  selten.**) 

Die  Benennung  „Logaiithmos**  gebraneht  Byrg  nieht 

Wer  von  diesen  swel  Gelehrten,  Nener  und  Byrg,  Mher 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,  ttaat  eich  nicht  nüt  »leheMt 


*)  Sobkt  Bevgi  oder  Juelas  Byrg  woHe  gcbom  Im  Mbre  Ifitt 
■a  Lichtentlslg,  einer  klehlea  todt  in  der  Schweis,  Kanten  9t  Cteliea 
an  der  Thor;  «ad  «terb  in  Jahre  1633  za  CaM«!. 

**)  Ich  hentltzte  das  in  der  Bibliothek  de«  k.  k.  Roiiilmrdier  -  Corps 
befind  lirhc,  gleidifalU  aue  Prof.  Uaatet^hrt  KacblsM  berataauaeade 
£xeiij|»lttr. 


Digitized  by  Google 


1S7 


eotscheiden.    Für  ßyrg  spnclMD  fo%Mide  DiachncbteB  aeitmt 

Freunde  und  Verwauatea. 

Erstens  äussert  sich  Kepler  (in  setner  Tabulac  Rudolphinae^ 
fol«  Ulmae.  1627.  Saurius.  pag.  11.  coluna.  1.  Praecepta.  Cap.  IIL) 
über  ihn  wie  folgt! 

....  hoc  inquam  si  etpetis:  ecoo  tibi  apices  logistices  anti^uae, 
uui  praestant  hoc  longe  commodius :  qui  etiam  apices  logistici 
Josto  Byreio  niultiif  anois  ante  edttlonem  N:ep eriaoam, 
viam  pramverant,  ad'lios  ipMMimoslognritliBMM.  £tei  bomo  cuq« 
ctator  et  flecT^tornin  svorura  euBiout  fottum  Inpartn 
destituit«  Doo  ad  usus  publicos  educavlt 

Zweitens  erzShtt  Montferrier  (Didionnaire  des  adeiicaa 
mafTi(  TTiatiqnes.  4.  Paria*  '183&.  Um,  hg  pag«  242.)  in  adaai  Bio- 
graphie Byrgs: 

T)i'njamin  Braraer  ....  dans  un  oiivrnc^e  f[üi  a  pour  objet  la 
ilr  st  ription  d'un  inslniraent  pour  la  p(*rs|M  (  tivp  et  le  levc«  fies 
plans,  t>  exprime  ainsi:  „C'est  sur  ces  principe«  que  mon  eher 
Deav*freTe  et  maitre  Joste  Byrge  a  calcul^,  il  y  a  vingt  ans" 
(€tt  cuTimge  paraieaait  k  Cassel  en  1630*))  „nw  belle  table  dea 
noi^Kfl^oBa*  avec  lenrs  diff^rencea  de  10  en  10,  calcaldea  k 
9  ehiffre.s.  qn'i!  a  anssi  fuit  ioiprimer  sans  texte  ä  Prajnie,  en 
1620;  de  sorte  que  iHnventiati  des  logari th nies  ii'cst 
pas  de  Neper,  mais  a  6i4  fait  par  Juste  Byrge  loog- 
temps  avant.****) 

Nach  dieser  Aeu^^erung  Branier's  hatte  demnach  Byrg 
seine  Logarithmentafel  eiitweder  im  Jahre  1602  oder  1610  be- 
rechnet, jenacbdem  Bremer  aein  Werk  im  Jabre  1622  oder  1630 
drucken  lasaen  hat  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
1614  heraTisjreojebene  Tafel  srlion  einii?»  Jnbre  früh«  r  berechnet 
haben  i^onnte;  so  lässt  sich  iiUvv  dif  Prioiil;it  der  Entdeckung  der 
Logarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit  ai>is|ue(  iien ,  sondern  man 
musa  muthraassen,  dass  Neper  und  Byrg  gleichzeitig,  jeder  für 
•leb,  anf  aelbe  Terfallen  aeiea« 


Byrg  btellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reihe  der- 
gestalt aaaammep ,  dasa  gleiehvielte  Glieder  too  beideo  lu  eln- 


•)  Wtthrst-iicinircii  int  die«  lolgcnde«  Werk:  Kurzer  aber  deutlicher 
Bericbl  vum  Gebrauch  de«  von  <U«iij.  Branicr  erfundenen  Proportional-' 
lüttmaieale««  90  SeilM,  arit  «iaer  Abbildung  des  laslronMota«  auf  efam 
halben  Bocreti.  H.  Ctt^sel.  1<SS.**  (Siebe  Ro  §g  Haadb^  auUben. 

Literatur.  8.  Tiibingen.  1830.  S.  419. 

**)  Für  die  rJr<?rlnr!ttP  der  Lehre  Ton  den  Log-arttlmien  fräre  et 
wansrhen» Werth,  das«  jemand ,  dem  das  angeführt^  Werk  von  Bramel' 
tngängig  ist ,  die  bi^er  gditoige  Stelle  wortgetreu ,  so  wie  eine  feeaae 
Angabe  der  ünlirziihl  dee  Drtiefcee  dleica  Werbet  dorcb  dM  Afebiv  Ter* 
UbBtltcben  möchte« 

mieli  Xf.  10 


m 

nn6m  eeliuren,  und  orktarto  r!nnn  jedes  GKed  der  arltfiniefii^heD 
Reihe  Tur  deo  iiogariüiiuu«)  des  eben  «•  vIelleB  Gliedes  der  g€)e* 
^  meUiiicbeii  Ueibe. 

In  derselben  Weise  verfahren  auch  nelifera  N«cbfo|gcr  Ne- 
ner  s    So  sigt  schon  VUcq*)  (eu  ZeU^enosse  Neper^s  imd 

f^n^arithmi  sunt  qoMifitatiim  eonliiiiie  pBoporfionaBini  enaiU«« 

ae<|uidiffereDte8. 

Spftter  Gaspar  Schott  in  seinem  Cursas  Msthfl— tic— .  M. 
flerbipoü«  ScfadMivIter.  166L  üb«  27.  pig.  äü: 

L<^^ridnBi  sunt  semmdum  proporüonem  aritbrneticam 

quamcunque  coutimie  creseentes,  nut  tfecrescentef ,  adjoncti  nn- 
roeris  ab  unitate  inchoatis  et  secuodum  proportioDeta  geometricani 
continae  prescenübus. 

Diese  Erklärung  dfr  Lo^ai ithnien  geht  aus  (»  nrr  von  iN  eiier 
sebr  leicht  hervor,  wenn  mao,  um  sieb  eine  Vorsteiiuug  von  ueoi 
Gtage  'der  gleichzeitigen  Aendcrang  der  ^Men  md  llirer  Logn* 
fMunen  zu  verschaffen,  eine  grossere  ]\Ieoge  Ten  Logarithmen 
um  ^iehe  Uoterscbiede,  folglicb  ihre  Zablen  in  gleichen  Ver- 
hältnissen nacb  und  nach  wachsen  lässt.  Anf  diese  Webe  erlUÜt 
was  euM  von  Logaritbmen» 

)  j  '  ••••         f  •••• 

nnd  eine,  Glied  ffir  Glied  sngebOi%e  geometrisobe  Reihe  ton 
Zahlen 

SP  dass 

Log^o='*^o»  Logyi=:a:i,  »..Logjfn^d:««»... 

st 

Ncper  selbst  bediente  sieb  dieses  Vorgaogesj  um  die  Loga- 
rithmen zu  berechnen. 

Beide  Keihcn  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frühe- 
ren berechnet,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  iortwäb- 
rende  Addition  des  beständigen  Untersdledes,  die  geometrische 
der  Zahlen  durch  feitwlhrende  MuitipHci^tlen  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  fitbr  bestisunte  Zahlen  die  sogehörigen  Locarith' 
men  an  snchen  sind,  so  wifd  fast  immer  eine  Einschailnng 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  Olipdcrn  der  Haujitreihe  erfor- 
derlich sein.  Dann  ist  wieder  jedes  (ilied  der  arithmetischen 
«Schaltreibe  der  Logarlthuuis  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Scbaltreihe.  ' 


♦)  wo? 


• 
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Will  man  sonach  eine  solche  Reihe  mit  allen  ihren  einschalt- 
baren als  eine  einzige  stete  fort^jchreiteiide  Reihe  derselben  Art 
aosehen ;  so  nmss  man  ausser  den  ganzzahligen  Stellenzeii^ern 
auch  noch  gehrocheue,  ja  sogar,  da  manche  Zahl  strengstens 
»IMM1IIII6II  asreii  keinerlei  solefae  EioMhaitung  Tuilie  geoan«  senp 
dem  nur  inuner  genauer  und  genauer ,  als  eine  fixe  Grenze  eneicbt 
werden  kaoD,  auch  irrationale  Stellen leiger  zulassen. 

Sei  demnaeli  n  ein  derartiger  allgemeiner  Stellenseim»  nein* 

lieh  positiv  oder  ncj^ativ,  ganz,  gehrochen  oder  irrational;  so  ist, 
wenn  d  die  constante  Differenz  d^T  arithmetischen  Logarithmen- 
reibe,  und  q  den  heständigen  Quotienten  der  geometriscben  Zah' 
leoreihe  vorstellt,  hekauutliLh  ganz  allgemein 

Für  die  Theorie  kann  man ,  um  nur  ganizalilige  Stellenseiger 

zu  erhalten,  den  Unterschied  d  so  klein  und  den  Quotienten  q 
schon  selbst  so  nahe  an  1  nnnehmeo,  dass  jeder  Logarithrae  so 
wie  jede  Zahl  zwischen  hinreichend  enge  Grenzen  zu  liegen 
komme. 

So  Dfthm  Neper*)  im  AnUogsgliede  «einer  geometrischen 

Reibe 

ab=  10000000=10'. 

zum  nächstfolgenden 

daher  zum  Quotienten 

^=%!flo==<^— t5«e=t -         -  j^;  . 

ferner  zur  Dlierenz  seiner  arlthnietiscfaen  Relke  c£=l,  und  zu 
iiirem  Ausgangsgliede  aro=0.  Byrg^*)  nahm  zum  Ansgangsgliede 
seiner  geometrischen  Reihe 

zum  nächst  folgenden 

^=190010000, 

daher  zera  Quotienten 


Vergl.  Klügcl's  math.  WeffCerb.  Uh  Art*  LogsrithnUe  amm,  114« 
Veigl.  ehcoda  a.  106. 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  d!a=:10,  und  zu 
ihrem  Ausgang^giiede  d^=0.  * 

tn  (1ifsf>r  Wf^ise  zergliedert  ßotiavcntiira  Cavalerio  In  sei- 
ner 1  rigrmoinrtria.  4^.  liononiae.  1643.  pag«  4.  col.  1.  num.  XXV. 
die  Erklärung  der  Logarithmen. 

Man  Hiebt  leicht  ein,  das«  das  VerstSndniss  des  hier  erör- 
terten Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Ein- 
sohaltiini>;  in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  und  irratio- 
nalen ^teileuzeiger  getrübt  wird* 


C. 

Keplers  Erl&lärung  des  Logarithmus  als  des  Ab- 
aählers  der  Vervielfachung  eines  Grundverhältnisse» 

Kepler  (in  don  Tahulae  Rudolphinae  Cap.  III.  pa5j.ll.coM  ) 
sieht  den  I^ogarithnuis  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtiger 
eines  Verhältnisses  au.   Denn  a.  a.  O.  ündet  sich  ' 

s     die  Marginal  frage : 
Elementum  logarithmorum  minimum  quid?  . 

und  die  Textanwort: 
proportio,  ejnsque  mensura»  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  INikolaus  IVIercntor  seine  Logarithmotecboia 
London  1667  et  08,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein: 

T/Ogarithmus  composito  vocahulo  dicitur  a  ratione  e 
nuniero,  quasi  ratio n um  numerus;  id  quod  plane  t-uni  re  con 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra 
tiuDenlamm ,  conteotarum  in  ratione^  quam  absoiutus  quisque  (seil 
Dumerus)  ad  unitatem  obtinet.  I 

Diese  Erklärung  war  nohst  der  voricren  lange  sehr  heliebl 
So  -iolit  noch  Klüijf^l  (Math.  VVürterb.  Ali.  ö.  18Ü8.  Art.  Logä 
rithnms)  folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel 
faclie  ein  Verhiiltniss  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grondyerfaal 

niss  ist,   wodurch  alle  Verhältnisse  gemessen  werden.  Ncmlic 

wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:ö,  so  ist      das  i/i fache  u^iö*^ 

i  i 

so  wie  auf  der  anderen  Seite  ....  das  n  getheilte  tflzii^^  fem^ 

m  m 

noch  das  m fache  und  »getheilte  a«>:6'*...   Die  Zahl  —    Ist  d^ 

m  m 

Logarithmus  des  Verhältnisses  a^iß  in  Beziehung  auf  das  o:i 
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Avf  diese  Erklärung  bezieht  »ieh  die  liildung  des  Kunstwor' 
fos»  welehes  aus  dem  sriecbiscben  koymv  d{)tQ-u>og  zuHammeu^ezo- 
gen  Ist«  und  einen  Verb ültnUsxSh  1er  oder  Verhiltnies- 
aiMaer  beseicbnet" 

£ben  so  erklärt  Schmelsser  in  seinem  Lehrbuch  der  reinen 
Mathevis,  1.  Tbell.  Berlin.  1817.  $.  41—44«  S.  61-67. 

I>le8e  ErklSruDg  der  Logarithmen  entspringt  jedock  keines- 
wegs immittelbar  aus  der  Neper'scben  (A),  sondern  erat  aus  der 

von  ihr  abc^eleiteteM  (ß),  welche  die  (Glieder  einer  arithmetiscben 
Reihe  Logaritlinien  der  gleichsteiligen  Glieder  einer  ijoometnsfhen 
neont;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt  Denn  in  einer  geome- 
trischen Reihe  ist  das  Verhfiluiiss  jedes  Gliedes  zum  Aus- 
gangsgliede  y^i  das  so  vielfache  Verhmtniss  de6  ersten  hinter  die- 
sem Aus^rangsgliede  stehenden  Gliedes  $fi  snm  Ansgangsgliedejro 
selbst,  oemlich 

Dazu  nimmt  man  aber  einschränkend  und  amr  arithmetischen 

Reilie  die  der  Stellenaahlea  selbst,  nemlich 

0^  X)         •«••  ti f  ••«• 

und  erkifirt  danach 

li  =  Log(^n:^tt) 

oder 

tt=:Logy«. 

Dieser  urspriinglich  nur  fBr  absolute  ganzzahlige  Stellenaeiger 
II  giltige  Sats  wird  aneh  auf  negative  und«  in  Folge  der  Interpola- 
tion in  beiden  zu<taiTtnieni;ehr>rii?eQ  Reihen,  auch  auf  gebrocbeas 
und  irrationale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  —  wie  es  doch  sein  muss  —  von  diesen  Rei- 
hen absieht,  so  macht  diese  Erklärunsf  der  Logarithmen,  als  Ab- 
zähler  oder  Exponenten  der  Vervieirachungeu  eines  gewissen 
Grundverhältnisses,  bei  einer  für  Anfänger  fassiich  und  dennoch 
Rundlich  sein  sollenden  Zergfiedemng  negativer,  eebf oehener und 
irrationaler  solcher  Abzähler  8ehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
über  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
bat  Desswegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
sten geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 

9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüng- 
liche Bedeutung  des  Wortes  ,,Logaritbn)us"  hier  gnindlicher  als 
bi'shei  ge:schehen  zu  crforsclion.  Dass  die  von  IVlereator  (1667), 
Gilbert  (1776),  Klüeel  (1808),  ^schmeisser  (ibl7)  u.  v.  a. 
angegebene,  und  gewlwnlicli  beliebte,  äls  a^ti>f(o^  ttßv  koymv. 
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Menge  der  Verhältnisse,  keineswegs  die  riebtige  sei,  wird  aus 
folgenden  Gründen  einleuchten. 

1.  Wer  über  die  genaue  etimologische  Bedeutung  dieses 
Wortes  vollen  Aufschluss  geben  kann»  ist  einzig  und  allein  Ne per, 

da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  erstoTt  Male  in  seinem  Original- 
werke vom  Jahre  1014  aut  der  vierten  Seite  gelirauclit  und  buchst 
wahrscheinlich  desgen  iSehOpier  ist.  Leider  anatysirt  und  inter- 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.  Nun  gebraucht  aber  jNeper  oir^ends  diesen  Begriff  des 
Logarithmen  als  Abzählers  von  Viella(  {ien  eines  Verhäftnissps; 
ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  aii^emeinen  Be^riii  mit  die* 
sem  eingeschränkten  zu  verüiiischen;  und 

3.  aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann  dieser  partikuläre  un- 
mittelbar und  nicht  ohne  sichtlichen  Zwang  hergeleitet  werden. 

Uro  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken»  muss  niao 
jene  Stellen  in  Neper's  OriginaUverk  hervorheben,  eiche  die 
allgemeinsten  und  Groodeigenscbaften  der  Logaritbmen  bespre- 
eben.    Nun  giebt  er 

L  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufeebiuss  fiber  An- 
iäBB  und  Zweck  der  Entdeekong  der  Lopritbmen,  den  ich  daher, 
weil  er  auch  sonst  )esenswerth  ist»  bier  wortgetren  voUstindig 
mittbeile. 

Quum  nihil  sit  matbemaücae  praxi  tarn  molestum,  quodqne 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  mag- 

norum  numerorum  nudtiplicationes,  partitiones ,  quadrataeque  ae 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  qnae  j^raeter  prolixitatis  tae- 
dium ,  lubricis  etiam  erroribus  plurimiitu  sunt  obnoxiae;  coepi  igi 
tur  animo  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  possem  dicta  ini- 
pedimenta  amoiiri.  Maltis  anbinde  In  bnne  finem  perpensis,  noo* 
nntia  tandem  inveni  praeclara  eompendla  (Ablcfirzungen)  alibl  for- 
fasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nuUum  boe  utillns,  qnod  una 
cum  niultiplicationibus  y  partitionibns ,  et  radicum  extractionibns 
ardnis  et  prolixis,  ipsos  etiam  uunieros  niultiplicandos ,  divl- 
dendos,  et  in  radices  resolvendos,  ab  o|»ere  rejirJt,  et  eorun» 
loco  alios  substituit  nunieros,  qui  illoruro  niunere  Tun« 
g  au  tur  per  solas  additiones,  subtractiones,  bipartitiones  et  tri- 
liartitiones.  Quod  quidem  arcanum  cum  sit,  quo  conununiusi 
so  melius:  In  publicum  matbematlcorum  usum  propalare  libuit 

Von  da  an  geliraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  1.  Defin.  G.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logaritbmomm  Canonis  Con- 
s*tr  actio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 
numeri  naturales,  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificin 
les.    (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbegriflf  der  gesammten  IMatbe- 
matik.  8.  2.  Auü.  iL  TbL  1.  Abtb.  Greifswald.  l7S6.  S.  242.). 

Nach  seiner  Ansiebt  sind  demnach  Losarithmen  gevrisse 
kfinstllch  gescbalTene  Zahlen,   welche  als  leichter  verwendbare 
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Substituten  (Stell-  und  Amtsrertreter)  anderer  in  manche  sdnff«* 
rige  Kecboungen  eigentlich  aufzunehmender  Zahlen  dienen. 

l.  INun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte  Xoyagt^fiog 
das  Grundwort  a(>t^uo^  Anzahl  oder  alls^emeineZahl,  numerus,  oder 
auch K ans,  Wert h,  nie homonullo  numero,  oder  Mass,  mensura, 
wie  in  Sow  dgi^fiog  dM  Weges  MaM;  die  BeetimmsUbe  ioy 
kann  aber  entweder  von  6  Xoyos  oder  von  koyictixog  hecetemnien. 
Die  nach  unserer  Erörterung  hier  passlichen  Bedeutungen  von 
loyog  sind  aber  nur  Rechnung,  Anschlag,  Schätzung  oder 
Rücksicht  wie  in  Xoyov  ixEiv  tivog^  fationem  habere  alicujus  rei, 
Rücksicht  Dthmen  auf  etwas,  keineswegs  aber  Proportion  oder 
Verbiltnifts}  eo  daee  tenee  Wort  eigentlieb  «Qtd-fiog  vov  Aejrov 
RechDnnireaahl,  Recnnungs- oderSohätaongswerth  oder 
-Rang,  oder  ugi^fiog  Xoyov  hyjav  rivog  aXXov  eine  auf  eine  ge- 
wisse andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  i^ezug  nehmende  Zahl,  Be- 
zugs zahl  bedeutet. «Das  Beiwort  XoytCttKog  war  zuNeper's  Zeit 
sehr  üblich,  wie  man  aus  Keplei's  Tab.  Rudolpbinae  in  den 
Anadrfielien  nnneii,  apicea  logistid  eraieht;  es  bedentet  aom 
Rechnen  gebSrig  oder  dienlich;  daher  würfe  die  lu  erfor- 
schende IJenennung  eigentlich  aQ^&fiog  XoytßxiKogy  numerus  logisti- 
cus,  zum  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten.  (\Tg\. 
Fr.  W.  Kiemer  griecb. •  deutsches  Würterb.  Lex.  8.  1825.  Jena; 
M.  J.  A.  E.  Schmidt  deutsch -griecb.  Handwurterb.  12.  Leipzig. 
TanefanitB.  1832.  ,JUiel»lclif*;  J.  0.  Sebaeider  grieeb.-deat8cbea 
Worterb.  4.  3.  Aufl.  Leipzig,  1819;  Scheller,  lat.-deetichea 
LeziooQ  in  3  Bdn.,  2.  Aid.  ä  Leipz^.  1788.,  IL  3008.). 

Nach  dieser  Beweisführung  halte  ich  dafür,  dass  das  Wort 
XnyttQi^iiog  im  Sinne  aeinee  ocbfl^fera  mit  RecbnnngaiabI, 
Beingszahl,  Rechnunga«  oder  Schltanngamertb  oder 
-Rang  (einer  anderen  Zahl)  an  ▼erdentachea  aei. 


D. 

« 

Die  seit  Euler  fibiiche  Erklfirunjf^  der  Logarith* 
Den  als  Expooooten  von  Putenzen  eines  beatimmten 
Potentiands. 


In  einem  siatematischeu  Lebrvortrage  der  Algebra  müssen  in 
der  Lehre  Tom^  Petenairen  aueiat  abaolnte  ganae  die  l  Oberalel* 
gaade  Exponenten  und  darauf  die  abaolnten  lüxpoBenten  1  und  0, 

spSter  die  negativen  aber  noch  immer  «^anzen  Exponenten  erforscht 
werden.  Danach  erfolgt  der  erste  U lick sch ri tt  vom  Potenzi- 
ren, das  Radiciren ,  nemlich  die  Hückbestimmung  des  eebrauch- 
teo  Poteotiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wird  man  auf 
Potenzen  naeb  gebredieneB  nnd  irrationalen  Bzponenten  geleitet 
Nachdem  man  ao  den  Potenzexponenten  In  beiderlei  Aggregra- 
tionsbeziehungen  and  von  jederlei  Zahlform  erhalten,  also  der 
Tctiadeiliche  .Potenaezponent  atetig  von      od  bis  -f  od  wachsen 
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kann;  erfoli^t  (1er  nnrlnre  Rückschritt  vom  Potendren  auf 
zweite  Potenzirungselement,  deo  Exponenten»  der  wßu  den  Mameo« 

,4^ogari(hiiius"  annimmt  i. 

Wenn  nemiicb 

i»tj  so  ist  j;  4er  Logarithmus  vou^  iür  die  (xrundzahl  b,  in^eichen 

Dieien  folgerecht«»  Gang  scheint  zuerst  Etiler  (Vulbtiiidige 
Anleitung  zur  Algebra.  2  Tbio.  &  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben von  J.  PI)  Grüson.  8.  Rprün,  I7tt6.  im  1.  TheU.  %.  219  nnd 
22Ü.  iS.  Xü7.)  gezeichnet  zu  haben. 

Diese  Art  der  Lop:nrithmen  ist  jedoch*  ni^ht  bloss  eini;^- 
schräokter  als  jene  Neper's  und  Uvri^'s,  v\  'il  jedenfalls  ihr 
lpgl=0  ist,  sondern  auch  schwieriger  im  Ve/iständniss  von  An- 
föngern^  weil  vorerst  das  Potenzireu  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  selehrt  worden  sein  nra«3.  Indess  pasnt  fie 
aliein  streng  in  &s  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grundrechnungen  der  Algebra,  und  kann  dnlicr  in  dieser  Lebra 
hent  zu  Tage  auch  blos  alieiu  aolreciit  erhalteo  werden. 


IL 

m 

Anf  diesen  Eni  einsehen  B^tiff  des  LogaritbmeB  lassen  sieb 
die  firaber  erörterten  Siteren  snrieb'  *'^'- 


1.  Bei  Nene r  wScbst  der  Losarltbme  «  mit  der  Bilfinreflu- 
derliehen  t  gieicnfiJrmig,  wSbnnd  die  Zahl  y  in  gleichem  VerbAlt^ 
jilsse  wtehst  Sei  nun  liUr 

Ar 

Wlhrend  also  I  von  0  bis  1  am  1  wichst,  steigt 

0 

X  von  a;^  bis      am  x^-^x^f 

nad 

^  voD      bis      in  dem  Verhältnisse  ^* 

WShrend  dagegen  überhaupt  it  von  0  bis  t  nm  t  wächst,  steig i 

X  Tim  dfis  his  s  um  m^x^f 
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y  yoo  ji^  bi«  y  Id  dem  VerbSItottse  ^  • 

Wdi  aber  mit  gleichen  Zunahmen  voD  t  auch  gleiche  Zooah'' 
roen  voo  x  and  gleiche  Verhältniisse  von  y  verbunden  sind;  so 
ainss  der  Zunahme  von  t  die  Zunalinie  von  a:  und  die  Zunahme 
der  ^teigerungs«  (Vervielfacbunga;-)  Zahl  n  des  Verhältoisses 

J;propoHio«l  .eididi 


«ad 

oder 

Daraas  felgt 


9o  V9o/ 


«— 0:1-0ä<— 0:1— 0 
fi:l==l:I. 


Anstatt  der  vier  Constanten  Xf^,  Xi,  ^q,  iaai$en  sich  andere 
einfiihren.  Sei  0  der  Logarithme  von  und  ß  der  Logarithme 
foo  6,  dann  ist  zan&cbat  mt  x^O  and  y=^Q 


^0 


«od  weim  man  dadnrcb  die  frObere  Gleicbniig  tii^t, 


oachber  ist  flir  sp^ß  und  ffs=ib 


X 


9 


folglich,  wem  man  iwcb  poteiudrt, 

Oaber  idt  ^  der  Logarithme  van  2.  für  die  Gnmdsahl 


6 
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Mlbbt  man  nin  jeM  «Mick  f  sl  aod  ßssl,  «Im  LoglsQ^ 
■ml  Logö=t,  ao  ist 

also 

t      2.    Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  vorziiDehm enden  Zusaro- 

meostelfung  einer  arlthmetiscben  und  geometrischen  Rmlie  gibt 
voo  den  xnei  hiefür  giiügeo  Uleicbuageu  (aus  ß) 

■ 

die  eiste 


deber  die  andere 


Hebt  die  arifhnietisrhe  Lo2:anthnieBfeihe  mit  0,  rfif»  ^pome» 
trigche  Lo^arithiiiandcoreihe  aber  mit  9  an,  -  d.  b.  iat  ;iro=U  ood 
yQZ=zQ,  t'olghch  0=Log^;  so  ist 


GeliSrt  d^nii  ß  ab  Logaiifbme  wa      iat  nemllcb  Om^ß  uod 
eo  Ml 

daher 


Mithin  ist  ^  der  Luuaritiime  von  ^-  iür  die  Gruiuizahi  ^« 
Macht  man  wie  üblich  ^s=l  und  ß=i,  also  Logl=0  und 

liOg^ssiy  80  bt 

* 


I 
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» 

Xs=log]fii. 

3.  Nach  Kepter's  Darstelliuig  der  Logarithmen  hat  man  (fai 
€}  die  Gleichungen 


mitii&n  Ist  sogleich  nach  Euier  n  der  Logarithme  von  ^  firdle 
Grundzahl  ^> 

Gewöbaiicb  macbi  man  yQ^i$  at«o  O^^Logi*  dann  i«t 


atso 


11 

Tvückhlicii  auf  die  bisherigen  £rliliraBgeD  de«  Lo- 
garithmus. 

^ttndtnkmal  Neper't. 

Verejieicht  rnnri  f?ip  bisher  aufgestellten  Erkläruni^en  dor  Lo- 
garithmen, so  erkeont  man  Icirht  folgende  Vorzüge  Her  nach  i 
meiner  Weise  dargestellten  ISe per  sehen  Erklärung  vor  den 
tkrigen. 

1.  Die  roit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
chen T,  Xy  F,  d.  i.  die  Hilfsverfinflernchf»  7",  fler  Logarithmup 
X,  nnd  der  Logarithmand  F,  branchcn  nliht  eben  neue  Zahlen 
2u  seiu,  isondern  sie  können  auch  un gemessene  stetige 
Grossen  jeglicher  Art,  als;  Strecken,  Bogen,  Winkel,  Flä- 
eben.  Körperräume,  Kräfte,  Genichte«  Zelten  u.  s.  w.  seiii,  so 
dass  also  der  Logarithme  das  SchitiungemaeB  oder  der  Rech- 
nttDgafrerth  des  Logarithmaods  ist 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
Mr  die  ameiet  ausgebildete  und  beachtete  Anweednag  der  Le- 

tarithmen  auf  das  Ausrechnen  gewisser  besonderer  Zahlen;  ee 

Sleibt  sie  gleichwohl  für  die  allgemeine  Theorie  der  Lrt[]|;arithmen 
hfichst  \vic)iti<:;,  wenn  man  diese  —  was  doch  auch  von  wissen- 
scbaltlicbem  \Verthe  ist  —  speculativ  weiter  verlolgen  will. 
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%  Neper's  Erklärung  lässt  schon  für  sich  selb8t  bei  dein 
Logarithmus,  wenn  er  aU  Zahlwertli  einer  stetig  veränileriicheii 
Grosse«  odsr  als  Zahl  im  weitesten  Shms»  betrachtet  wird,  beide 
algebraische  Beziehungen,  die  negative  eiieii  so  wohl  als 

die  positive .  Titu]  j  (Mhv e  d  e  Zahlform,  die  ganze,  sjebvochene 
und  iriatiöDale  (!j  /u;  wählend  alle  anderen  ErklUrunircTi  diese 
uneriäsäiiche  Eigen^^chaft  erst  mühsam  und,  Anläugern  nur  sehr 
schwer  fassiich,  nachweisen  müssen. 

3.  Dieselbe  Erklärung  lässt  bei  der  Zusammenstellung  der 
das  logarithniisohe  Sistem  bestimmenden  Hauptwerthe  des 
Logarithmandä»  und  Lotrarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  iNull  jeder  Grüäi>e  nU  LoMarlthaie  zuweisen,  oder  inan  kann 
das  Verhflltoiss  der  gleichseitigeii  kleinsten*  Aenderai^en  des  Lo* 
garithmands  nnd  LogarlAnras  beliebig  festsetsen. 

4.  Sie  enthält  —  was  für  die  Grnndiehre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  —  in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,  da  sie  eigentlich  das 
Intei^ral  eiaer  DiffeientialgleichuDg  ausspricht 

5.  Von  Neper's  Erklärung  ist  die  Byrg'ische  und  Vlacq'i- 
sclie,  so  \vie  von  dieser  die  K  e p  l  e r'ische  nur  eine  Specialität, 
bios  die  Eule  r  ieche  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
sehen  LehrgebSnde  der  Algebra  den  Schinss  der  rfickschrelten- 
den  Re^^hnangen  Yom  Poteosiren  au  maehen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zurückleitung  der 
Neper'schen  Erklärüng  des  Logarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Grdnde  ihrer  Merkwürdigkeit  (num.  3.) 
dargelegt,  nnd  durch  die  Henrorbebnng  ihrer  bisher  nicht  geahne- 
ten  VpUkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  des 
Entdeckers  der  so  äusseret  nützlichen  Logarithmen  eia 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  xu  haben. 


E. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erkläruuj^  dei  Loga- 
rithmen. 

13. 

Rei  einer  elementar -arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  iiogarithmen ,  vornehmlich  fiir  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen «  denen  aiier  gleichwohl  die  Kenatnias  der 
Logarithmen  für  ihre  vielerband  Zifferrechnongen  von  ungem^em 
Nutzen  sein  kann ,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,  hier  eiuea  den  Zweck,  leichte  und  vollständige 


Digitized  by  Google 


149 

Verständlichkeit^  besonders  wo  es  nur  auf  Anwendung  der  Logn 
riüinien  im  Zifferrecbnen  ankommt,  voUkommen  erreichenden  Be* 
(Riff  4er  Log;arllhm«n  SffeiKlicb  mHamtlieileB,  de»  M  beMÜs  i« 

(fen  Jahren  1826  —  28  erdacht,  midi  bei  Privat-Unterricht  mit  dem 

£:rn>sf<'fT  Vorthei!  fiont'ifzf  frnlio ,  hjhI  f}(*t\  auch  im  Jalire  1846  der 
damalige  Gymnasial- I^olossor ,  Herr  .loliann  Scholz  zu  Tarnow, 
mit  mehreren  Freiwilligen  au^  seitn  ii  Nchülern  der  vierteil  (vram- 
matÜuü'Klasse,  als  ganz  genügend  erprobt  hat*) 


14 

■ 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  ErUStmig  der 
Logaritbmen  Ist  jedoch  folgende  einleitende  ErOrternng. 

Die  Besch weiücbkeiten,  mit  denen  das  Ueehnen  oberhalb 
des  Ajrgregirens  (Addirene  und  8iibtmbirene)  zu  kintpfes  bat, 
waren  Änlass  zur  Erfindiuig  des  Auskunfbunittels ,  anetaö  nüt  den 
gegebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Rechnungen  zu  fiih- 
reii.  lipher  init  i»ewissen  Hills  zahlen  einfacher  uih]  leichter  zu 
rechnen,  die  man  Logarithmen  nannte  —  ^vas»  etwa  so  viel  als 
Bezieliungs-  oder  Bezugszahl  beissen  mag  —  und  welche 
man  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  ZnUen«  denen 
Me  sugehOren ,  nnseben  %nnB« 

Noth^vcndig  muss  abrr  hiezu  bciiungeu  werden,  dass  jede 
Zahl  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  aogebomen  Logarith> 
men  besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  LogarÜbine  nur  einer 
einzigen  Zahl  sngehlMre;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Legarltbanis)  mÜ 
TüUi^  Bestianntneit  auf  emnnder  bimveieen. 

Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
zu  briuj'enden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 
men) DMiaien,  so  n neb  mit  diesen  StellTertretem  auf  eine  pass- 
Hebe  beqoemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logaiilfa* 

men)  der  zu  suchenden  Zahl  zu  linden  und  endlich  wieder  zu 
diesem  die  ^ntzohMriu^o  Zahl  hestimmen,  dis  dann  nothwendig  das 
miangte  iiecbnungsergebniss  sein  rauss. 

ROcksichtlicb  der  erwShnten  mit  den  Logaritbnien  Yersnaeb* 
nenden  Recbmnigen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
einander  zu  ni  nl  ti pli  ci  ren  d e  Zahlen  (Factoren)  in  jeg^Mcher 
Ordnung  dasselbe  PkhIik  t  II«  lern,  an  die  Hand,  dass  auch  die 
mit  den  Stellvertretern  (Logaritbmen)  der  Factoren  auszufübreode 
Bmbnong  die  Ordnnng  dteser  Stdlvertreter  (Loguritbinen)  der 


*)  Ich  halte  ihm  zn  diesem  auHscrordentlichen  Unterrichte  eise 
Abschrift  meiner  vom  27.  Jänner  bis  22.  Mai  1846  Terfusatca  Sdbrift 
iMksMB «  welebe  gegenwärtig  sttter  den  Titel :  „E||0eslariehre  rmt 
den  Logaritlimeii ,  auf  einen  neaea  vcntandlicbeies  nnd  «nfkssenderen 
Be|rriflr  dieser  Hilfszahlen  g^e^ründet*'  im  Terlage  der  bleiigtn  Bttck- 
baoiiUttog  J*  G.  Calve  (Inhaber  F.  Tempakj)  ertcheibt« 
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Willkür  überlassen  milRse.  Von  drsn  zwei,  leichter  a!«  die  Mul- 
^Ucatiou  ausführbareti,  Kechuuugeu  —  di^r  Addiüou  und  8ub* 
tnciioB  gpMlittet  jedf»di  mar  dm  Adlditlott  «iae  «olclie  Fiii« 
lieit  in  der  Anordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  musciuft 
fn^^d«  Grondaigen^cbaft  von  de»  liogamliMeft  fordani: 

„So  oit  mehrere  Zahlen  mit  eiaaiKler  zu  muitiplicirea 
Bind,  mteen  ihre  Logurlthmen  addirt  werden/* 

l>anach  stelle  Ich  nun  folgende  Er klirang  der  Logarltb- 

ueo  auf: 

Logarithmen  tob  Zahlen  sind  gewiaae  nach  dieaea 
Zahlen  dergeatalt  bemessene  Hijfszablei},  daaa  der 
Logarithmus  des  Productes  'beliebiff  vieler  und  was 
immer  für  «reicher  Zahlen  die  Summe  dar  Logarithmen 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist 


1& 

In  lehrender  Form  auseesproehen  vem'andeit  sich  dieae  £r* 
klinmg  in  folgenden  Grundlehrsata: 

L  Der  Logarithme  jedes  Productes  ist  die  Summe 
'der  Logarithmen  aeiner  Factoren. 

Log(a6c       Loga  +  Log6  -|-  Loge  —* 

Daraus  folgen  nun  sogleich  auch  die  drei  weiteren  Haupt* 
lehrafitse  mit  LogailthMn,  nemlldi 

II.  Leg  2*  ssLog  a  —  Log^ ; 

denn 

also 

Log  ^  -ii  hogO  =Loga 

* 

uad 

h0gj  =Logs— Logft'« 

1IL  Log(a»)=:nLoga« 
weU 
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Lüg(a«)  =  Log(aiM  .m...) = Loga  -|-  Loga  -f  Loga  -|-  ^ 

=nLoga 

•  1 

IV.  LogVa=s-Log«, 


wett 


also- 


jiLogVasLog« 


imd 


«  1 
LogVa  =--Loga 

Für  den  Zifferrechner  genügt  es,  die  beiden  ietiten  S&tie 
oor  fiür  absolute  ganze  Exponenten  n  zu  erweUea. 

UeberAes  ereieht  map  leicht,  dass 

Logl=0 

Ut  Denn  es  ist 
tlso 

L 

Logt  ^  Logas  Loga , 

daher 

Logl =Loga Liig»sa30. 

Um  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  Logarithmen "  bcleg- 
tpn  Zfiger,  der  obigen  Grniul In rdenme:  irf'niäss,  anzupasseo,  muss 
luaa  mit  irgeod  einer  ausgenähiten  Zahl  einen  gewissen  Logaritb- 
Ml  veriiofipfen.  Am  ztisagendoleii  findet  man  es .  sich  für  ebe 
2ihl  m  entochelden,  der  man  den  Logarkfamen  1  beilegt  OfMe 
Zahl  nan,  deren  Logarithme  1  ist,  wird  die  Grandiahl 
(basis)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sonrenann- 
tes  SIstem  ausmachenden  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
geüajint. 

hie  I Iprleitnn«?  der  Vpri^!('i<  iiuMgen  der  Logarithmen  aus  Jenen 
der  Zahlen,       wie  die  (Jebeixeugung  von  der  Mi^ichkeit,  zu 
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jeder  Zahl  ihren  Losrarttlirnen  zu  berechnen,  gründet  man  sofort 
aui  ioigcodeii  ieiciii  zu  rechtlertigcuUcu  Satz« 

„Hat  man  was  immer  flir  avrei  von  0  und  1  ^fachiedene  Zaii- 

len,  so  Hillt  jede  der  von  d^r  ersten  an  aufsteigenden  Potenzen 
rler  einen  Zahl  oder  iliies  Lmi'ekehrten  entweder  auf  eine  der 
von  der  nullten  au^»  aulstelgeuden  Potenzen  der  anderen,  oder 
zwischen  zwei  unmittelbar  nach  einander  folgende  solche  Pofenzen." 

Ist  daher  a  ir;2;end  eine  Zalil ,  deren  TjO£;arithme  in  jenem  S'i- 
•teme  zu  aucben  ist,  dosseo  Grundzahl  ö  ist»  so  moss  die  nte 

Potetis  enttreder  von  a  oder  von  ^aewiaelieii  die  «te  Bod  i»-fIto 

Potenz  von  b  fallen,  in  Zeichen 

a"'=Ä»....6'»^»  oder  ^^^'"=6»  6»+*  , 

sein. 

Dann  ist  enfireder 

iaLoga=fi...Jt-f  1  oder  »iC-^Logaj =».«..  it 1^  ^ 
also  entireder 

,         n    «+1     ,      ,  7t  ii-fl 

Lugii—  — -    oder    Loga=— ^   — —  . 

Man  erkennt  nun  leicht,  das«  man  sich  hier  auf  gebahnteni  und 
bekaoBtem  Wege  befindet« 


16. 

Die  H  a  11 }» t  V  o  r  t  h  e i  1  e  meiner  Erklärung  der  Logarithmen 
bestehen,  wie  nicht  zu  verkennen,  darin,  dass  zu  ihrem  Verständ- 
niss  schon  £e  Kenntnisse  des  PotenzireBS  und  Radidreos  nach 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  ans  llir  so« 

Sleich  ohne  oeweis  einleuehtet,  da^s  die  Loi^arithmen  tob  hti* 
erlei  ^positiver  und  nei^utiver)  algebraischer  Beziehung  und  von 
jeder  der  dreierlei  Zahllormen  nein  kfUinen.  Ein  Neben  vor  theil 
derselben  ist  der,  das8  man  leicht  einsieht,  dast?,  sobald  ein  lo- 
garithmisches  Sistem  der  Gmadfordening  genfigt,  ein  anderes 
'  gloichfalls  genfigendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtiiche  Loga- 
rithmen de«  ersteren  dvrcb  eioeriei  Zbhl  mnitiplicurt  oder  dimnt 
Oeon  ist 

Log(a6(;....)=^Loga-f-^ogZ>  -f  Lo^c  + 

ao  lat  anefa 

I 

IM  Log  {aOc....)  =  mLoga  4-mLog6  4-mLogc-f  .•••« 

i 
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Bezeichoet  man  nun  die  »imal  so  grossen  Lugarttiimen  durch 
log,  Mtit  aMOi  oanlicli  flktriiaupt 

m  ist  aucb  • 

log  («6e.-)s3loga    log6-f  logo4-..«. , 

liiiUiin  genfieeii  aucb  die  i/iiucheu  also  dem  zweUttn  Systeme  ao- 
gehörigen  Cogaritbmen. 

Sind  die  GnindsahieD  dieser  Systeme  B,  l^,  «Uo 

t*ogB  =  l,  Iog6  =  l; 

80  ist 

mLogB = m = log^ «   fftLiog6  =  log6 = 1  j 

daher 


Zweiter  Abtehnitt 

Versuch  einer  iiaiui^cmäi»6üH  uud  luügjicbst  1  cicbt 
fftssliclieii  HerleitüDg  der  sialftrItüAe»  Logarithmen. 

17. 

Binleitang. 

Die  T.pfire  von  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
den  Lehil*iichoni  der  Alijebra  oder  Analysis,  meines  Eraehlens, 
weder  die  gcbühreDde  «Stelle  noch  die  richtige  Uebandluii^  erbal- 
teii.  GeiWinnlicb  entvriekelt  man  entweder  in  der»  die  Oilerenffal- 
recbnuiisf  einleitenden,  sogenannten  ,,Analysis  des  Endlicbea"  oder 
in  der  (lifferentialreebnung  seihst  naeh  Aafstellttiig  der  T&ylor* 
sehen  Reibe,  die  Reibessiimme 


•••• 


oder  die  Grenze  der  Potenz  (l-ft^)"  ^^ür  die  unendliche  Abnahme 
d«  VerlBderlittbeii  u,  und  sagt  dann,  »Jene  Saanie  oder  dles# 
CwBse»  d.  L  die  bestimmte  jedoch  irretioiwle  Zahl  271828«....« 

B»Dd  XV.  11 
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iait  man  amieist  diareh  ^bm  DmsIwtebM  e  bezerafaittt«»liebtDe  man 

zur  Grundzahl   der   sogenannten   natflriicben  I^arithineB 
oder  man  äussert  sirYi  Vvohl  gar,  ,.N«per  habe  sie  nr  Gniiid> 
zahl  fieiuer  Logarithmen  angenomueii«^*  ^ 

Ist  es  einem  echar&innigen  Schiller  erbubt  seine  Mdfaning 
frei  za  äussern ,  so  mnes  er  wohl  fragen,  wie  doch  Neper  oder 

sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrntionale  Grundzahl  gera- 
theu  sei.  Wie  niuss  er  aber  erst  staunen ,  wenn  man  ihn  dacjeges 
bescbeidet,  iXeper  habe  von  dem,  was  man  heut  zu  Tage  io^a* 
ritbmieche  Grundsahl  nennt,  gar  nichts  gewimfl  Anderet- 
selts  hat  man  ihm  io  fter  Algebra  hegreiflich  gemacht,  dass  es 
wohl  am  natfirlichsten  sei,  die  als  Grundzahl  des  allgemein  üblj- 
«hen  dekadischen  Ziffersystems  vernendote  Zahl  10  zur  Cniöd- 
zahl  der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswei^in  düifte  er  sicher 
lia<^en,  warum  man  nicht  lieber  die  dekadischen  LogaiichmeD 
nattHrllehe  nennen  wolle. 

Eben  so  onhaltbar  dit»  Erklärung  der  natürlichen  Logarith- 
men als  jene,  deren  Modal  —1  ist,  wenn  man  den  Beirriff  des 
Moduls  nicht  lest  bestimnkt;  wie  z.  B.  Pasuuich  (Aulangsgr. 
der  geeamnt.  theoret.  Matbentttk.  4.  L  Bd.  Wien.  1819;  S.  169. 
§.  780  -  782)  in  folgender  Weise  irrig  getfaan  hat.  „Für  jede  swei 
Grundzahlen  bleibt  das  Verhältniss  der  Logarithmen  einer  und 
derselben  Zahl,  6%  welche  diese  auch  werden  niHire,  beständig. 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  ju,     ,  denkbar,  direii  Verhältniss 

zu  einander  jenem  bestäadi^^en  Verhältnisse  gleich  ist;  der- 
gestalt, dass,  wenn  P  die  Logarithmen  jener  Zahl  Ö  sUkI» 
alleraal  M:P=zu.:n  sein  muss.  —  Diese  bestimmten  Zahlen^ 
n  nun  heissen  aie  Moduln  (1)  beider  togarithmischen  Systeme. 
—  Legt  sonarh   ein  logarithmisches  System  dergestalt  zu 

Grunde,  (l;iss  sein  Modul  —\  sei;  wahrend  der  Modul  jedes  an- 
deren iSystemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m  gleich  sein  soll: 
SO  wird  jenes  das  natfirlldie  System,  and  dieses  ein  kftnst* 
liebes  genannt'*^ —  Nun  lässt  sich  aber  Jedes  Verh&ltoiss 
dadurch,  dass  man  seine  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  theilt, 
so  umstalten,  dass  ia  ihm  ein  Glied  =1  werde;  es  ist  nemlidi 

Mithin  könnte  man  den  Modu!  jedes  logarithmischen  Systems  zu 
1  mafibea,  folglich  jegliches  »äystein  als  das  natürliche  ninsteileo» 

•  Engländer  und  Franzosen  nennen  die  natfirlichen  Logarfthmes 
»hyperbolische  oder  Nepersche'';  sogar  jetzt  noch,  wo  doch 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersachung  anderer  Linieih 

als  der  gleichaxigen  Hyperbel,  Logarithmen  in  Anwendung  konk 
men,  und  alle  Arten  von  Lo<!:artthineii  durch  Flächeninhalt  nvper* 
boliscber  Sectoren  sich  darstellen  lassen;  so  wie,  dass  Negers 

Iiogarithmeii  nlcl^t  die  Zabi     sondern  ihr  Umgekehrtes  ~  aar 

Grundzahl  haben.  (Vergl.  unten  Art.  S3.).  Wollte  man  dieieoim 
LogarHhnien,  deren  wmdsahl  e       naeh  ihre»  EntdeeMr  te- 
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nennen;  so  mtot»  mm  ii«  mek  4M£idwr«iMr  Byrg  ^  Bft 

'Will  MB  Bim  itfcht  iB  dem  led«rieit  miMÜcheB  SdiaiM 
Mwr  BfiBBmai  aBuie  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  woM  am 
geratheBsteo,  die  anf  GrandzaU  e  bezfigliclieo  Logaritfameiv 
wie  ilhl'K-h  ,  (üe  natdriicben  zu  nennen:  aber  auch  zugleich  ihre 

AhleituiiL:  so  naturgemäss  durehzufütir«  !) ,  dass  diese  Benenoaog 
|>a6fieDii  uud  ungezwungen^  also  8eibä»t  uatürlicb,  erscheine. 

Dabd  Meibl  m  jedoch  im  Interesse  de«  wissenscbiAiidleB 

Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  DifTerentialrechTUTn!^  nnch 
ooch  wünschenswertb,  dass  diese  Ahlrituni:  ,  die  schwlnriL^  zu  he- 
erändende  und  der  höheren  Analysis  unbedingt  zu  liberiasseode 
Leine  von  den  convergenten  Reihiefl  umgehend,  bloss  e lernen« 
tare  Büfsmlttel  lienBtse. 

Das  Fols^ende  soll  ein  Versuch  einer  <?o!rhen  Elenientarlehre 
der  natürlichen  Logaritliinen  f^ein.  Diese  Üi.sst  sich  zugleich  theils 
nach  den  bereits  erürterleu  vetscbiedeueu  Begriffen  vom  Logarith- 
nei  ricbteo»  tbeils  aee  gewieeeii  GreozYerliUtBleMB,  tlieils  cod^ 
lieh  aas  der  Lehre  tob  den  Icieirltiimiechen  PropoHieBaltlieilsB 
0chi»pfeB ;  ironacb  unsere  UBtertneilaBgeB  eick  ricbteB  werdea« 


Lehre  >on  deit  nntfirlichen  Logarithmen  nach  ^e 
per's  Begriff  vom  Logarithmus. 

Modul« 

Nach  Neper's  Erklärung  des  Logarithmus  fanden  wir  in 

Art.  fS. ,  ^venn  .r  einen  TjOfraritlinien ,  y  den  Ijogariffjniand ,  dent 
ef  nn^ehiM  ( ,  und  Jj",  /iif  ihre  beziehungsn  eisen  Ziinalimen,  end- 
tieli  m  eine  gewisse  beständige  Grosse  aus  der  Gattung*  der  sc 
heiMnet,  fSr  Kai^xaiO  BBd  lim^^=:0 


Der  Quotient  des  Zuwachses  des  Logarithmus  durch  'deit 
verhäitoiasnia«i$igen  Zuwachs  des  fvoj^arithmand.«  strebt  demnach, 
'♦ei  unendlicher  Verringenin«?  des  einen  und  anderen  Zuwachses» 
<^e  Ende  einer  fest  steheoden  Grenze  m  z«. 

Diese  Grenze  m  nun ,  nach  der  sieh  BSthwendig  das  betreffende 
logarithmische  System  solbst  modificirt,  pflegt  ttlB  deo  JMeditt 
<lifises  Logarithmeosystems  aii  Bennea« 
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'  Neper  setzt,  ausgehend  Ton  dem  Logartthmand  v=p,  dem 
er  die  Null  als  Loirarithmen  beilegt,  Jrf  —  —^.T,  daner  ist  der 
Modul  des  Mcperschen  Logartthnieusy stems  m= — q. 

Ffibtt  mm  fdr  und  ihre  ursprüngKchen  BodeiltiMOi 
(x  -I-  Ja;)  —  r  oder  Log(y  f  Jv)  —  Logf  «nd  (v  +  f  •»  0%a 
Gienigleicbinig  ein »  so  läaat  sieb  ihr  auch  die  Form 

ertheilen    Setzt  man  noch         und  Jg^^tf^  ae  iet  aneh 

lim  f^)— 


oder  wegtn  Logi^ssO 


Ilm  li£^±2)-3  5 


10. 

E in f ü h ruing  und  Rechtfertigung  der  Beuenuuiig: 
»«natü|riich  e  Logai  itlim  en/' 

Gewiss  Ist'  es  sehr  angemessen, 

1.  die  Null  der  Zahl  1  zum  Loearithmeo  zu  gebe», 
also  ^  =  1  zu  wählen^  weil  dadurch  in  den  allgeraeioeo  Ausdrü- 
eken  der  Logarithmen  von  Producten ,  Quotienten ,  Poteosen  und 
Wttrsein,  und  sonach  in  allem  Rechnen  mit  Logarithmen  die  Im- 
denteodste  Veleinfachung  eintritt,  (vergl.  Art.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logarithmanden  zu- 
gleich wachsen  za  lassen,  folglich  Jx  und  J^  gleichstimmig 
mid  dadurch  den  M  o  du  1  tn  positiv  zu  maofaen »  nicht  aber  die 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  und 

/ii/  entgegenge^ictzt  und  dadurrli  «Jen  Modul  negativ  zn  mnchpn: 
denn  im  ersten  i^'alle  werden  Hie  Logarithmen  der  zumeist  in 
Rechnung  koiiuaenden  ganzen  Zahlen  positiv^  im  and^i'eo  aber 
widernatfirlich  negativ; 

3«  diese  gleichsfimmigen  und  gleichzeitigen  Aendernnffea 
Ja: f  Jy  der  Logarithmen  und  der  Logarithrnande  y  am  iJr- 
Sprunge  heider,  wo  nemlich  der  Logarithme  ^ull  und  der  Loga- 
rithmand  =.q  ist,  einander  gleich»  Ax^Jif,  anzunehmen  uud 
dadurch  den  Modul 
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zamadieo,  folglicfi,  nachdem  man  (vermöge  1.)  bereite  ^al  ge* 
wiUl  batj  den  Modul  in  1  £u  vervvaiiuelo. 


Ut  es  avcli  saiiz  passend,  de«  so  irorgerielitele 

Logarithu!eii^\  >tein,  in  welcliem  die  Null  der  LogariiDine  tos 
Eins  mid  der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Losfnritlimcn  mit  dea 
Logarithmandeu  zuülpif  h  wachsen  oder  abiiehmeu,  das  füiffir» 
liehe  and  jeden  in  .sclbei»  gehörigen  Logarithmen  eineu  liuluiii* 
eben  (naturalis)  zu  nennen.  Diesem  entge^^en  nennt  man  iedee 
andere  Syetam,  eo  wie  kden  in  daeeelbe  gehörigen  Logitfilnnm 
känstlieb  (artificialis).  Einen  natfirlichcn  iTogaritbmeo  beselcbnet 
mm  entweder  dürr  h  \n-x.  v.:^.  rxfor  genohntich  nur  fUtt  kins  dmA 
l,  eiaen  kunatÜrhfn  üiierhaapt  durch  leg.  artiC 


20. 

MSglichkeit  der  Berechnung  des  Logarithmen  einer 
WstimaiteB  Zahl  ia  Besag  *aaf  elaea  f«stgeatalll#» 
Modal,  m4.  «sgakefcrt  der  Zahl  ae  eieen  gegeheeea 
LagarilkaicB. 

aac^  ArL-L  loehfere  iu  dufciiau»  gieicbeia  \  erbäiti*!*«« 


nd  die  a a^rbi m ri ^ f-tt  ust  ^^'yckn:  L  alüf »clüiidt;  iMrLbfLint^V^u^/tu 


sei  feruer  die  Ä*iie-::;^u£^:zK%!  ,  der  i^r  ^ast5rtl^^■^e 

lö^ithiDe  jrt,=4^;  t^KÜjKii  «Pt*  «ier  U«1e!r>-daie'i  ■i/.,.~Jy.,'^rj. 

und  Qdiii  .hil.  «Sl  ü.  iks'  läKtipbiie^  g^-*»-*^  rittfriinliicili  dtf  jL»- 

gVtthMB 

^Ktn  bat  man  ^      £^  «u^^^idlite  E«lhe  «der  Zahleu  (Li»| 

Tiiaiide ;  ^  ^reomtitnticb ,  die  der 
axiduiMBäadk  uit » 


Sei  m\i\  ff  eine  gewisse  Zahl,  x  ihrljfy^nnfhme ,  »o  fällt  entwe- 
der ausüdhras^veise  y  mit  einer  der  Ikm ''chneten  Zahlen,  >/„,  folg- 
lich a:  mit  dem  Logurithmeii  a'„  zusaiuineü;  oder  es  liegt  £iiuieij»t 

ff  xwfsehen     «od  yn-^j ,  folglich  »udh     xwMieo  atm  luidl 
WE8  ivir  Iran  durch 

y=y».."y«+i  und  a;=s«a^..a:iifi 

andeaten  woUeB« 

In  jenem  Ausnabmefalle  ist 

(77  \"  ?2 

imd  wenn  raan  d«n  Ansdrocfc  toh  ^  ans  einer  dieser  Gkuchnagei 

lu  die  andere  fc^abstitiürt«  erfolgt 

t  ■ 

In  den  gewöhnlichen  FäUen  eher  beatimmen*  wir  elnnal  au 
den  einechriakenden  Gransaaadrficken 


In  an^^ekehvltr  Ovdnnag.  den  Qaetefia. 

»4-J 


-  j.5'j-.....vi-. 


und  setzen  dle^  Grenzwerthe  in  die  glelehatelUgen  EinsduiB- 
kongagrensea 

Logy»r««.iiS.^m(ii-M)l»  • 
erhalten  daher  den  Legarithmen 

nachmalen  Lestimmen  wir  ans  diesen  GreuzausdfückoD  W9n  i'Ogjf 
lo  umgeiwehrter  Ordnung  den  Quotienten 


^      jr  *  mOH-I)      nw  ' 
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nai  teteen  Ito  in  die  gleichvielteo  EiMidiiiabiiigiigreDzeii  von  ^, 
«riudten  demnach  den  LogarMmMmd 

Ml  dia  BfliechiRiiw  der  LomittbnMn  mSgUclMit  gtam  ge- 
idMieii,  wo  msum  Sam  Intervall  der  nreprObgliclieD  emengenden 

Grenzen  von  Log^,  d.  i.  hinreicbeiiü  klein,    daher  auch 

srhon  die  Differenz  77  rerht  klein,  iniAifi  unendlich  aboehmend, 
limi2=0,  anG^enoinuH  II  \^  ('^lloTK  L>aDD  muss  aber  f(ir  jeden  eodli* 
cheo  Werth  vuu  i^ug^  die  Zahl 

anendlich  wachsen  oder  liran=OD  sein.  Führt  man  Jlcse  uner- 
reichbaren Grenzen  in  obige  Auedriicke  von  ho^  und  ^  ein,  so 
Mel  auD  fU«  iaMeraten  viensireithe 


1 

Beeekfcn«!  mm  4m  Ungdkebrte  von  »  mit      aleo         ee  wiid 

w 

Ar  liniiasQD=:^  offenbar  lim«*=0»  daher  ist  aneb 


Legy=m.lim 


Für  uatürlieke  Logaiithmen  ist  0=^1  und  »ss^aBl« 
diber  ftkat  nM  die  etoschrärnvoden  Grenxauttdrucl^e 


♦)  Von  ilcn  liier  j[^cfunc1inrii  äquivalenten  vier  Grcnzglcichungen 
Ui  denmacb  jude  dm  Integral  der  im  l.  Ab«cha.  Art.  ü.  au%«tl«Uteii 
wiHrhne  DiffneneBgleidiaBg 

7  i« 
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and  die  inssersten  Oreuwerihe:  - 

m 

n  y—'X 

Itf  ssliin  (v^— 1)"=  Hra  * 

1«  den  jetzt  gebräuchlichen  Logarithmensystemen 
1^  durchweg  der  Zahl  1  die  Neil  als  Logarithmen  bei»  d.  i* 
man  setzt  gzszl,  dadurch  wird 

^    \  *  «(«-f  1)/      \  *  mn  / 
vod  vollatlndig 

n  y  _  J 

Logjf  SS  m .  lim  (Vy^l)»     m .  lim  ^  » 


ä>=sO 


21. 


Verglei eh n II [i;  der  Loc^arithnicn  von  einerlei  2?ahi 
in  verecliledeiieii  logaritlimi«clieo  ib^ystemen*  " 

Gehören  zur  selben  Zulil  y  in  zwei  losaritbmischen  Systemen, 
deren  Moduln  m  und  m'  sind,  die  LogaritnmeD  x  und  x\  die  wir 
durbb  Logy  und  log^  unterscheiden  woDen;  so  ImI'  man  nach 
Art  5.,  insofern  die  Aenderung  der  sich  fflei(;hbleit»endeo  Zahl  y 
anf  &s  die  nemliche  angenommen  werden  darf«  sowohl 

^=j^^jp  mid  Logy=2a:, 

9 


als  auch 


^  und  log^=«'. 
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Stfat  M 

■ 

also  waeth,  wenn  man  svmndrty        —7  +  Const.   ISind  nun  die 

Luyttthien  vbAI  M  der  nemliehen  Zahl  ^ay  angleicfa  NaM, 
so  Mi  Const  ssO»  daher 

oder  '  ' 

m       m'  ' 

d,  b.  io  zwei  logarithmischen  Systemen,  welche  heide 
derselben  Zahl  die  Null  als  Loganibme  beilegen,  sind  ^ie  ho^ 
l^aritbnien  von  einerlei  Zabi  den  Modnin  dieser  Systeme 
proportlonirt. 

Diese  Prcpporlionaütil'beetStift  aacb  die  In  ArtSOL  gefundene 
CMeicbnng 

(?)•_! 

LoiMrsm.lim    . 

*«  • 

Denn  ist  in  ▼eiseblodenen  Systemen  Ntdl  der  Logarithme  dersel- 
beo  Zahl  q,  so  mnss  für  einerlei  Zahl  y  die  angedevtetilj.GfflMe 
dieselbe  sein«  danach  ist  Logy  proportional  mit  m. 

Ist  DUO  das  eine  System  das  natürliche ,  also  m'  =  1 ,  und  das 
«ädere  ein  kflnstilebe«,  in  welchem  audb  Log  ls=0  nnd  der  Modul 
m  ist,  so  übergebt  die  ?orletate  Glelcbimg  iq 

Ii  •  •  ,  '• 

log.artif.y^_ 
la  *■ 

«ad  hleraos  ibIgt 

log.artif.jf=:m.i^. 

Diese  Gleichungen  dienen  zum  U ebergang  von  kilnstlicben 
Logarithmen  auf  die  natürlfdi'en,  und  nmgelwhrt  j 

Es  (genügt  demnach  fiir  jede  Zahl  y  vorerst  ihren  natürlichen 
Lugarilhmeu  nach  den  Art.  20.  aufj^estellten  Grenzausdrücken 
oder  naeb  dem  awladten  sie  beide  fallendeii»  folglich  genSberten» 
Ausdrucke 


Digitized  by  Google 


162 

WO  =  ,,eenSbert  gleich*'  bedeuten  soll,  zu  berechnen.  Diesem 

feinäss  bat  inan  aus  der  vorliegenden  Zahl  y  eine  sehr  hohe 
V^urzel  zu  ziehen  und  ihren  üeberschuss  öher  die  1  mit  dem 
Wurzelexponenten  zu  multipüciren  Dji^  l'rotiuct  wird  den  uatür- 
lidimi  Logaritbnm  von  w  AtnAo  genauer  amdrilckea,  je  grosser 
der  WurielezponeBt  ist  \m  be<{uem«ten  rechnet  man ,  wenn  man 
för  n  eine  Potenz  von  2  annehmend  sehr  oil  nach  eincinder  die 
zweite  Wunel  zieht  —  Erläuterungen  und  Beiapieio  iMct  OMMi 
in  Callet  Tables  de  Logarithmen«  pag.  11  — 1& 

^111  man  jedoch  mit  dem  iiaigfildieB  LoeatithmeneyetMe 

efatOB  vergleichen,  in  welchem  der  Zahl  c  die  Null  als  Logarithme 
zugeschrieben  wird«  ao  wird  man  mit  Betdekaicbtigmig  de«  Art.  90. 
in  dem  Auadnicke 

y  in  ^  TCKWftttdela«  wonacjbk  er  i»  '  r 


n 


ttergebt.  Oadndi  —uhlliit  4ch  (H*  Jwllf  CSMekaag 

II 

Logy=iiilim(y    — l)« 
\tt  die  nUgourtniete  Vefgleiekung 

l-egjjtcmlf. 

der  man  dadorch,  dass  man  y  mit  (j/y  vertauscht,  auch  die  Foim 

*3r=i:Log«r 


zuweiaen  kann. 

Dienen  Tergleicbungen  anlblge  erhält  man  für  Neper^a  Lo- 
garithroen»  bei  denen»  vermine  Art  4  nnd  5.»  fit=— ^  and 
^=10^  ist,  du  Vergleicbumgen  mit  den  natflrüeheji  Lo* 
garithmeo 

log.nep.y  SS— ICFleg.nat. f 

1 

log.nat.y = — '||^log.nep..ylO^  • 


Digitized  by  Googb 


^  1 
Iog.nat.  ^  =  -  log jny.|f , 

■nd  faieiiB  Hegt  fUgender  Sste: 

Schneidet  man  von  den  Neper'schen  Logarithmen  und  von 
den  Zahlen,  zu  denen  sie  gehören,  7  Deciraalsteilen  ab,  oder 
Iftwt  man  In  der  Neper'achen  Logaritbnmitafel  «owoU  die  Zah* 
lea  als  auch  ihre  Lagwittoea  admidlllaMlal  alhiea,  md  vimmt 
«ach  die  LogaMnnaa  aegaHv,  ao  Ubafgelm  ale  la  MAMebai 


Würde  man,  wie  es  am  angemessensten  wäre,  io  ^jepers 
Caoon  (Tafel)  die  ganzzahligen  Logarithmen  und  Logartthmande 
ala  Zahnmlllieatel  leaaa,  feMidi  f:£l€^:l«r=l  aBdiis-f=>-l 
aetaea«  aa  wäre  iedor  84ttq|B  Neper'schejLogarithme  Log.nep.y 
sr — \y,  neaiUch  der  entgeg^ogesetzt  bealealiche  BaMidia  liaga- 
ritlraie  dea  aemlichen  La^a^ttuBaada. 


Grenaaaiil  a.. 

Der  in  Art  18.  gefundene  Ausdruck  des  Moduls  verwandelt 
aScli  in  jedem  lagariduaiadiei»  6yateme,'  welefcea  ^ssl  «etat,  ' 


IB 


>  • 

und  gibt  aefort  auch  (Art  4.). 

1  i 
,  m^llmLog(14-^=I^og'i"^(i>4'^- 

Da  nun  m  eine  üxe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
gepflogenen  Uateranehung  jeder  reelle  liOgariäme  s  nur  eiaer 
gewiaae%  ZaU  jf  aagahOrea  kaan,  ao  mm  aadi 

lim(l-f 

eine  bestimmte  Grenzzahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Teriaderlichen  fi  eine  beaondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  'be* 
aendere  Zahl  sein  muss  und  einem  herracbenden  Gebianebe  au- 
lb|ge  mit  a  beaalcbnet  werde«  aoH»  ao  d9am  wir 

llin(l+iB)^=e  . 

aetaan.  Dadnrcb  wird 
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folglich  koiiiiul  in  jedem  logarithmischen  Systeme,  wo 
Logl=0  ist,  der  Modul  m  mit  dem  Logarithmen  der 
Grenszahl  6  flberein« 

Insbesondere  ist  im  Tinffirlichen  Los^aritlimonsystemc  m  —  i, 
daher  \e=ly  d.  h.  der  uatüriiche  Logarithme  der  Grenz* 
zahl  e  Ist  gleich  1. 

>  •  • 

Zur  sSheniBgsweiseD  Bereehnwo^  dieser  Greotsahl  e 

dienen  daher  die  in  Art.  20.  im  natürlichen  Systeme  fiBr  den  Le- 
garitbmand  y  aufgestellten  einschrfinkenden  Grenzausdröcke,  weno 
man  daselbst        und  lysslecsl  setzt.  Danach  wird 


I  •;  II 


Sucht  man  Torläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten  ganz- 
zahligen GreTV/of)  (Schranken)  liir  die  firagliche  Greszzabi  e,  so 
setze  man  alimäUch 

nsl,  2,  3,  i,  6,  

dann  ist 

,  .'■  .,  ,,e.>i-6,.l-7,  10,  2-07. 

aber* 

<4,  3*4^  3*1»  3*0$,  2*9, 

mitbin  liegt  c  zwischen  2  und  3.^ 

Für  hohe  Zahlen  it  ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbeqnem,  deshalb  ümsetzen  wir  in 
der  untern  Grenze  n  in  n  —  1,  wodoich  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  obereo  upd  sohin 

'  '  •    ■  •  * 

erhalten»  Das  VerbSItniss  dieser  Grenzen  ist  =  ^^H-^^ 
najis  ssl 

Wenn  demnach  n  aiicb^  schon  sehr  gross  ist>  sq  beträgt  die 

Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  —  des  unteren  Greoz- 

werthes  von      und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  2  ist.  so 

4 

fiillt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter 


vd  die  FelilMre  nse  f^oriiigflteiie  0*004*  Iii  der  Tbftt  findet  man 
mit  Hilfe  der  dek»di8(  l)on  Logarldunen        7143....27iua»  aleo 
Fehlergrense  ssO'iiO^,  ee  d«ee  man  höchsten«  e:=2*7l.*M 
Mtien  dsrÜ 

Wenngleicii  die  hiei  ^6«eigte  Berechuuu^svveise  der  Grenx- 
nhl  e  ein  seht  ufigeiisiHes  Eigebuis«  Helert»  so  genäht  doch 
schon  der  i#n  uns  segebene  Nachweis  der  Möglicbiett  einer 
beliebig  zu  verschlirienden,  wenn  anch  finsserst  schwer  und  ledtff* 

lieh  in  der  Kiiil)it(liiii£;  misrührharcn  ßerechiiung  derselben,  weil 
der  wirkiicbe  ZiflVrht  trai;  dieser  Zuhl  fast  Jlle  io  den  Zifftmob- 
Doogeu       Anaiysk»  verweudet  wird* 

Führt  man  die  Grenaxahl  e  in  die  im  Art  20.  fOr  \jf  gefiio* 
dtne  allgemeine  Grenzgieiebung  statt  y  ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grensausdruck 

lim  l-H-?  -s  1 , 


23. 

Grandaabl  eines  logarithmiscben  Systemen  und 
Berechnung  derseiben  aus  dessen  Modul. 

Wa«  man  iieut  zu  Tage  „Grumlzalil  eines  Loi^arithmensystems*' 
nennt,  kann  in  einem  iSysteme,  wo  mau  die  Null  einer  anderen 
Zahl  als  der  1  zuweist,  wie  im  Neper'scfaen  Systeme,  streng 
emommcD  gar  nicht  vorkommen*  Denn  will  man  allgemein  jene 
2abl  6  die  Grnndaahl  eines  Logarithmensystemes  neu- 
Deo,  deren  Ln^aritfnnus  eine  bestimmte  ausgeseicbnete  Zahl 
ß  Utf  so  hat  man  nach  Art  11.  I. 

welche  Gleichung  mit  der,  den  gegenwärtigen  oder  Euler*scben 
Bcgrif  vom  ifOgarUbmos  begründenden 

mr  Sbnileb  geformt  Ist,  aber  in  sie  doch'  nur  ühergebeo  kann, 
«^eon  man  entweder  sftmmtliche  Loijaritbmen  x  des  Systemea 
dorch  ß  und  sesaninito  fjogarithmande  y  durch  q  dividirt,  oder 
9^1  und  niddt;  dann  aber  hat  man  beide  Mali!  eili  andeces 

logarithmische«  System  als  das  eigentUch  hetrachtetü. 


IM 

In  der  That  stfitste  Nd|ler  Min  LogaifthmMwystem  nicht, 

wie  viele  Analysten  vorgeben,  auf  eine  bestimmte  Crnndiahl;  er 
hat  und  bengthigt  dteeeii  idogriff  gar  nicht 

'  Da  nnn  der  ansgezeiehnete  Logarithme  ß  der  Gnmdsahl  man« 
aigfcitig  gewählt  werden  kann^  so  würde  die  Gnindzabl  6  aelW 
unoestimmt  bleiben;  indess  wird  sieb  doch  un  Verlauf  nnseref 
nächsten  Untersuchung  eine  hegründete  Wahl  vea  ß  tteSem 
lassen. 

« 

ineoftni  in  Ifepet^s  Systeme  der  IMui  m  timdieeteBt  Ud, 
ftigt  sich*s  nun,  wie  m  ihm  «Ugemein  die  OiMdmAt  •  getfiffdf 
f^erden  könne*  • 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bmiützea  wir  das  in  Act.  20* 
allgemein  gezeigte  Ver&hren,  wie  man  an  jedem  gegahiea  Ije* 
gantharas  s  die  ihr  angehurige  Zahl  y  berechnen  KoDoe»  indem 
wir  x=Losv~ß  und  v=b  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  fiHr  die 
Grundzahl  die  aUgemeinen  Aoedrttcke 

'  «=«\     muy      ^  «=o\  »»/ 

Anstatt  des  letzteren  Grenzausdruckes  Uaet  sich  leicht  die 
Grenzsahl  e  einf&hren.  Denn  setzt  man 

"ml' 

SO  ist  '  ' 

und  mit  limco=0  auch  lim^=0  refbunden;  und  man  iadet 
folglich  nach  Art.  22.  » 

l  ' 

q\s  den  einfachsten  allgemeinen  Ausdruck  der  Grund- 
zahl. 

Be^ceicbnet  man  die  Grundzahl  de.s  natürlichen  Logarithmen' 
eystemes  mit  B,  so  hat  mau  gleichzeitig  m=:l  und  bs=zB 

zp  setzen,  ned  erbilt  eofert 
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B=eß. 

Demnach  wäre  allgemein  die  Grundzahl  B  des  natürlichen 
Lo^rithmensystems  die  /3- Potenz  der  Grenzzahl  e.  Da  nun  er- 
haiiet  leicht j  da^is  es  aoi  ua^seodäten  und  eliilacbsteii  wäre,  j^o- 
gleici  dieae  GreozKabl  selbst,  nieht  aber  erst  eine  Potenz 
aowiiben,  %mw  Grundaabl  dar  naturlieben  Logarithmen 
zu  machen,  oeiulicb  i9=€  und  somit  den  für  jede  Grundzahl  6 
festgestellten  ausgezeichneten  Logarithmen  ^=1  zn 
setzen« 

Geht  naa  anf  «tiese»  Graad  ein,  der  aaeb  aach  datedi  ba- 
alftrkltrird,  dass  aus  Eulers  Begriff  vom  Logarithraua  notbareadig 
folgt,  dass  der  LogarithaM  der  Mnmdzabl  ^1  sein  mnss;  so  ge* 
Staket  Man  Iblgenae 

'  Erkiärun§i 

Dia'Grnadzabl  eine«  logarithniaebea  Systaaiaa  Ut 
diejenige  Zahl,  welcba  1  zom  LagArltbinan  bat. 

Üi«fse  Ericlkrung  haben  auch  Karsten,  Kä8tner  und  k lö- 
ge l  (ver^*  des«ea  Math.  VVürterh.  Iii.  Bd.,  Logarithmus»  Nr.  119)» 
weMbe  lait  der  BrndtttHig  Ton  Neper'a  kgaiilbalsebar  Chand; 
zahl  sie})  beschäftigten,  angenommen»  wenn  ancb  aicbt  ao  am** 
stiudlich  wie  hier  gerechtfertigt 

6etzt  man  nun  in  den  Gieicbungeu  dieses  Artiicels  ^  =  1«  so 
ubergehen  sie  iu 

In  den  jetzt  üblichen  Logarithmensystemen  fallt  die 
Null  der  Zabi  1  als  Logaritbme  an«  also  bt  ^ss  1  und  sofort 

6=rH  -  ,V  1,1"  ...  Fh  ^  T' 


Bei  Meper*fi  Grundzahl  der  Logarithmen  muaa  aua 
7w^schen  seinem  System  and  seinem  Canon  (Tafel)  der  Loga« 
riumen  unterscheiden!. 

In  seinem  logarithmischen  Systeme  setzte  er  rj^zi^y  unend* 
M  abaebmead»  ^ssW  und  m=— ^  Toraos,  alao  ist 


Digitized  by  Google 


1«8 

s  99D99toOnM(IO(M 

die  Grundzahl  des  rVeper'schen  LogarithroensyEttemesu 

.In  seinem  logarithmUielien  Canon  dagegen  eHMIto'Neperi 
indem  er  i/sr^y^asl  wiliiie,  der  Znhl        '  * 

den  LogaritiimeB  «£=1,  aliwi  let  naeh  der  emten  4er.  Mgan  Glei* 
ehnngen  die  Gründen  hl  den  Neper'aelian  Logatiihanen« 
Canona 

6:^^-^=0999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  =0*90001190«  (Kllgel  a« 
a.  O.  S.  m.,  Zi7.lL      530m  Z.  ±  n.). 

Neper  erinnert  aber  in  seinen  Schriften  zweimal  (ebeodas. 
S.  537.,  Z.  4 — 7  und  8— '10),  der  Logarithme  seiner  ersten  Pro- 
porlloaaaabi  9009090    ^ 1  falle  awiadM  1  and  1*0000001 

=  1-1--'»  daher  man  denselben 

V  I 

=  100000005  =  1  +  - 

9 

aetaen  mag. 

Nimmt  man  datier  ^  naehdem  n^ui  aor  AbkOrinng  1*  =b  t  ge- 
aetat  hat« 


und 


80  findet  man 


=  (l_j)i+f. 


9 

oder  wenn  man  filr  einen  Angenblicic 


1  ' 


aetati 
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i = (l_,).=s  1       +  *^=^  A.... 
=  1  — £  +  £*— ll«'^; 

MgKdi  M 

Setit  man  dagegea 

1 

l  .  «2 

m  =  — =  l~g+|j-j... 

6  ^       ,  m(ni — l)  _ 

=  1— f  +  2  — ^  ••••  * 

lolglicb 


Dieseibea  £reigiuMe  faod  Kästner  und  Klügel  (a.  a.  O 
S.  540.). 

Wflrde  man  (▼«gl«  Art.  21.)  in  Neper's  System  die  gaozzab- 

li^en  f.o^arithmen  imr?  [.ogarithmande  als  Zehnmilliontel  lesen, 
foltfiich  ^  =  1  und  m-^  o= — -l  setzen;  so  wäre  di&  Grund- 
zaoi  des  auf  diese  Weise  abgeänderten  Neper'schen  Lo* 

girithmeDsysteins  sse-^=^-*  Demiich  das  Umgekehrte  der 
finmdsehl  e  der  natfirlicfaee  Logarithmeii. 
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24. 

Berecbnung  de«  Modais  einesiocarlthivlaclieiiSysteme« 
aus  dessen  Grundzahl,  oder  aligemelaer  aus  den  fest- 
gesetzten  Logarithmen  zweier  Zahlen. 

N  ep  er  hatte  seine  Logarithmen  vornehmiieh  bio^ä  für  seine 
astronomisch«  oder  sphärisch -trigonometrischen  Rechnungen  aus* 
gedaeht ;  sobald  er  aber  diese  wlcmlge  Entdeckang  seinem  Freunde 

Heinrich  Briggs  mitgetheilt  hatte,  rieth  dieser,  um  selbe  für 
die  gcnvühnliche  dekaflisrhe  Zifferrechnunf?  mit  Zahlen  nutzbar 
einzurichten,  die  Loi;arithnien  ders^estait  zu  benieKsen ,  dj^ss  die 
<lein  dekadi.sehen  ZiÄ'ersvsteme  zu  Grunde  liei^ende  Zahl  iü  den 
Logarithmen  1,  und  die  Zalil  1  den  Logarithmen  0  erhalte.  ♦ 

Hier  hatte  man  demnach  die  timaekehrte  Aufgabe  der 
vorigen,  nemlich  aus  der  für  ein  neu  zu  schaffendes  Loi^arithmen- 
System  gegebenen  GrundiahL  6=10,  oder  noch  allgemeiner,  aas 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen,  von  denen  jedoch  ehMf  Ndl 
ist»  des  logarltiimischen  Systeme«  Modul  m  zn  lierechnen. 

Zu  Ihrer  LSsune  dienen  am  besten  die  in  Art  20.  Ar  Logjf 
anfgestetlten  AusdrCicke,  in  denen  Loup=sO  Ist,  weU  iti  ihnen 

der  Modul  m  als  Factor  vnrkomm  t.  \Vü  aeo  der  Complicirtheit 
seines  Mitiactors  und  der  ü^iutachheit  des  Products  bleibt  es  je* 

I  * 

doch  rathsamer,  dieses  Moduls  Umieekebrtes»  —  t  ausaudrOektn* 

Für  selbes  findet  mau 

I  (V'J-l)(n+l) 
m""   Logy«  Log^ 

und 

,     llm.(V^l;«  Um.^^ — 
m         Logjf  Logjif 

Ist  nun  die  Grundzahl  b  gegeben,  so  setze  man  jfss^  und 
Lug^=  Log6=^;  dadurch  wird  ' 

1     t  n  I  1 6     .        1  "  6 

^  =  ^.(V^-l)«...i(V^I)(«  +  l).  _ 


und 


— is  — .lim.(t/  1)  »=:  -  .  iiiD. 
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itt  der  Nensilt  «etst  mao  dutcliw^  die  dem  Logarithiii«ii 
Noll  entsprechende  Zahl  ^=1 ,  daher  hat  man  hier  die  eäfikeheren 
AoadfOcke 

l       w+l  « 

(V  6-l)n....(V^l)(«  +  l), 


und 

=  lim.  ( V6— l)« =lim.  ^ — =•  • 

VüT  das  dekadische  Loearit bmensystem  ist  6  =  10,  da- 
her finf?et  man,  mittels  vielfacn  wiederholter  zneUsrrafli^rer  Wur- 
zelziebung  aus  10»  wie  Call  et  a.  a.      s^t#  den  Modul  dieses 

^yi^tems 

w  =0-4342944819.... 

Im  natürlichen  Logarithmensy tente  i«>t  der  Satzung 
tenalss  mssli  und  selbiiden  ward  6sses2^...,  daher  gibt  die 
Iclate  Gleichiing  wieder  deo  hereita  (Ait       erhalteneo  Greoa- 

ausdruck  iim— — —  l- 


Den  Znaammenhang  zwiachen  Orvndaahl  undModnl 
la  jeglichem  Loearithmanaysterae,  welehea  Log!  =0  setzt; 
vermag  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der  natürlichen 
liOijf^rithmen  anfzustcllen.  Benötzt  man  nemlich  die  in  Art  21. 
erivie»ene  iogarithmische  Umwandeiungsgleichuag 

log.artit.^ = m4\y , 

lodeni  man  |f  =  6  setzt,  so  erfolgt 

ab  allgemeiner  Ausspruch  des  fraglichen  Zusammenhanges.  WLo" 
dui  und  natfiriicber  Logarithme  der  Orandaahl  aind 
MmHeb  in  jedwedem  louarithmi sehen  Syatem«  Umge^ 
kehrte  von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  (He 
natfirlichen  LiOijarithmen  berechnet  iiiifl  iutalinlirt  aind,  Modul  and 
foodsahl  leicht  aus  einander  gerechnet  werden. 

Deaaelben  Sata  liefert  aach  die  (in  Art,  23.)  entwiekelte  CUel- 

X 

daag  bsze^»  wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  l»el- 
der  Seiten  nimmt;  da  sie  giht. 
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B. 

Lebre  von  den  na tfirlichen  Logarithmen  nach  ßyryt 
Begriff  vom  Logarithmus  und  nach  Nepüt^s  Berecli- 
nungswelae  der  Logaritiimen» 

25. 

Bei  dem  (in  B.  Art  6.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleicfa- 
stelligen  Glieder  einer  geomotrischen  Reihe  von  Logaritbmanden  ^ 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Logarithmen  w  hatten  die 
gleiehzcitli^on  Schöpfer  tÜoser  Anschaiiunijswpise  der  Logarithmer» 
Neper  imd  Hyr«;,  nelist  den  A u s ?i  " 8 uli cd  ern  yo~Q 
a'o=0  beider  l»t;ihen  dolIi  ihr  h;  i » }i  /  •  i( igcs  Fortöchi  eiteu 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zu:>ammenhang  zu  bringen. 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Ar(  geleitet 
worden  zu  sein. 

1r  einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  absoluit 


n'iss  der  absoluten  Zu  -  odrr  AbnaTimp  /nm  Jedesio  di'jpr»  voran^i- 
gebenden  Gliede.    Ist  neniiicb  d  der  steie  Lnterschied  der  ariÜi- 

metischen  Reihe»  so  ^[^^^^  diese  von  Glied  zu  Glied  um  d»  wenn  d 

negl^iv         Wenn  dagegen   in  einer  geometrischen  Reihe  dec 

stete  Quotient  q  und  irgend  ein  Glied  v  ist,  so  ist  das  folgende 
=       daher»  da  wo  9>  1,  ist  die  absolate  Zunahme  =:^5f^-^  und 

die  verhältoissmässige  =^ — ^=:q  —  i,  oder  dort,  wo  ^  <  l,  \^ 

die  absolute  Abnahme  =y — qy  und  die  verhältroässige 

zsi^q.  Mithin  bleibt  in  einer  fv^|[Jjj        geometrischen  Reibe  dii 

verhältoissmässige  ^im^iniie        Glieder  so  wie  der  Quotient  < 

durchgebends  sich  gleich.    Bios  wo  das  vorausgehende  Glied 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Aenderuog  der  Glieder  mit  d< 
absoluten  selbst  überein. 

« 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Reihe  der  Loui 
rithmen  x  jeder  vorgelegte  Logarithme,  und  aiidorerseits  in  «U 
geomotrisrheri  Reihe  der  Zahlen  y  jede  vorgelegte  Zahl,  auf  eint 
möglichst  geringen  Fehler  vorkonniie,  muss  dieser  Fehler,  nen 
lieb  in  Jener  arithmischen  Logarithmen-Reihe  das  absolute  Inte 
vall  d,  m  dieser  geniuetrischen  Logarithmanden-  oder  Zahlen  -  Heil 
das  verhältnissmässige  Intervall,  q — 1,  der  benachbarten  Glied« 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  bei  der  Grunditniage  beider  ei 
ander  zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  werden.  I>adar4 
wird  aber  auch  das  Verhältniss  beider  dieser  Intervalle  oder  % 
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nahmor»  der  RfMhfM»«^lioder,  d:{g — 1),  welches  mit  m  bezeichnet 
werden  möge,  iesti!;ei>tellt;  und  m.in  erll.'iit  sonaeh  m  als  ilas 
Greo  z  verh  hI  tn  i8««  der  tinendiicb  .siih  v  enitigernticn  in- 
tervalle  oder  Aenriernn^en^  d  und  9  — 1,  der  Glieder  in  der 
trltbinetieeli e  n  Reihe  der  Logari thmev  uud  lu  der  geo- 
netriechea  der  Zahleo^  nemlrah  füt  Umd=0  und  liin(^— 1) 

=0  wird  m=:=liiii  ,  gesetzt.    Dieses ,  die  Art  oder  das  S\  st(!m 

q — 1  ° 

der  LoL;ai ithinen  bcstiniiiHMidc  ,  (ireuzverhUitnl.s.s ,  m.  ]tfleiit  iliao 
denMuilul  des  logaritli  misi  lien  Systenies  zu  jieiiiien. 

No ]i er  lie.«=^  (verc;!.  Art.  5.)  die  arithinetisclie  Reihe  seiner 
Logaritlirnen  *?teii»eti  und  mit  dem  Giiederpaaro  0,  /•:  anheben,  also 
die  absolute  Zunahme  der  ülieder  d=:k  [lo^itiv  aeiu;  da^e^en 
üm  er,  geleitet  von  seinen  sphäiieeii*aetronomisclien  Rechniingen, 
die  geometrieclM  Reihe  der  niffpeiiorigen  Zalilen  einlceo ,  ond  mit 

dem  üüederpaare  ^,  ^  — »  anfangen,  al^o  deu  Quotienten  q  =:  — ^ 

%  (0  **—  x)  ^  e 

=1— —  niid  die  relative  Zunahme  der  Glieder  g — Itat-*»— 

»  —  —  negetfv  sein.   Er  setzte  daher  fliierhanpt  den  iogaritfcail- 

d  % 

sehen  Modul  Jii= — -r-sz—A::--    lusbeeendere  nahtner  (nach 

Art  7.) 

psslOOOüÜOO,  n^l^k. 


ond 


-=OOÜÜUOU1 
9 


]]i=--9=--lüüüOUUÜ. 


Byrg  dagegen  lies«  tür  die  gewöhnlichen  ZiHerrechnunnen  in 
(ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Heiben,  ro|a;beii  die  Logaritlinien 
und  Losarithmande,  mit  einander  wachsen,  ako  in  seiner  arithme- 
tlsehenXoKarithmen- Reihe  (vergl.  Art  7.)  eben&He  die  Anfange- 
apeder  0,  k  nnd  die  abeelute  Zunahme  der  Glieder  d=ik  posinv, 
£gegeo  in  aeiner  geemetrischen  Loganthmanden>  Reihe  die  Ab- 

fangsglieder  ^,  ^+if,  folglich  den  Qno^enten  (7=  ^-t^  =  l+  * 

und  sofort  die  verbältuissmäfiisige  Zunahme  der  Glieder  q  —  l 

g^f"^^^...^  s~  «ycli  pitgitiv  sein«  Er  setzte  demnaeh  ülberhanpt 

d  % 

dta  logarithmlsehen  Modul  «iis=  — j- Insbesondere  nahm 
et  (laut  Art  X) 
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-^sO'OOOl  und  m=l00001>. 
9 


I 

26.  t  K    *  J'i 

Sp&tere  jUathematiker  erkannten  jedoch  Uald  ,      .,  4«/ 

1.  daaa  es^  rathsamer  sei»  von  dem  damaligen  Gebianiie,  bi^ 

mit  ffanzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demgeniäss  okht  nur  die  Lo> 

cnritninanflo.  sondern  nurh  dio  Logarithmen  in  ganzen  Zahlen 
dar/TTsfpfl'Mi ,    ?nn7.  ab7:n!^t>lioit    und  sonach   Ijogarithmande'  aail 

LogaiiiliUit'fi   (lurrli  J>t;t:.iiuall>i  ü«  li<.'  auszudrücken,  und 

2.  dass  tlic  iogarithmischen  Rechnungen  sich  nncemein  vcrfin  , 
fachen,  wem»  man  die  Noll  als  (jouai idiiiiiLs  nicht  mehr  eiüfcfj 
höheren  dekadischen  Linheit  ^,  souderu  dei  6Uuinieinheit  —  dar\ 
Eins  — '  zuschreibt,  also  analog  p'=l  macht. 

Dazu  heflnrft<j  es  demnach  nur  sammtliclie  geometrisch  ge- 
reihten Zahlen  duieli  diese  dekadische  Einheit  q  zu  tbeileiVi 
Hiebei  blieb  der  Quotient  g  dieser  geoiuetridheo  Reihe  ungeaB*J 
dort,  weil  sein  Dividend  und  Diviaor  "durch  einerlei  Zahl  gi^Wlt 
wurden,  daher  (/  —  (/■  Sonach  blieb  auch  die  verhältniaani&iiplg« 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  niig0|||MH 
^'-.1=^-1. 

InBezugaufilic  T.  ogarithmen  ersahen sie/dassesangemnasener 
sei,  den  in denZüTerrech  nuDgen gew  ö h n i r < )  1  \  orkommenden  gansenZalH 
len  positive  Logarithmen  7n7:Tin-cTscn,  rolulich  riir-ht  alleiTi  die  c^po-j 
metrische  TiOirarithiiiriij(lcii  -  Keihe,  somii-rn  jiiich  (iic  aritfinuMix  he 
Lugarithnien  -  iv«^ih(^  slcii^en  zulassen,  sonach  in  jenei  den  (Quotienten 
a'^l  und  in  dieser  die  Diflferenz  d'  positiv  zu  machen.  Zugleich 
Denützten  sie  den  von  N  e  p  e  r  (vergl.  Art.  1,  Cap.  L  Def.  6)  heCH 
stammenden  Gedanken,  die  absolut r  Zunahme  d*  der  arltiini^isdi 
gereihten  Logarithmen  der  verhältnissmässigen  Zunahme  f'-^l 
der  geometrisch  gereihten  T.rtn^nrithmande  gleich  zu  machon  ,  alsfl 
d'sst^'-ii  zu  setzen^  i'olgiich  den  Modul  dieses  ahgeäuderten  ~ 

givMmensysteras  m'= -7^4=!*«  wählen.  Weil  i|her  f^rrt^ 

and  wegen  mss  r  also  sh^Iss    ist^  ao  hatte  man  such 

(/  —  i        ^  7/1 

d.  i.  mau  musste  zunächst  die  Zunahme  d  der  Logarithnieu,  tb 
lieh«  weil  das  Ausaangsglied  ihrer  ^ttmetbchen  Reihe  ^jW^^ 
aSmmtliche  Logarithmen  ^nrch  den  Modul  m  thellen'.        '  ^ 

Diese  neue,  dem  Modul  m'  =  l  entspiet lieiide,  Alt  von  l^fJ 
j^tiiilhmen  et^ah  sicii  demnach  aus  INeper  s  LogarithaieaUii«.'! 
indem  man  alle  Zahlen  durch  p=l(F  uod  alle  Logarithmen  durd 
Msc^lO'  dividirte,  folglich  hios  von  den  Zahlen  «ii4 
rithmcn  7  Dcdiual^f«  llen  abschnitt  (oder  beide  ala  Zebniäil 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegeng^setstem  T 
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nahm.  A\m  Hyig's  Logarithmcutalel  ergab  sie  >1(  Ii  nxU  la  man 
die  Zaiileii  durch  ^=10^  aod  die  Logarithnien  durch  7/1=  10* 
tkeilte,  folglidi  mar  ?on  den  Zahlen  S,  ven  den  Logarithmen  aber 
5  DecimalsteUen  alMchnlU  (ode^  jene  als  HandertmÜHontel  mAA  diese 
ab  HttMlerttaiieeDdtel  las). 

Insulern  uuu  diei^es  ahi^eänderte  Logarithiiu>nsy stein  den  hier 
aU  iiaturgemäss  nachgewiesenen  Anforderungen  (vergl.  noch  Art. 
19.)  ffMiflgte,  und  Imde  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
Uos  die  Zähleiaheitee  ihrer  gancnMIg  dargesteflten  Logarithniande 
und  Logarithmen  und  huästens  noch  daa  algebraiacbe  Be- 
ziehnn2^szei(!?j«»n  der  letztfTon  uhändert,  in  ihren  Logarithmen- 
taleh)  dieses  iogarithmis«  lie  System  auf^esteUt  haben;  erkannten 
die  Mathematiker  es  i'ür  passend,  diese  Logarithmen  natürliche 
la  nennen. 

In  DatOrlicbeo  LogarithmeDayetene  10I  deamach  der  Modul 

i«=lim^-3y=l  fuir  limdzrlimC^— 1)  =  0,  und,  wie  man  gegen* 
wactig  zu  «chreihen  pflegt,  ist  log.uat.1  oder  11=0. 


a7. 

Für  die  ßcrechnung  des  Logarithmus  or  einer  bestimmten  Zahi 
y  für  einen  testgestellten  Mr)dul  m  hat  man  demnach  iu  einer 
äbuliclien  Weise  wie  in  Art.  20.  die  Gleichungen : 

3fn  =yo9"  —99''*      JM-i  f=&Q  «r»+i 

Efimfailrt  man  iran  hier  d  und  q  so  wie  dort     so  findet  man 

leicht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Olelchungen,  sohhi  aucti  die 
«nf  sie  gegründeten  in  den  Art.  21  —  24  durchgefOhrten  Lehvan; 
weshalb  wir  mis  der  Wiederhelsag  dsrselhas  h&r  eathaltep. 

Für  die  Grund  sab  I  des  Byrg'ischen  Logarithmen- 
$$ Siems  setzt  man  in  Ali  13.  die  ZaM  if^W  uocl  den  Modul  ' 
10*;  danach  findet  man 

6=l08.eO'«*»* 
s:  1000010000060000166... 


L. 
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Zill  Berechouns  der  Gruii  lizaiil  6  der  Byrg'i^cben  Lo* 
garithmeu^o/e«  benutzt  luau  die  aus  Art.  11,  1.  und  so  wb 
«ttch  aus  Art.  23.  folgende  Oleioming 

indem  man  auf  den  von  mir  (in  Art.  23.)  gerechtfertigten  jBt|prif 
(d0r  logarithmiscben  Grundzahl  eingehend  ^s=l  wählt 

'    Setst  auui  nemlieh  nneh  Bytg's  Annalunen  (Ait  95*) 

■ 

■ 

und 
HO  ist 

«=10»(H)OOl/''=10»(l  +  4-         g,-  ^....)*) 


C. 

Aufbau    der  Lehre    von  den  natürlichen  1^  o  i^a  r  i  l  h  mcn 
fiber  einem  gewissen  Greuzverhaituisse  und  auf  dem 
gewShnlichen  Begriffe  vom  Logarithnse« 

Wenn  ^  eine  beliebige ^  n  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstelM^ 

8Q  ist  bekanntlich 

daher  der  Quotient  oder  das  Verhältnis« 

■ 

iL—j^^gn-i^y^t^  +^+1. 


*)  Um  ri?>f^r  die  Bctraj^c  dieser  LiixiiH/ahlen.  Hif»  inriii  \>p«;r'8  und 
Barg's  logarithraische  GrundEahlen  nennt,  kurz  und  «icher  absprechen  so 
konneo,  habe  ich  mir  erlanbt  aDwiahoisweM^  hier  ifiid  in  Art*  M.  die 
m^ergmiten  Rethen  ansnwenden» 
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Würde  man  iiuii  die  wiiikühriicbe  Zulili  y  j^eradehin  =  1  seUen, 
io  mSchte  Jener  Quotieet  die  unbestimmte  Ferm  0-   annelimen , 

toe  Pelemensmune  aber»  well  n  gliedetig,  in  die  Srnrnne  ven  it 

Einsen  also  in  n  selbst  übergehen.    Man  muse  daher  diesen  Po- 

tentiand  y  als  eine  der  Grenze  1  unablä^sin^  zustrebende  verän- 
derliche Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichem  Poten- 
zen derselben  Grenze  1  zustreben,  iirid  die  nsfliederiuo  P(*trn- 
ze^surome  der  (ireuze  n  ohne  Ende  nähet:  rückt.    Jiadurch  wird 

num  bereebtiget,  diese  Grenae  der  Petonsensninnie  ab  Qrenie 
jeses  ÖeeiHenten  anaasehen,  folglieb  an  Selsen 

l 


SMI  dleZahl  9  ihrer  Ckenae  1  stefigwh  nibein,  so  mnaa 

sie  weaigstens  in  den  späteren  Stadien»  ebenes  wie  Ihre  Grenae 
reell  und  pesItiT»  dabei  jedoch  entweder  Icieiner  oder  ffrOsser  als 
diese  Grenae  sein»  folalleh  entweder  im  Wachsen  oder  Im  Ab- 

nehmen  dieser  Greese  anstreben;  es  isl  nemllch^^limdllmifsl» 
wofür  wir  im  ZnsammsBbaQge  Umj^sl  achreiben  wellen.  • 

# 

Danach  ist  In  der  ebigen  Petenzensnmme  jeder  8nmmand»  ala 
Potenz  von  so  wie  diese  poelUv  and  dort  grosser  hier  Meiner 
als  1»  und  svebt  der  gemeinsamen  Grenae  I  an»  felglleh- 

> 

rnn(3^»-»+f^*  +  ...+2^2+^+  1)=:« 

iiad 


Bezeichnen  wir  den  Unterschied  zwischen  y  und  1  mit  x, 

>  > 
aemficb  y— ilss«»  se  Istftr.ys^  dieser  dnterschled  xssO,  und 

die  letzte  Grenavergietchnng 

liaiÜ=]ä!=i?^  n  fiir  nmar  ssO. 
*      <  < 

Unterscheidet  man,  zur  a^enaueii  Erforschung»  der  Verglei- 
chuugäzcicben,  ob  j;  positiv  oder  negativ  sei^i  ao  hat  man  zunächst 

weno  X  positiv»  also  lim^^O  ist» 


I 
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daher  wenn  man  betcterseits  de«  VerfflMehMIgMMifllMHi  Mit  dü 
pMltiven  jLM  jc  luuitipiicirt  und  1  iid£rt» 


iiiui  xsenii  man  beiderseits  die  nie  Wursol  aitf  difiS€ii  die 
1  ubcrtiteigeiiden  po^iUiveu  Zahlen  zieht. 


taditeh»        »M  iM«b  btide  eWo  ««lebe  Zablen  oaeh  dea  po- 

1 

»itiveu  Expoueaten—  potenzirt. 


l»t  dagegen  x  negativ,  aJt»o  Um;r^Oj  8o  hai  man 

od«,  weil  Dividmd  ud  TheilM  negativ  aind,  nach  VMindeitng 
ihrer  VocMiehen. 

Hiltiplicirt  mao  nun  zu  beiden  Seiten  de«  Vergleicbungszeicheiis 
mit  der  positiven  ZabI  -^s»  9»  wird 


daber,  wenn  man  beiderseits  (l-^x)^  md  nx  addirt,  Ut 

folglieh,  wenn  man  von  Ueiden  verglichenen  Zabkn  ibre  Umgei^ebr* 
tm  nimmt,  das  beiaat«  dnreb  bilde  «<Ue  1  tbeilt;  mnas  m  Un- 
glelebbeHiielebeii  imgeweDdet  wardfin«  und  «s  ^olgt 

1    =  1 
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Erbebt  man  mm  beide  positive  Zahlen  lur  Poleiii  des  poei- 
tiveo  Eipoaenten   ,  so  wird 

(i;+iur)^^(l-p^)»- 
Sonach  ist  im  Znsammenhange ,  filr 

< 

1>  -1 
am(l  +j)*=üm  (1  -i- » j:)"* 

< 

Hieraus  erbellet  nnn»  dass  beide  ,  diese  Poteozen,  von  denm 
die  erste  nur  von      die  andere  nur  von  nx  abhängt,  bei  gleich» 

zeitiger  unendlicher  Abnahme  dieser  Veränderlichen  .r  und  yx, 
einer  und  derselben  Grenze  zustreben  mfissen,  oder,  uenn 
man  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ibneo  zueieich  un- 
eadlieb  abnehmende  Veränderliche'  m  Torstellt,  dass  dw  Poteni 

(1  -l-a»)«'  diner  gevrissen  Giemie  ohne  Ende  sich  nlbeni  mnss. 

i 

Diese  t?renzzahl  Icaon,  well  die  in  der  Potenz  (l-fo))'^  einzig 
vorkommende  Vcränderliehe  co  in  ihrem  äusserstnn  Grcnznrrtbe 
in  Null  überseht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besoiid»  re 
Zahl  sein.  Einem  aligemeiuen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  ^ie 
dofcb  den  Bvehstsben  s  m  hetelchaitn;  also 

i 

M  setieo. 

30. 

Erforsehen  wir  nniimeht,  ob  diese  Gfenae  s  bei  uneadlicher 

1 

Mmahinc  von  oj  von  der  Potenz  (^L oa)^  im  Wachseu  oder  Ah- 

nebmeu  angestrebt  werde. 

Weil  »jr  mit  s^leichzeitig  positiv  ist  und  iinendüch  abnimmt, 
80  muss,  Termüge  der  zuletzt  aufgestellten Grenzvergi Eichung,  die 

Poteas  (l'^4s)«*,  wenn  o  ron  nse  anf  seinen  «ten  Thell»  ab- 

^'^^      nSStWc  ^^^^'^t^^e  von  a,  na^  und  o),  SJSehmen» 


legat! 
esc  ^ 

Abnahme  der  Veräuderiichen  oi  auf  Ihren  /ilcn  Thcit  sich  fort 


Biit  muss  diese  ^^^^*|^,^,^  auch  fortbesCahen,  wenn  die  jeweilige 
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trährciid  vvietJerholL  also  co  allioählii'  aui  nx,  x,  f. 
lierab^inkt. 

Weil  jedoch  x  belifh'm  klein  uiul  n  beliebig  gross  angenora- 
^v<;r(l('n  kann,  .so  niüt^sen  die  hinreichend  klein  gewählten  Glieder 
jeder  anderen  Reihe  von  VVerthen  der  Veränderlichen  »  zwischen 
IC  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geometrischen  Reihe  lalleii; 
lolgllcb  mwui  aaeh  fOr  die  neae  Reihe,  also  fliierbaupt  wie  aodi 
itnmer  das  Gesetz  der  aneedlidieD  Abnalmie  ven  m  lifitten  mSge, 

1  ... 

die  Potenat  (1+»)'-  für  ^iegaUve  ^^^^^  »  »'»«"e  tiade 
abnehmeod        Greozzabl  e  zustreben,  nemücb  für 

lim  cos  0 
< 

iet 

liBi(l 

Daran.'»  Iblgt  «ogieich,  das  für  jeden  ^^^jjjj^  Werth  von  w 
die  Potenz 


1^ 


eeiD  muee. 


8etst  man  daher  einmal  nnd  ein  andermal  ^^"^"^^ 

weM  II  alMelet  und  gaim  »ein  eett»  ae  Iet 


and 


•<(-.-i.r"=(,-ii)-""=(Hi)-. 

alle 


Digitized  by  Google 


181 

InsbesoTideTc  findet  man  für  n  —  \,  dass  die  frailiche  Cirenz- 
zalil  zwisrheri  den  ^ranzen  Zahlen  '2  und  1  lieiijt.  Wie  man  diese 
einschränkenden  (irenzausdriicke  zur  wirklieben  BerechnuDg  von 
e  verwenden  könne»  ist  in  Art  22.  gewiesen  worden. 


81 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Grenzvergleichung 

>  < 

i 

folgt  für  positive  oi,  der  Ordnung  nach^ 
dagegen  filr  negative  m,  wo  — positiv  ist. 


aitkiii  ist 

lim^- — ^=^1  IÜIrliiiii9=0* 


"    <  < 

Eine  Bestätigung  dtp>or  nichtigen  Grenz veri^l ei ebung  finden 

wir  an  der  in  Art.  29.  erwiesenen  und  ilir  eigentlich  zu  Grunde 
liegenden 

•         •  ♦ 

Ilm    .  X  ■  /  z=zn  für  lim^  =  0. 

^       <  < 


Denn  dividirt  man  durch  setzt  nj:=Q>,  also  «=— ,  so  verwan- 
delt  sie  sich  in 


r(i + ^)^r-.i     I  ii!"  + T-i      - 1  > 

limL^-i^— =  lim   --^-^^  lim^  i=  1 


für 

lim»— 0- 
< 
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Sei  in  Bezug;  aaf  eine  beliebif^e  von  0  und  1  Terschietiefie 
^solute  Grundzahl  ö  der  Logarithme  der  zwischen  2  und  4  ent 
ImUmmi  abMlotM  GfitnaU  e,  «te  —  wie  «k  iln  Inn  MBim 

walleii     der  6-Lag«rithme  yob      die  ZdU  m;  in  Zetcbee 

h 

log  e  =  m,  also  6"*  =  e.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  e  in  die 
soletzt  gefondeee  Gteesgleiehiiiig 


ein,  und  tfaeiit  sie  durch      ao  wird 

Um  =s  — 


SeUt  maa  noch  abkürzend  mm^s^  also  auch  liinc^O,  so  er- 
folgt 

'       -  l4e 

eine  bemerketiswefthe  Grenzgleichung. 

Kehrt  man  ihre  beiden  Theiie  um9  sa  ist 

Da  <  eine  unendlich  abnehmende  Zahl  Ist,  so  ist 

lim  (60=^*^—1* 


also  darf  b*ss\-^^  gesetst  werden,  wo  auch  limiyaäO  ist  Daan 

b 

i8t£=log(l'|-^)>  und  Cur  diese  Ausdrücke  übergebt  die  Gleicbongiii 

fr 

der  man,  weil  loglasO  ist,  anch  die  Fonn 

ertbeiteo  kann. 

Zu  jedem  LogarUhmensystein  ist  demnach  das  Verhältniss  der 
geringsten  Aenderungen  der  kleiasten  Logarithmen  zu  den  entspre- 
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ebendeD  Aendenuigen  tbrer,  d«rZahl  1  beoacbbartoaton,  Zahlen  cb 
bestimmtes»  m,  weiches  der  Moduf  dieses  iogarlthmiflcbeD  8y* 
stemes  genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  vefkemmen*^ 
de»,  Logarithmen  der  Greoaiahl  e=2'7i...  übiereinnüit 

Da  aan  der  Itogarlthme  der  Grandaabl  in  jeglichem  Systeme 

b 

=  1  ist,  so  sieht  man  sich  duruli  den  Ausdruck  löge  des  loga- 
TUhmieehen  Ifodnls  aii%efordert,  sich  ein  Logarithmensystem  sn 
denken,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzjsah!  e  ist;  was 
mdgUch  bleibt »  weil  e  absolut  und  von  0  nnd  i  veischiedoo  isi» 

Doreh  den  Uebergang  von  b  auf  e  wird  logessl,  daher  obige 
Grensgleichnng 

In  dem  Systeme  dieser  e-Logarithmen  sind  daher  die 
gerinG:sten  Aenderangen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre« 
cheniieii  Aenderungeri  ihror,  der  Zahl  1  benachbartesten,  Zahlen 
gleich,  oder  der  Modul  ist-  l. 

Insofern  nun  die  ATialv^is  «selbst  auf  dem  ^Vege  einer  ganz 
ungekünstelten  Erforschung  von  naturgemäss  zur  Frage  sich  auf- 
werfenden Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e  bezeichneten  Greazzahl» 
und  danach  an  den  anf  die  Grundzahl  e  besiehlichen  Logarithmen 
geleitet  wird;  und  Insofern  diesen  <fie  in  Art.  19.  aufgezählten 
Eigenschaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  berech- 
tiget» diese  e-Logarithmen  natürliche  zu  neaneo. 


33. 

Bezeichnet  man  nun  diese  natfirlichen  Logarithmen  blns  mit 
dem  einfachen  Buchstaben  so  limlt't  man  aus  der  obigen  Glei- 
chung ö"*~e  die  bekannte  rnlhz:^l.  Ferner  wenn  an  der  6-Lo- 
garittme  von  y  ist,  also  b^^y  ist,  hat  man  auch 

also 

oder 

k 

Daraus  folgt  auch  f—ff*^  nnd  sonach,  mit  Besug  auf  Art.  31« 
«•=^**,  oder,  wenn  man  j  setat. 
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^        ^  n  771 

Bringt  man  diese  Aosdrflcke  in  die  Gremveigleicbttiig 

lim—  srl,  limoi=0 


wnI  sstgt  ooeb 


so  wird 


wobei  das  J^^^^  Vergleirhungszeicben  giit,  wen»  &}  =  ~j  =±: 

positiv  .  , 
negatiT 

Nimmt  roaii^  wie  ühlich,  6>  1,  also  m=loge  positiv,  ierncr 
lir  y  «Ine  AlMolutsabl  fiber  1»  daber  aaeli  \n%y  positiv  mt 
kämmt  letstere  Bedingung  darauf  aarflck,  'dass  n  Q^g^[|^  sei. 

Für  dieaen  Fall»  wo  b  und  «>  1  ial^  findet  man  desHiacb  all 

gem^n,  wenn  man  mit  der  poaltlven  ZabI  logjf  di«  Tergleicbwig 
mnitiplicirt» 

<  « 
logy  —  %n  lim(     —  1)», 

für  Iha^sO,  oder  fSr  limn=i:x  ; 
*< 

daher  insbesondere  iür  natürliche  JLogarithmen,  d.  L  för 
mssl«  und  ^> 

<      »  1  > 

U=lim(Vy-l)fi,  üm-=0. 

< 

Ändert}  dargestellt  ist  * 

(1  X  n 


■ 
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wenn  man  nemlich  7/  erst  negativ»  dann  ^oMw  cet^    Dabei  mi 
^  Verb&kniM  d«r  oberen  €miM  tur  niitorD  ^Vf* 
Setit  man  mr  Vereinfacbang  der  Recbnwq^ 


so  ist 


Da  nocb 


a  • 

Vjr^l  +«»  und  (Vjf— l.Ji=)nu=  F; 


ist»  so  findet  man  um  so  mebr 

und  die  t  ebiergrenzc  =  u  y. 


Ü. 

Ableitung  derLehf«  von  de  iiiiatürlicben  Logarithmen 
nach  dem  dermalen  gebr&achliebeD  Begriffe  der 

Logaritbmen» 

34. 

i.   Ffir  eine  lest^resetzte  Grundzahl  b  sei  x  der  Lo^arithme 

b 

einer  Zahl     in  Zeichen  logysjr,  so  ist  (rerniSge  Art.  10)  6^=5. 

Zugleich  ist  aber  auck  nach  dem  Begriffe  vom  Worselaiebeii 
(iUdiciren) 

d.  h.  radicirt  man  eiue  Zahl  y  nach  ihrem  Logarithmen 

,r=logy,  oder  geAvühnlicher  ausq^csnrochen ,  ziefit  man 
aus  einer  Zahl    di^ejenige  W  urzel»  deren  £x|»oneot  ihr 

Logarltbme  ^  — log^  Ist»  so  erhält  man  die  Grundzahl 
6,  anf  die  sich  ji^ner  Logarithme  besieht 

II.  Ist  die  gewählte  absolate  GnrodaabI  b  ^  wie  es  sein 
rouss  —  voe>  0  und  1  ver^fchieden»  so  gibt  es  zu  jeder  Absolut' 
lahi  y  einen.  reeUen  ^^ogaritbiuen  a*  Denn  der  Ausnabnisfall  ^sl 

Baod  XV.  13 
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siid«ren  eigenttlek  xu  <ffor»cliwidl—  Fall»,  wo  y^l  i«t«i«l4erit 

Frage  gestellte  Logaritbme  überhaupt  eiu  raiioDaler  auf  die  re- 
gelmSssige  Form  (von  gaozzahligem  Nennef  und  ZäUer)  war 

rackgeflllirter  Bnieb,  aemlieli  J^as^-,  00  «oll  ^ae6»  ssy  «eb. 

Dann  niiiss  6F=:y";  nemlich  einer  Potenz  der  Grondsahi  b  eia» 
Potena  des  Logarithmanda  y  gleich  aeln. 

Potenxirt  man  aber  aowohl  die  lonrftbniiaehe  GrondaaU  A 
nach  allen  algebraisch  aufsteigend  geofdoetes  negativen  und  po- 
sitiven ganzzahligen  Exponenteu  vqä  ~<30  bis  +20,  den  Lnrranth- 
maod  y  aber  nach  allen  absoluteif  ganzzahligeii  Exponenteo  ron 

0  bis  OD  *|  so  musa,  wenn  6^  I  ist,  die  erstete  Potensenrelbe, 
▼orwXrts 

rflekwirs  Unendlichkleioeii  an  bis  ins  Unendlich- 

grosse  aufsteigen,  die  andere  Potenzreihe  aber ,  wean  ^  ^  1  ist, 

von  1  an  anendllcli  ^bnciimeD.  ^^^^  .moss  jede  Potens  der  leti- 

teren  Art,  wie^",  entweder  mit  einer  Potens  der  ersteren  Art, 
wie  ffP,  über^nuUeD,  oder  wenigstens  swischen  swei  benachbarten 
solchen  Potenzen ,  wie  und  liegen.  Im  ersteren  freilich 
seltenen  Falle  ist 


folglich 


9^sB6r,  also  ^ts^. 


iogy=^; 


im  anderen  und  gew^hnliahsten  Falle  ist 


daher 


und  sonach 


t  Pix 
ifssb^  ....  6  » 


logyts^....'— -  , 


1 

wobei  di<»  Fehlergrenze  ^  durch  alimäliche  und  unendliche  Ver- 

grüsijiernnii  dos  l.xpononten  n  nach  und  nach  iifsmpr  kleiner  ge- 
macht und  dem  V  erscliwinden  beliebig  nahe  gebracht  \\  erden  bano, 
mithin  der  geforderte  Logarithme,  selbst  wenn  er  irrational  wäre* 
mit  jeder  gewiasebten  SMrfe  genihert  sieb  bestlaimeii  liest. 
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35. 

Da  aHgeinein  \os;y  =  x,  und  insbesoadere  loglssO  ist;  m9 
wMy  wtAl  in  der  mit  der  ettforen  Gleichung  in  den  Begriffen  u» 

:?ertrennlich  verbundeoen  b*^y  bei  steti«:er  Vorändeninsf  des  Ex- 
onenten  x  auch  die  Potenz  }/  steti»  sieh  äudert,  folglich  unii^e- 
ehrt  eine  stetige  Aenderuug  diesem  Logarithmands  y  notiivveiiiiig 
jenen  Logarithmus  a:  auch  wieder  stetig  abaudern  muss,  bei  der 
imaitfliSrncheii  ADnäbemng  dee  LogaritBnianda  y  an  die  Greane  1 
der  Logarithmus  x  der  Grenze  0  zustreben  .oder  anendUch  nlineli. 
nen.  Es  ist  nemlich«  för  ttmyssl,  liniJpssO  oder,  kiirner  darge. 

stelltjim  logy=0,  und  mit  Rückblick  auqArt.34.  I.  ist  6=run(^^), 

v  i 

Sei  noch  ^—»1  =  ?;,  also  y  — l-|-t^,  so  ist  \\my~\  gleich- 
gellend  mit  liiuij  =ü,  und  es  übeigebt  der  letzte  Ausdruck  in 

i 

£ine  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  aucb  die  be- 

b   ^  • 
kMHil»  Glelelm^g  logifrsl«  dar  wir  die  Fom  lim(lng|fe#)asl 

ertheileu  kennen. 

h 

Denn  setzen  wir  y=6(l+|?),  8o  kann  ar=s:tog^=l -f « 
setzt  werden,  wofern  mit  lim^ssO  anefa  iimassO  verbanden  ist« 
Dann  int 

uud 

1 

oder  vuliständig 

1 

6= lim (1^/3)«  fiir  liBiarsOssfini^« 


36. 

Erforschen  wir  nodi»  in  welcher  Vergleichongy  weaajr  md  jf^-^l 
•tastimmig  sind»  die  Grundzahl  b  mit  1  atebe.  ' 

Bekanntlich  gehört,  wenn  die  Grundzahl  (der  Potentiand) 
6^  1  iat*  zu  einem  |K>slti?en  Logarithmen  (fizponenten)  x  ein 

13* 
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Logarithmami  (cioe  Poteuz)^^  l;  liagegeii  zu  einem  negativen 
Logarithineii  w  ein  LogafitbiiMiid  y^l;  folgllcbiiiiiMOMgckehrt 
Sil  eioM  Logarltlmaiid  jr^l»  Tür  den  aiao  der  Unterecliied  g^l 

ne^l^h  '^''^  ne^^n  *-08a"th»eD  4:  jedenfalls  eine 


Grundzahl  6>i  gehören. 


37, 


Vermöge  Art.  34.  1.  läset  sich  zu  einem  jeden  reellen  ahsolu* 
teu  Logarithmand  jf^l«  jedem  positiven  eder  «egativte 

Unterschiede  7j=y  —  i  dieses  Logarithinarids  ^  von  1,  und  zu 
jeglichem  ihm  beigelegten  positiven  ^der  negativen  Logarithmen 
X  die  entsprechende  logarithmisclie  («rundzahl  6,  als  die  einem 
gegebenen  Kadicand  (^)  und  Wurzelexponenten  {jü)  zugehörige 
yfmel  (b),  mit  ▼ollkommener  Beetimmtheit  bereelraen.  Unter 
(fiesen  Aimhnen  flir  «  oder  fttr  Isif  und  Ar  ^  iet  aber  die 
bemerkenswertheste  gewiss  die,  wo  man  diesen  Loc^arithmen 
X  jenem  Unterschiede  völlig  (in  Grosse  und  Beziehung)  gleich, 
xz^zfiz^y — 1,  voraussetzt  und  beide  mit  einander  unfMidlicb 
abnehmen,  lim^  — ü,  \u\\i]=-0.  lim     — sein  lasst. 

Für  diese  ausgezeichneten  lleiliniiuriijeri  inü?sKeii  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrüciie  der  Gruudzahi  b  notb* 
wendie  eine  ganz  absonderliche  loearitbmische  Grundzahl 
dmbielBD«  die  wir  mit  e  beieiebnen  welfent  wonacb  wir  eiUten 

1  i 
e=lim(y»-i)=lim(l  +  12)^. 

Von  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art.  36.,  weil  der  Unter- 
schied ?/  — 1  =  1;  mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  3r  auch  gleich- 
stimmig  ist,  sogleich  erkennen,  dass  sie  gn'isser  al^  Lius  sein 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeidb- 
neten  logaritbmiechen  Gmndxahi  e  mit  jew  anderen  6.  Ffir 
dies«  hk&t  der  Art  Z&.  die  allgemeinen  Glrmanedriloke 

i  1 
6=lim(y';=lim(l  +  12)' 

sn 
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1 

üm^^l,  lim  «=0»  Um  12=0. 
Daher  ist  auch»  wenn  mao  beideraaitB  aach  —  ss  r  poteiuirf; 


lim(6«)=:lim(y»-'l  )=Um(l  , 

folglich  oach  obigem  Greazausdruclie  voo 

lim(^)=stf. 


Uiernach  ist  uun 


oder  wegen 


lim- löge. 


6 

«=5iog(y=l  +  ij) 


auch 


0  d 

Diese  Gleicirang  hätte  «ich  such  gsfanden,  wenn  man  von 
ob^ttn  Aosdificken  der  Gmndaahl  e  die  auf  die  Gniodaahl  b  he* 
MHchen  Logarithmeo  genommea  hätte.   Sie  üisat  sich»  weil 

log  1=0  ist,  auch  so  ilarötellen :' 

Aus  der  GleiehoDg  lim  (6v)=6    ^  =e»   und  nach  ielehter 

2  Iim5 

aus  ihrerTi(>thwendigenFo!ge6  =  limr*=6  erhellet,  dass  die 
Grundzahl  6,  also  auch  der  j»es»Hüitite  Charakter  eines  jeden  lo- 
garithmischen Systems  lediglich  \()ti  dem  völlig  bestimmten  und 

b  SD  ' 

dem  löge  gleicheDden  GrenaverhättDisse  -  den  Idensteii  Loga* 

litlinic»]»  Xi  SU  den  geringsten  Untersehie^ea,  fi:=zy^\,  der  Lo* 
gorithraande  v  von  l  abhänge.   Deswegen  uird  dieses  Greiunrev- 

Hältniss  der  Modul  des  betreffenden,  der  Grundzahl  b  zugehori- 
gea  iogarithmiscbea  Systems  genannt    Wir  bezeichnen  es  mit 

af 

m  and  babea  danuiacb  fii=liin—  oder 
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und 


1 


Für  die  auf  die  Grundzahl  e  beziehi'icheii  Logaritliiucn  ist 
also  der  Modul  m  =  L 


losofero  nun  die  genauere  Erforschung  der  Logarithmen  gans 

einfach  und  iiaturgeraäss  auf  die  ausgezeichnete  logarithmiscbe 
Grundzahl  e  hinleitet,  und  insofern  bei  diesem  logarith mischen 
Systeme  das  zur  Betrachtuns^  sich  aufdräiijrenHe  mit  dem  Namen 
.,logarithmiscber  Modul"  belegte  Grenzverhältniss  in  das  Gleich- 
heitsverhältniss  oder  in  1  übergeht,  ist  es  angemessen,  derlei 
Logarithmen  natürliche,  alle  anderen  dagegen  künstliche  zu 
Dennen,  erster«  durch  ing.nat  oder  nur  durch  I,  letztere  aber  all- 
gemeui  durch  log.artit  zu  bezeichnen. 

Um  zu  erfahreu,  wie  man  von  den  einen  i^ugarithmen  aui 
die  anderen -abergehen  könne»  sei  wie  frfiher  - 


b 

log|f  ==  X,  also  y  =s 


Setat  man  hierin 


1 


00  Ist 


folglich 


logy  =  log.  nat  ^  ==  -        .  logy , 


und  sofort  allgemein 


log.nat.y 


daher  umgekehrt 


iog.artif.^ 


modttl.  X.  log.  nat.y . 


1dl 


4Ü. 


Sehen  wir  ovd  nach«  wie  bei  ünendllefaer  Abnahme  von  i| 

i 

die  Potenz  ^1  -f  10^  ihrer  Grenze  e  «ich  nähert,  oh  tvachfiend  oder 
abnehmend. 

AflgemeiD  i^t 

(i+iy=i+,+?. 

alao  aidber 

Brbebt  man  beideiaeita  des  Ungieichbeitazeicbens  aur  Potena  -  > 
ao  nwaa,  wenn     alao  wuh  ~  «e^Sftv 

aeia. 

Wenn  denoAch  der  Wetth  der  neglltim        ^  fertwfihrend 

_i 

auf  seine  Haibscheid  herabsinkt,   ao  musa  die  Poteoz 

Sebritt  Or  8cbrite  Weil  man  aber  yton  Jedem  beHeMgen 

Weitbe  von  i}  aosgehen  lumn,  und  dnrch  fortgeaetate  Hflhirang 
deaaelben  endlich  anter  Jede  angenommene  noch  so  kleine  Eau 
befaMrommen  mnan;  ao  muss  aacb  f0r  jederlei  Abnahme  vmi  ii 

die  betrachtete  Potena  ,  fotgKcb  wird  aie  bei  unendlicher 

Abnahme  von  i}  ihrer  Gimae  a  ohne  ß^de  abmäiniend 
bern.  ßs  iat  demnach  fif  Um  ^  0  entacbiedeo 

1> 

tim(l-|-^  ^a. 
< 

Wie  man  von  hier  aus  in  dieser  Lehre  weiter  vorschrei tcn 
könne,  lässt  sich  aus  den  Artikeln  30.,  31.  nnd  unschwer  er- 
Behen,  weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen  Andeutungen  be- 
gnügen dürfen. 
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AuisteUulig  d4;r  Lehre  von  den  uaturricheii  Logarith- 
mmn  tss  Jener  voa  da«  sogeBaanten  loi^arithvUchea 
Proportioiialtbeiiea  bei  Zagrondlegiing  de«  i^evrSho* 
licbao  Bagriffa  vom  Lagaritliiaas. 

iL 

> 

Blemeatare  Ableftaogen  dea  Haaptlabraatsea  voo 
dea  logarlthnlaeben  Propartioaaltbeitea. 

Erata  Ableitnng.  Sei  a  irgend  eine  Zahl,  a  eme Zugabe 
xa  Ibr«  dufcb  die  sie  auf  a-f-a  geblüht  tritd,  oebatbei  ael  a 
eioa  abaoiata  ganze  Zahl,  ao  iat 

(a  -f-  «)»= c»  +  iia«-*  tt   Aa^-*  a% 


waan  man  dlaae  Poteoa  auch  aMt  aacb  dem  bioomlaebea  L6b^ 

aataa  in  seiner  eiofacliaten  Faaaung,  sondern  blos  als  Prodact  von 

71  f)inomischen  Factoron,  deren  jeder  r/  f  a  ist,  «lurch  p^eregclte 
MuUipiicütton  utitwirkflt,  und  aus  allen  Gliedern  vom  3teu  (au 
o*"^»'^  üU  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gehörigen  zusanunea* 
gesetzten  1  actor  durch  A  vorstellt. 

Die  Zugabe  a  sei  nun  im  Vergleich  mit  der  Zahl  a  selbst 

ttnr  aabr  fcl^,  nemiieh  das  VerbSltDiaa  —  aei  ein  Meiner  Tbeil 

a 

von  Eins,  und  zwar  so  Idein,  dass  man  fiir  eine  erste  Annäherung 
wnnlgitciBa  aeine  aw^ta  Pateaa  veraacbittaa^^,  -  oder 

Lim^^^^=:0  annehmen  dari;  zugleich  aei  auch  die  ganze  Abso- 
lutzahl n  nur  massig  gross.  Dividlrt  man  sonacb  beide  Tbeiladtf 
GleldMiog  durch  a^=?a.e"~*,  ao  iat  vollaUUidig 

et 

ond  für  genügend  kleine  Verhältnisse  -  zureichend  genähert 


a  J  ^  a 


a 

na 


Nirtrmt  man  nunmehr  hiervorr  in  Bezug  auf  eine  beliebige 
isruudi&ahl  die  tiogarUbmcn,  so  ist- 

log  (a  +  na)  -  loga  ^  n  [log(o  M)  —  log'^J- 
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Ole  Zugaben  «  zu  jeder  beliebigen  Zahl  n  können  daher  Im 
Verhältnis»  zu  dieser  jederzeit  so  kUin  gewählt  werden,  dass  %m 
jeileiD  —  mindPKtPüs  mSssi^  grossen  —  Vlrlfaf  hpri  einer  jeden 
t*olchen  Zugabe  in  der  Zahl  höchst  naht-  dais  LiieneovieKache  der 
Zuiiahue  oes  der  Zahi  zugehörigen  Lui^aiithiueu  gehört.  Mithin 
miaBen  die  tfenflgend  Kleinen  Zonabnten  der  Zahlen 
(Loiarltbmanae)' den  angebOrigeo  Zunahmen  ibtnr  Lo-> 
garithmen  ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemiloh  Irgend  zwnl  verbSltnleamäasig  nur  geringe 
Zunahmen  der  Zahl     ao  vntbMt  sich  aehr  nahe 

«  .  log(g     et)  —  \o^n 
iog(a + «')  — -  lüga 

Zweite  Ableltnng.  Selen  awci  Zunahmen  der  JBM 
e,  durch  die  nie  auf  a  -|- «  und  a  -f gelangt ,  ao  iat  das  Product 

(a+«)  (tt  4- «') = a*  +  «« -I- ao' +  an' , 

und  wenn  man  durch  m  dividirt: 


a  a 


Nun  seien  die  Zunahmen  «,  «'  im  Verbältniss  aur  ursprüng- 
licbeo  Zahl      oemüch  die  V  erbiÜtuisee^»^*  ao  kletOy  dae«,  f«ah- 

rend  das  V  erbäitnisä  —  dieser  Zunabmeo  unter  sich  ein  endliches 

ist,  die  zweiten  Potenzen         5  jene  Verhältnisse  unerheb- 

Itrh  klein  seien  und  deshalb  für  eine  erste  Näherung  veruacbläs' 
»igt  werden  dürten.  oder  dass 

'. 

Llm^y  =  0  nndLim(0*=iO 

■ 

gesetat  werden  könne.  Dann  iSsst  sieb,  well  - •  -  =  ("-)  •  ^isf»  > 

«och  daa  Prodact  ~  •  -  ?efnachlSss'igan  oder  Lun  - 

fien.  Unter  diesen  Bedingungen  Ist  demnaeh  in  zureichender 
Annäherung 


a  c    '     a  ' 


und  in  jcdqui  lo^arithnii^cben  «Systeme 

log  (a  +  «  4-  «0  —  iog«=llog(a  +  «)  -  loga]  -f  Poga] 
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Die  Zaiiahmen  a,  a*  zu  jeder  beliebigen  Zahi  a  können  dem- 
nach Im  Verhältni/ss  zu  dieser  jedesmal  so  klein  gewählt  werden» 
dass  der  Summe  jeglicher  Zunahmen  jeder  heiieoigen  Zahl  auch 
wieder  die  Summe  der  ihnen  en  Sprechenden  Zunahmen 
ihrer  zugehürit^en  Logarithmen  entspricht  Mithin  gibt  es  za 
jeder  Zahl  so  geringeZunahmeo  deraelbea,  dass  Ihnen 
die  Znoabmen  ihresLogarlt hmus  höchst  nahe  prepor 
tlonat  seien.*} 

Sind  nemlich  «'  was  immer  fflc  swei  verhsltolssmlssig  ge- 
ringe Zunahmen  der  Zahl  o»  so  vnihSIt  sich  h9ehst  nahe 

«  j_  log  (g  -f  «) — logg 
und  j^war  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Zunahmen  «iud. 


42. 

Diese  erwiesene  ProportionalitSt  der  Zuitahme  des  Logarltb- 
men  zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  a  des  Logaritfamands  a 
kann  nun  bekanntlich  einlacher  auch  durch 

[log(a  -|-  g)  —  logaj : :  a 

ausgedruckt  werden.  Verwandelt  man  den  hier  vorllndigen  Unter- 
schied, so  darf  man  sehreiben 

a  +  « 
log  »tro, 

eder  auch 

weil  a  hesttndig  und  «t  allein  veränderlich  vorausgesetst  ist. 

^  DicKcs  einfache  und  leicht  anwendbare  Kennzeichen  der  dtrecteo 
Proportionalität,  dessen  ich  mich  berrits  in  mehreren  Aufsätzen  im 
Archiv  mit  vielem  Vortheil  bediente,  hatte  bereits  Dr  J.  J.  Jde  in 
•einen  „Aofangsgruuden  der  reinen  Mathematik^*!  l*  Thl.  Artthin.,  Berlin 
U08»  §•  197,  it  116,  mitgetheilt  und  im  S.  Me.  auf  die  GeomeCri«! 
■Sgewandt,  und  döeh  haben  meines  Wissens  blos  Prof.  W.  A.  Förste- 
mann  in  seinem  ,,Lehrb.  d.  Geometrie''.  2  Thie.,  Danrig,  1827  und 
Prof.  J.  Knar,  in  seinen  Anffingsgrunden  der  reinen  Mathematik**,  2 
Thle.,  Graz,  1829,  selbes  beuulzt.  Die  Schriftsteller  über  Mechanik  und 
PIitmI^,  wo  tich  mittels  dieiee  Kenneichflne  so  viel«  Proporthmalitftce« 
aofs  einleuchtendste  erwefteu  lassen,  schefaien'ee  Miber  noch  ▼ornchm 
TÖllip  ig^nnrirt  zu  haben.  —  Auch  in  den  ».  g-.  exRcten  Wissenachaftei 
scheint  also  höchttens  noch  Autorität  über  angewöhnte  Manieren  ob- 
siegen zu  können;  darum  möge  zur  Anempfehlung  diese«  Sa(sea  no«:! 
erwähnt  werden ,  dass  —  wie  idi  «chon  aodenwo  angelfihrt  liaibe  — ■ 
bereits  Lia  Place  in  der  Vorrede  m  «eiuer  M^eanifae celeete  tTM  dos 
•ellieB  gedacht  hat* 


Sefarelbt  man  »oliin  nodi  abkOrzend  so  bleibt,  bei  der 

hier  brnriiebeiiden  ProportkMudltftt ,  da«  Verbfiltnies  '"^^^t.^)  giige- 

acht<*t  der  Aenderung  von  fj  unverändert  und  mag  sonaclL  hier  durch 
die  unTeräoderUche  Zahl  m  vorgestellt  weraen»  so  daaa  mit 
Rucksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  1}  Qod  anf 
die  lo^ritbmisdbe  Grundzahl  6,  voilstindig 

«?=o  n 

ist  Dafür  kann  man  wegen  logl=sO  auch  «chreiben: 

^0       i"    —  * 

und  anlangt  demnach  wieder  so  dem  ersten  b  Art.  33.  ausge- 
iproenenen  Lehraaise. 

T 

Schreibt  jmm  die  vorletate  Gleicbang  In  der  Form 


oder 


I 

Jlm(l  +  if)'  =  6«, 


und  erv^ägt,  dass  ö  uüci  ru  bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht  mau, 

dass  die  Potens  (i  -|-  fif  bei  unendlicher  Abnahme  von  17  einer 

bestimmten  Grenze  /«strebt,  Mciclie,  weil  diese  Potenz  weder  6 
noch  m  in  sich  führt,  sondern  Icfüglich  die  an  der  äussersten 
Grenze  verschwindende  VerSnderliche  enthalt,  nothwendij^  eine 
besondere  Zahl  sein  muss«  die  wir  dem  Gebrauche  der  mei- 
aten  Anderen  folgend,  dnrch  e  beieichnen  wollen. 

Sonach  setzen  wir 

1 


nnd  ea  lal 

Und  so  sehen  wir  «ns  denn  wieder  anf  dem  dnrch  nnaeren 
frfihcren  Artikel  ^-'24,  7Ü^9S)  bereits  gebahnten  Wege. 
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43. 

Schlussbemerkungeii.  * 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  erwiesen  m  Ia- 
hen, dass  die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen,  ohne  Zu- 
hilfenahme der,  einer  zu  ueitwendigen  Erörterung  bedürfenden, 
convergirenden  unendlichtni  Iveiben,  sogar  — u  ie  die  in />.  und  A.  zer- 
gliederten Verfahren  dartbun  —  höchst  ungezwungen  und  einfach  ab- 
gehandelt, und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  Algebra  auf* 
genommen  werden  kAnne.  Elementare,  diese  Reiben  gleichfalls 
ausschliessende.  Methoden  der  wirklichen  Berechnung  natfirlicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln,  welche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schriftstellern  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  ,,(irundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis'%  GüttingeD, 
1809  und  1830,  mitgetheilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zngleicb  «las  Versprechen  erfüllt,  welches 
ich  in  meiner  jüngst  veröffentlichten,  voti  clor  kön.  böhm.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  in 
Ihre  Sammlung  von  Abbandlunffen  (V.  Folge.  Band  6)  gütigst  ge- 
wOrdigten,  {^isseren  Monographie,  betitelt :  „Versuch  einer  ricnn- 

fen  Ijehre  von  der  Realität  der  vorgeblich  imaginären  Grössen 
er  Algebra,  oder  einer  Gnnidlebre  von  der  Ablenkung  algeb. 
Grössenbezeichiiungen'*,  4.  1850.  Prag,  (Calve),  §.  57,  Note,  ge- 
geben habe.  Und  sonach  dürften  beide  diese  Abhandlungen  Ken- 
nern genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  —  noch  immer  sehr 
noth  thuenden  —  streng  wissenscbafltlichen  Vervollständigung  und 
folserechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  naen  den  i 
7  Cnundrechnungen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  md  zw^- 
sradigen  Gleichungen»  nach  einander  die  Lehren  von  den  natür- 
lichen Logarithmen,  von  der  Ablenkung  der  algeb raiscbeo 
Grössenheziebungen,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (ablenkend 
bezieblichen)  Exponenten  und  von  den  damit  engstens  zusammen- 
hängenden, folglich  nur  allein  in  die  Algebra  gehörigen  s.  s.  co- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesslich  auf  die, 
ihrer  bedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  höheren  Gleichuu-  j 
gen  angewendet  werden  können. 

Nebstbel  wird  ebe  solehe  elementare  tiaiatellung  der  Lehre  | 
von  den  natflrilchen  Logarithmen  auch  von  ehier  systematischen  i 

Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her«  | 
leitung  der  Differential  Verhältnisse  exponentieller  logarithmlscher 
und  goniometrischer  Functionen ,  ohne  Hilfe  der  convergirenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzuführen  und  sofort  zur  Entwick- 
lung der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylor' scbea 
Lehrsätze  überzugchen  vermöge. 
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IV. 

Das  nialfkittifiche  Problem.  Reweii 

der  feitemersehen  Canstruelion» 

Herrn  Oberlehrer  A,  Quidde 

am  GyimiB^timi  nt  Herford, 


Die  folf^endpn  < Untersuch iinc^oTi  niirden  veranlasst  durch  die 
von  Adams  im  Jahre  1846  herausgebrochene  kleif»e  Schrift  über  das 
Mallattische  Problem.  Die  Analy^is,  welche  Adams  zu  der  ele- 
gautea  Cou^truction ' von  Jakob  Steiner  gibt,  befriedigte  mich 
Didit,  weil  sie  oicbt  reie  plaDimetriscli  war,  sondern  auf  «ne  Glei- 
chung zweiten  Grades  sich  ftttitzte.  Die  folgende  Analyais  hält 
sich  in  rein  £;eoraetri sehen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
bereitenden ^ätze  einmal  itekanot  aind,  xagleicb  aehr  einfach  und 
überaichtlich. 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern ^  von  welchen 
an  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
gehen»  welcher  Ort  ein  Kegelschnitt  iat,  leuchtet  doch  so  Tiel 
auf  den  ersten  Blick  ein»  daas  die  Tangenten,  die  von  den  Punk« 

ten  der  gemeinschaftlichen  inneren  oder  gemeinschaftlichen  äus- 
seren Tangenten  an  die  Kreise  gehen,  stets  eine  bestimmte  Nutiime 
oder  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  Berührungspunk- 
ten liegende  Stück  derselben.   Dass  dieser  Satz  auch  umgekehrt 

filt,  dass  also,  wenn  die  Summe  oder  Diferens  der  vo«  einem 
'uokte  an  zwei  Kreise»  gehenden  Tangenten  der  LSnge  der  Tod 
den  Beriihrunjjspuiikten  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemein- 
äHrbaftlichen  Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  anfeiner 
iitüereu  oder  äusseren  geffleiiiscimttlichen  Tangeute  der  Kreise  lie- 
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geü  mnan,  läset  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  M  fTaf.  III.  Flg.  4.) 
ein  solcher  Punkt,  das«  JUB—MA  —  PQ»  und  es  liege  M  nicbt 
anf  f^;  seien  D  und  C  die  Schnittpunkte  Von  ^if  niid  AM  WüXt 
PQ,  so  1)B=^DP,  CA=CQ;  MB=DB'-DM,  MA-CA^MCi 
w  9o\\  MB-^MA^  PQ,  also  DB—DM-^CA—MC^PQ,  oder 
DP-DM-CQ-'MCzzz  PQ  oder  DC^  PQ—DM-MC=PQ  oder 
DC—DM'jrMCfiem,  wm  nicht  möglich  ist»  wenn  nicht  auf 
/^(/  iiegt 

Man  habe  mm  drei  Kreise  l,  2,  3,  mit  drei  gcmeinschaftU- 
rhen  Tangenten  (Taf.  Uk  Fig.  5.j,  die  durch  einen ^nkt  P gehen; 
A,B  seien  die  Berührungspunkte  des  ersten,  C,D  des  zweiten, 
des  dritten.   Es  seien  ferner  die  gemeinsebalUicheD  Taogeo' 
ten  intieru  wie  in  der  Figur,   ürlan  hat  dann 

PA^PF-ÄF,  PD-yPE^DEi 

folglich,  da  Pt^PK»  ^ 

PA'-PD=zAF'-DE; 

da  abef 

PA--PV=PB-PC=:^BCs 

80  ist 

AF'^V£=BC. 

Constmirt  man  nun  fiSr  die  Krehie  3  und  1  die  zweit«  lanef«  » 
raelnacbaftliche  Tangente  Fi  ebenso  ÜkZ  und  2  die  2te  £^A« 
wekhe  eich  in  Pi  schneiden,  so  bat  man 

P^F^^P,A,  =  A,F,,  P,E,-PJ\^J>^E,i 
PxA^^Pilh^AxF^^ihE^l 

and  da 
also  auch 

AiF^--DiEi=:BC/ 

•o  Ist  auch 

PiAi^PgDissiBC, 

d.  h.  Pt  nauaa  wieder  anf  einer  der  InDeren  ftemeisaebaftlicben 
Tangenten  der  Kreise  1  und  3  liegen ,  dieses  Mal  zwischen  den 

beiden  Berühningspunkfen.    Diese  kann  nicht  wieder  die  erste 
MC  sein,  wenn  aioh  nicht  die  Kreiae  1  und  2  selbst  beifibrfin. 

Denn  man  -nenne  (TaC  IT.  Fl^  6.)  i$  und  i2  die  Durch- 
sehnittspaakt»  twk  FA  mi  FgA^,  ond  von  ED  wat  E^Di,  und 
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betrachte  diese  vier  Tangenten.  Wäre  nun  PPn  «lie  J)ijarirjaie 
des  V  iereck»  ,  die  gemeioseliaitiiciie  Tangeute  der  kreise 

I  und  2  mit  den  Berühningspunkten  B  imd  Cf  so  wim 

Fi?  =  j  (PFi+PÄ  +  Fi^),  />G:=  |(F/>i+Fii:  +  Ii) 

flfld 

^  /\Ä  =  A  i-i  +  ^/^  —  ^i- ,  —Pt  =z  F,  /•  1  -  PF^P^E^  -  FÄ 

abo 

Cä  iiUst  sieb  aller  die  obige  Schlussweise  nicht  auf  jede  Art 

SeneMiacfaalllieber  Tangenten  anwoidan.  Hätte  na«  s.  B«  statt 
es  Kreises  3  (Taf.  fll.  Fi^.  5.)  den  Kreis  4  mit  dea  Beriiiirunga- 
^naktea.  Cr  oad      aa  hätia  aua 

uTid  wollte  man  nan  PCr^ssPff  veracbwiaden  madien,  ao  erhielte 

man 

PD^PAz^DG-k-AH, 

welches  keine  Bezichtinc:  znischpn  den  f.nniren  der  von  den  Be- 
nihrungspunkten  begrenzten  geiiieirischaftüchen  Tangenten  B(\ 
AH ,  DG  ergibt  Eline  solche  ündet  überhaupt  nur  statt  f»ir  «»nt- 
weder  drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gemein- 
schaftlici^e  Tangenten  ,  wie  die  Betraciitiing  eiaar  Figur  aiitLeich- 
ligiEeit  lehrt  Somit  hittOD  wir  also  folgendeD 

Lehrsatz  ].  Wenn  drei  innere  gemeinschattUcbe 
Tangenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
äusseren  einen  gemeinschaftlichen  Durchschoitts- 
paol^t  iiabeo,  ao  babon  die  drei  anderen  gameinachaft- 
tichea  Tangenten  der.«;elben  Art  ebenfalls  einen  ge« 
meinaebaftiicben  Darcbacbnittapunkt 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
gerade  Linie  bilden ,  ist  der  Berfibrnngspunkt  als  ihr  Durchj^chnitts« 
punkt  zu  betraobten.  Z.  B.  Taf.lT.  Flg.7.  Die  Sasseren  Tangen« 
lea  der  Kreiae  1  und  3,  2  und  3  fallen  ia  die  Gerade  GH  zusam- 
men. Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  Gß, 
HD  sich  auf  der  inneren  der  Kreise  1  und  2  in  P  schnei  den,  so 
wird  die  andere  innere  von  1  und  2  durch  den  Beräbrungspunkt 
F  gehen ;  denn  » 

FA^FC^  ICB-DE^PB^PDt:^PL^PM=:LM, 

^oraaa  nach  dem  Obigea  die  Bebaoptuag  aicb  ergibt. 


• 
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Wir  BfwAen  lien  lii«niiil  erwIeBeiMR  SaU  in  Rflekaidtt  «af 
iTOBere  A«%alie  vorziigsw««e  üDr  den  foigendeD  besondem  Fall 
aus: 

LehTiaH%  Wenn  die  Sasseren  {^emelnschaftlichea 
Tangenten  (Taf.  IV.  Fic.  7.)  des  Iten  und  3ten,  2ten  uod 
3ten  dreier  Kreise,  und  Z>£,  sich  auf  der  inneren 
des  Iten  und  2ten  LM  schneiden,  in  P,  während  die 
anderen  äusseren  AF,  CF  eine  i^crade  Linie  b;ilden, 
8o  ffeht  die  andere  innere  durch  den  Berubrungspankt 
F  des  3ten  Kreises. 


Wenn  (Taf.  IV.  Fig. 8.)  4  durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
rade (Strahlen)  von  zuei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  die 
erste  in  A  und  A^^  die  zweite  in  B  und  die  dritte  in  C  uuii 

(\ ,  die  vierte  In  H  und  Dx ,  so  sind  die  ans  den  Abschnitten 
entsprechend  gehildeten  anbannonlschen  Verhältnisse  einander 
gleich.  Ein  solches  anhamionisches  Verhältniss  ist  bekanntlicb 
das  V'erhältiiiss  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  einen 
sind  zwei  von  demselben  Punkte  auj^s^ehende  Abschnitte ,  die  des 
arxlercn  erhfilt  man,  man  den  Ausgangspunkt  in  jenen  mit 

dein  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscht.  Die  Figur  ist  leicht 
zu  entwerfen.   Es  wäre  demnach 

AB  DB  _  AiBi  DiBi 
AC'  DC  A^(\'B^ 

oder 

m 

AB  CB_A,lh  CjBi  AC  B£_^t  BjCi 
AD  CD A^ü^  ' CiD^*    AD  BD-  A^D^  ' B^Di 

Der  Bevieis  ist  leicht  zu  fiihren ,  wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannt 
voraussetzen  wollen.   Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

JSAß _ AB 

ASAC~  AC 

wegen  der  gleichen  Höhe;  eben  so 

ASDB  _  im      /ISA,     _  Aißi   ASDj B^  t\Bj^ 
AHDC  ~  DC    ASAiCi  ~~  AiCi'  ASDiCi  ~  ' 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  Spitze  verhalten  steh  aber 

ASAB  _  SA.SB^  SAC  _  SA.  SC  SDB  SD .  ^B 
ASAgBt  -  SA^SBi  '    üAiCi ~  SAi.SQ  '    SD^B^  "Si^.SBt' 

SDC  _  SD  ,SC, 
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SAB  SA^Bi  SA.Sß  SAi.SR^  Sß^SB^ 
Sit  '  SAi  Ci SÄ.S(y  SAi.SCj^     SC  SCi 


SDB  SDiB^     SD  SB  SD^.SB^  SB,SBi 
SDC  SSift  ^  SD.SC  i^Oi  .S(\     SC  SCg  * 

woraus  die  Bebauptuug  sich  ergibt 

Ob  die  Linien  auf  derselben  oder  aiil  entgegentrcsetzten  Sel- 
ten von  iS  gezogen  sind ,  ist  ganz  &;leiuhuüitig. —  OlBfenbar  kommt 
6»  alebt  darauf  as,  daas  die  Stiabfeii  SA  md  SA^ ,  SB  nod  SB^ 
u.  s.  w.  in  deraeiben  geraden  Linie  zusammenliegenf  die  Sixnh- 
lesbäsebel  können  ancb  eine  getrennte  Lage  haben ,  wenn  sie  sicii 
nur  ziissamnienlegen  lassen,  wenn  also  mir  die  eotsprechendea 
Strahlen  j?leiche  Winkel  mit  eiiiandor  bilden.  —  Wenden  wir  nun 
diesen  Satz  auf  4  Tangenten  eines  Kreise«!  an.  E»  «teien  (Taf.  V. 
Fig.  9.)  ß  und  E  die  Berfihrung^punkte  zweier  Ten  A  ausgeben« 
den  Tangenten  eines  Kreises  um  M;  eine  dritte  schneide  Aß  Hi 
C,  AE  in  6\  ri.  e  vierte  AB  in  />,  AE  in  F;  zieh.  JM,  MB, 
MC,  MD,  MG,  MF,  ME,     Winkel  CMD=ACM-ÄDM 

:^\aCG^\äDFi  Winkel  GMF^\a^D --^AGC.  Es  Ist 
aber 


also  auch 


also 


Ferner 


ACG  -f  ÄGC^  ADF  -^AFD, 


\  ACG  r-  \  ADr=:  ^AFÜ  -  |  AGG, 


CMÜ^GMF,  • 


DMB^W'-^ADF, 

FMA=^^DAk'  +  ^DFA^ADF:=zW  ^^^ADF, 

80  dass  FMA  =  dem  Winkel .  den  die  Verlängenmi;  von  BM 
über  M  hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AME=:  AMB  oder  auch 
der  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  EM  mit  AM  =  dem,  den 
die  Verlängerung  von  BM  mit  ^itf  bildet    Die  beiden  Strahlen- 

huud  \\\  14 
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Mseh«!  MCOBA  mid  MGFAE  Urnrnn  steh  also  in  eiBen  dbzigen 
KusammeDl^B ,  dass  MC  auf  MG,  MD  auf  JIF,  JfA  auf  die 

Verläni^erun^  von  MA  nnd  MA  auf  die  Verlängernng  von  ME 
fällt.  Daher  hat  man  zuisrfier!  den  A bschllUteil  der  Ttn  A  auS* 
gehenden  Tangenten  lolgeude  Beziehung: 

GE,AE  CA^BA 

oder,  da  AB^AEi 

GE,AF.  CD-  GF.  CA .  BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis,  der  DF,  nnd  AD  in  und 
einf  n  zweiten ,  der  CG,  und  AG  in  F  berlÜirt»  mit  den  Alittet- 
puukten  iV  und       ao  iat 

PF     FG    NC  CD 

und  dies  io  obige  Gleichung  eingesetzt: 

AF,  mE.JfC^  AC.  PF.  MB , 

oder  da  AJß  ^  ME  :  - 

AF.NC==AC.  PF,  AF:  FP=  AC:  CJS; 

Werna  «ich  ergibt,  daas  Winkel  PAFssNAC  Atao 

Lehrsatz  3.  Wenn  ?lcr  sfcracle  Linien  1,  2,  ^,4 
einen  Kreis  berühren  und  man  b  es  r  fir  ei  b  t  zwei  Kreise, 
deren  einer  die  Taugente  1  im  Dui  c  ii  sch  nit  tspunkte 
mit  3».  und  Tangente  4.  der  andere  2  im  Ü ureh|ach oitts' 
punkte  mit  4,  und  Taosente  3  berObrt»  00  bildet  die 
vom  Durchschnittspunkte  der  TaDgenteu  1  und  2  nach 
dem  Mittelpunkte  aes  ersten  gezogene  Linie  mit  der 
Tangente  l  denselben  Winkel,  wie  d  i  e.  nach  «lern  Mit- 
telpankte  des  zweiten  gezogene  mit  der  Tangente  2. 


Nach  (dle«en  VorbereHungeu  achfelteu  wir  snr  Mal&ttifchti 
Aufgabe  «elmt.  Sfo  beieat} 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  ein» 
knder  nnd  einzeln  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 

berühren. 

Wir  nennen  im.lM>igeaden  die  TorkominfiBden  Üreiae  mitiitf^ 
Mittelpunkten. 
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Man  drah«  bMi.  fa  das  Dreieck  ABC  drei  Kreise  beschrie 
bell  a,  ßf  y,  von  denen  a  die  Seiten  AB  und  AC,  ß  die  Seiten 
BA  und  ÄC,  y  die  Seiten  CA ,  CVi  berührt  und  d  ie  im  Uebri«i;en 
«0  beschaffen  seien,  dass  drei  ihrer  gemeinschaftlichen  inneren 
Tangenten  «ich  in  einen».  Punkte  P  schneiden.  Die  der  Kreide 
ß  uüd  y  säiueide  ferner  die  Seite  BC  in  A^i »  die  der  Kreise  y 
mTd  m  acluieide  AC  in  ,  die  der  Kreise  a  und  ß  schneide  AB 
in  m|.  Man  beschreibe  drei  Kreise,  weiche  je  zwei  der  3  ge- 
meinschartlichen  Tangenten  von  «,  ß,  y  ,  und  je  eine  Seite  des 
Dreiecks  berühren,  und  zwar  jedesmal  tlic  Seite,  weiche  von  dem 
Kreise,  au  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  bind,  nicht 
MAfft  ififd;  Üaü  .einen  Kreis  n,  ireloher  P^,  Pttii  und  BC, 
floen  0,  welcher  A/h»  P/^i  und  AC,  einen  welcher  P^i,  Pl^ 
Md  dA  liMÜhrt.  Es  haben  dann  die  Kreise  a  und  b  die  Linie 
Pffiif  b  und  c  die  Pki,  c  und  n  die  Pl^  zur  genirinschattlicben 
inneren  Tangjente.  Da  demnach  drei  innere  gemeinst  lial'tliche  Tan- 
genten dieser  Kreise  a,  b,  c  sich  in  demtselben  i^unkte,  in  P 
schneiden,  so*  werden  auch  die  aweiten  inneren  gemeinscbultlicben 
Tangenten  (nncb  Ijehtnats  1»)  «tien  geiiMlDsamen  Duricliaclinitt«- 
fmlt  haben.  Er  heisne  <S.  E«$r^btetime  die.JKfei^  a,  b  und 
y,  80  zeigt  sich  ,  dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinschaft- 
liche Tangente  P  zum  gemeinsamen  Durchsclinittspunkte  ha- 
ben, nämlich  die  äussere  von  a  und  y,  die  V  erlangerung  von  PL, 
die  ftussere  von  b  und  y,  Pki,  die. innere  ?oo  a  und  6,  Pmi.  Es 
wiffden  aleo  »neli  die  andere»  iussenan'unddle  andere  innerQ  ß\q}k 
in  demselben  Punkte  «schneiden.  Die  zweite  äussere  von  Ä.piiflf 
ist  BC,  von  b  und  y,  AC,  so  dass  also  die  zweite  innere  von  a 
und  b  durch  C  gehen ,  SC  sein  nmss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
sich,  dass  die  zweite  innere  gemeinschailtUcbe  Tangente  von  b 
uud  c,  SAy  von  e  und  a,  SB  sein  muss.  ' 

Ee  haben  aber  die  ursprüoglieben  Kreise  noch  drei  andere 
Innere  gemeinschaftliche  Tangenten ,  welche  sich  ebenfalls  in  dem- 
selben Punkte  schneiden  müssen.  Dieser  Punkt  heisse  P|  uud  es 
sei,  der  ohigen  Bezeichnung  entsprechend,  U  der  l^unkt,  in  wel- 
chem BC  von  der  ao  ß  und  y,  l  wo  AC  von  der  an  y  uud  a,  m 
^0  AB  von  der  an  ce  und  ß  getroffen  wird.  Man  constroire  wie- 
der drei  Kreise,  Oj  berührt  von  BC,  P^in  und  Pj/;  6^  berührt  von 
AC,  l\m  und  Pyk\  berührt  von  AB^  Pik  und  Pil.  Durch 
Aowendurjg  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
auf  a,  b,  Cy  ergibt  sich,  dass.  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangeuten  in  P^  zusammenlauien ,  ihre  zweiten  ebenfalls  in 
Einem  Pnokte  sosammenlaiifen  mfissen,  den  wir  Sg  nennen;  und 
dass  diese  zweiten  SiA,  SiB,  SgC  sein  mflssen. 

Ferner:  a  hat  mit  y  die  gemeinschaftliche  äussere  Tangente 
P/i;  mit  ß,  l^nii'y  die  eine  innere  von  y  und  ß,  Pk^  geht  eben- 
falls durch  P;  die  anderen  äusseren  von  auudy,  a  und  ß  fallen  in 
die  Gerade  ilC  xnsammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  2)  die  zweite 
innere  von  ß  ood  f,  Pik,  durch  den  oerührungspunkt  von  a  mit 
fiC  gehen  ;^  k  muss  der  Berfihrunsspunkt  von  a  mit  BC  sein. 
Hiernach  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  ki  der  Berührungspunkt 
von  (Ii  mit  BC  sein  muss,  so  wie  /  von  6,  4  von  bi  mit  AC,  m 
von  c,  7/i|  von      mit  AB. 

14* 
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Eine  Anwendiing  des  Lehrsatzes  3  auf  den  Kreis  ß  s.  B.,  mit 
den  Kreisen  Ci  und  a,  ito  Bmi,  Bk,  Pik,  Pm  vier  Tangenten 
von  ß  sind,       clio  in  //ij ,  ausserdoru  P^k;    a  f?ie        in  ü:, 

ausserdem  Pnii  berührt,  zeigt  man  souh  ich ,  dass  jLaßh=u:iBmi 
oder  SBC=S^BA.   Ebenso  ÄCB=.Si6.4,  SAC=  S^AB, 

Wirmi  nun  die  ersten  Kreise  er,  ß,  y  ej^  genonmieii,  dass 

SCA  =  ^ACB,  SBC=^\aBC\  SAC=:^CAB, 

HO  würden  SC  und  SiC,  SB  und  SiB,  SA  und  S^A ,  S  und 
siisftninienrallen  ued  damit  auch  die  Kreise  a  und  Of  >  b  und  6%, 
e  und  «ji.  Es  fiele  dann  aber  aucli  Pii  mit  P^l  susammen,  ab 

zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereitiiuten  Kreise 
a  und  Ol  mit  den  vereinigten      und     ,  deren  erste  ÄC,  ferner 
mit  PiA",  P/Wi  mit  P  mit  jPj.    Somit  w  ären  die  beiden 

inn<  it  ii  t^emeinschaf fliehen  Tangenten  der  Kreise  a  und  ß,  der 
Kreise  «  und  y,  der  Kreise  /?  und  y  jedesmal  in  eine  zu^aiuraen- 
gefallen;  die  Kreise  wtirden  einander  berühren.  Hiermit  sind  wir 
Sei  der  Striner*sclien  Auflosung  unserer  Aufgabe  angelangt r  Hal- 
bire  die  Winkel  des  Dreiecks,  hesebreihe  in  die  dadurch  entstan* 
denen  Dreiecke  (SAB,  SßC\  SCA,  wenn  SA,  SB,  SC  die  die  Win- 
kel halbirenden  sind)  Kreise,  onnstruire  ihre  inneren  ircmeinsrhaft- 
lichen  Tangenten;  diese  werden  die  gemeinscbattlicben  Tangen- 
ten der  gesuchten  Kreise  sein. 


m§cagu^oa  einer  €ni*Ye  der  dritten 
Ordnung  und  Dreltliellunir  des  Win» 
KelH  mit  Hülfe  dieser  CurTe. 

■ 

Uerro  Dr.  J.       Boy  man , 

Qjrniuwiallelirar  sn  Cobiens* 


1. 

Bezeichueii  bei  der  Annahme  eines  rechtwinkligen  CoorcUna- 
MSyvfttnis  a  imd  6  swei  coiwtente  €renMl«ii>  die  wir  Parame- 
ter oennen  wolleo,      drückt  die  GleicÜiiuig 

(of — a)a:'^  -|-  (ap4-fl)^= 

eine  Linie  der  dritten  Ordnung  au«»  wie  man  eoffieich  eraieb^ 
wenn  man  diese  Gleichung  naeli  der  VerSoderUcSeB  »  ordnet» 
wodurdi  man  nftmlicli  erlilut: 

jc^—ax^ — 26ary  -f      +  oy*  =0. 

Wire  von  den  beiden  Constanten  die  eine  6=0»  so  gftbe  die  re- 
nltirende  Gleiclinng 

immer  noch  eine  Cnrve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
ser Gleichung  zeigt,  dass  die  durch  dieselbe  darj^cstellte  Curve 
2iir  Abscissenaxc  symmetrisch  iicgt,  also  durch  dieselbe  in  zwei 
coQgmente  Zweige  getheiit  wird.  —  Wäre  dagegen  a=^0,  so  er- 
1     hielte  man 
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die  Gteichuog  eloea  Kreises  (bezosren  auf  eioeii  Punkt  der  Peri- 
pherie). —  Waren  endlich  beide  Cenatanten  gleich  Null,  ao  er- 
gäbe aich: 

die  Gleichuag  einea  Pnnfctee ,  des  Anfangapnuktea  der  Coerdinatea. 

2. 

Gehen  wir  zur  alli^pmeliieii  Gleicbiins^  zurück  ,  mii  zunächst 
die  Gestalt  dpr  durch  dietsetbe  auagedrilclLten  Curve  (XaL5.Fig.i04 
keuneu  zu  ieriieu. 

Setst  man  an  dem  Ende  j:=0,  so  ergiebt  sich  ^=0,  d.  h. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
diiiaten.  Dies  war  «;rhoti  a  priori  daraus  ersichtlich,  daas  ia 
der  obigea  Gleichung  keto  coostantes  Glied  eothaitea  ist» 

Setat  man  ^=sa>  ao  erh&lt  man  ys^O  ond  ys=6,  d.  h.  die 
Curve  schneidet  die  Absctssenaxe  in  einem  Punkte  H 

in  der  E n t f e r  n u n  g  a  v  n  ni  C o  o  r  d  i  n  a  t  e n  -  A ii  fa ii  g ,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  JJ  errichtete  iSen  kr  echte  in 
in  einem  Punkte  E  in  dem  Abstände  b  von  dieser  Axe. 

Die  in  der  Gleiehnng  vorkommende  Conatante  a  ist  alaovoni 
Anfange  der  Coordinaten  an  auf  der  Abaciaaenaxe ,  die  Constante 

ff  da^Pijpn  auf  einer  in  fler  Fntfcrrnin^'  n  vom  Coorrlinateu-Anfan!^ 
zur  Ordinatenaxe  parallelen  Geraden,  und  z^^  a^  von  der  Abscissen- 
axe an  genommen.  Die  Gerade  a  ist  der  Hauptparameter,  die 
Gerade  o  der  Nebenparameter  der  Curve.  '  '* '  *'*"' 

Setzt  man  x=-—ay  so  ergibt  sich  y=:-r-,  d.  b.  die  in  der 

Entfernung  — a  vom  Anfani^  der  Coordinaten  zur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur   in  einem   einzigen  Punkte  L,   dessen  Ordinate 

*  ■  « 

«Setzt  uiAü  x~b,  ^  findet  man  »y  =  6  und  y=^~^-^K  d.  ii. 

die  in  döt  Entfcrrtung  OB  —  b  vom  Coordinaten- Anfani^ 
zur  Ordinatenaxe  pnrallcl  gezogene  Gerndr  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten  H  und  D;  für  diesien  Ist  die 
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Ordinate  gleich  der  Abscii^se,  für  jenen  i%i  die  Ordi- 
iiate  der  vierten  Proportionale  /  u  <i  er  Summe  beider 
Parameter,  ihrer  Uiiierenz  und  dem  Nebenparameter 
gleich. 

Setzt  man  .c  =  —       so  ergibt  sich  y=6  und  y=^~^~~> 

d.  h.  auch  die  in  der  Entfernung  OM=^ — 6  vom  Coordina- 
ten-Anfan£?  zur  ()  i  dl  n  atenaxe  parallel  si^^^^^"^  Ge- 
rade sicbneidel  die  Curve  in  zwei  Punkten  J  und  N; 
aach  hier  ist  fOr  diesen  die  Ordinate  gleidi  der  Ab* 
seisse,  wlhrend  für  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
Proportionale  zu  der  Differenz  beider  Parameter» 
ihrer  Samme  und  dem  Mebeoparameter  gieleh  ist. 

Mau  wird  bemerken,  dass  die  Ordinalen  der  Punlcte  L  und 
B,  deren  Abscissen  dem  Uauptparameter  gleich«  tlier  einander 
entgegengesetst  sind,   sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 

Nebenparameters,  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J  und  R, 
deren  Absctüsen  dem  Nebeoparameter  gleich,  jedoch  anrh  einan- 
der ent£rei,'ene:e8etzt  sind,  eich  wie  die  Quadrate  der  6umme  und 
der  liUlerenz  Ijeider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man  =  4:  Ob«  se  ersiebt  man  ans  der  In  Beriebnng  anf 
9  an%elds'ten  Glelchnng 


y= — =nrFi  ' 

das«  y  alsdann  imaginär  ist;  -aoch  erkennt  man»  dass  y  so  lange 
Imginir  seni  wird,  als 

iik:  die  Abscissen  der  Cnrve  sind  also  immer  kleisiet 
als  die  Quadratwurzel  ans  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  Parameter. 


4. 


Scl/t  iiiHri  tj  —  0,  t>o  ergibt  sich  ,/  0  nttd  j  die 
Curve  schneidet  also  die  Abscissenaxc  ausser  im  An- 
fangspunkt der  Coordinateo  noch  in  einem  zweiten» 
aurder  posItlTen  Seite  der  Ordlnatenaxe  gelegenen 
Punkte  ni  die  Abscisse  dieses  Punktes  Ist  dem 
Hanptparameter  gleich. 

Setzt  man  v=6,  so  folgt  j:=a,  xz=^0,  x— — b%  d.  b.  die 
CnrTe  wird  «areb  eine  la  dem  Abstände  6  nur  Absein- 
•enaxe  parallel  geaegene  Gerade  in  diel  Pnnkten  E 


• 
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/> ,  JV  jrcschnttteti ,  von  welrbrn  der  erssteden  Haiipt- 
parametcr,  die  bel<l<M\  ainlcrn  (iler  eine  au(  tler  [MKsiti- 
ven,  der  andere  aut  «ler  ji  lai^ati  veu  Seite  der  Ordinate»* 
axe)  den  Nebenparauieter  zur  Absci8die  babeu. 

Setzt  man  jf^db»*  *o  eneUit  sich: 

^3 — ax^  -f  («^    26«)«  +  an' =0. 

Da  in  dieser .  Gleichung  eines  uogeraden  GTades  da^  letzte  Glied 
positiv  uif  Bp.  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wursei;  die 
beideo  a^der«  Wurzeln  «ter  Gleichung  werden  fUr 

wo  dem  Warthe  +m»  und  —6  dem  Werthe  — n  entspricht, 
imaginär;  Ifir  kleinere  Werthe  von  n  sind  beide,  wie  man  aus 

d^m  <1f»|»|>elteji  Zorchenwechsel  ersieht,  bcständijj  positiv  nnd 
re  el  1 :  (1  i  e  (  II  rve  bat  dem  nach  nur  einen  Zweig  mit  po- 
sitiven Ordinaten  und  negativen  Abscisseo,  und 
ebenso  nur  einen  Zweig  mit  negativen  Abscissen  und 
xugleich  negatlven-Ordlnateni 

Setzt  man  endlich  so  ergibt  sich  x= — «,  d.  b.  die 

Cu  rve  erstreckt  s  ich  so  wob  I  auf  de  r  p  ositi  ve  n  als  auch 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenaxe,  aber  nur 
an f  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  ins  Unend- 
liche. Während  aher  dl6  Ordlnaten  In's  Unendliche 
wachsen,  nähern  sich  die  Abscissen  einer  endlichen 
Grfittse,  welche  dem  Hauptparameter  gleich  Ist 

•   -  >.i 

6, 

Man  lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  be- 
liebige die  Curve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  den 
Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerung  In  dem  Ptnikto  € 
beg^ne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  Ceordlnateii' 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

Daher  Ist  CH^m,  und  da  EC=EH-^CH,  so  ist 

■ 

Srien  ferner  und  die  Oidlnaten  des  baidhschaitUpunktes  A 
der  Geraden  ÜA  mit  de»  (Xirve,  und  sei  B  mit  A  verbünd«!» 
«0  Ist  . 

Aus  den  beiden  Gleichungen,  der  Gurve  und  der  Geraden,  in  Be- 
siehung  auf  diesen  Durchschnittspunkt,  n&mlich: 
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indet  nuui  aber  füt  Hie  Coordlmten  Xi  iiod  jfi  dM  Durdwclniitl»- 
paaktos  ^  folgende  Werth«: 

Sabstituirt  maD  diese  in  den  ohiiren  Wnrzrlausdruck  vo»  h^A,  so 
ergibt  sich  nach  AufiziebuDg  der  Wurzel  uud  eiiiigeo  uüüiigeii 
Ueductiotieo: 

£il=r6— y».  3) 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  nun,  da88  EA=EC,  d.  b.  in  Worteas 
Jede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
iiaten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  den  iNebeupara-> 
rueter  oder  debsen  Verlängerung  und  die  Curve  ID 
zwei  Punkten,  welche  von  dem  EDdpankte  E  dieses 
Rarametete  gleich  weit  entfernt  sina:  —  diese  drei 
Punkte  bilden  aUo  immer  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, dessen  Scheitel  der  Punkt  B  Ist 

Diese  Eigenschaft  der  Curve,  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
rfl^ooimen  werden ,  gibt  nns  znoichst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Haad,  Aeselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  constmiren» 
oßd  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt 
Auch  Hesse  sich  wohl  ein  Instrument  angeben,  mittelst  dessen 
man  die  Curve  durrh  einen  ectntirjnit  lieben  Zug  beschrelluMi  könnte, 
indem  luan  beachtet,  dase»  der  Fut>i>p  unkt  F  der  die  Grundlinie 
des  gleichschenkligen  Dreieckes  halUranden  Senkrechtea  EF  in 
der  ober  OE  als  fmchmeeser  beschriehesen  Kreislinie  liegt«  dann 
also  die  Durchschnittspunkte  der  Curre  vnd  des  Nehenparswelwn 
mit  jeder  durch  den  Coordinaten-Anfang  gehenden  ger:\<K'n  Linie 
OA,  nämlich  A  und  f\  von  dem  Durchscbnittäj^unkte  dieser 
Kreislinie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  smd.  —  Dies 
weiter  au^z^u führen,  ist  iadess  hier  nicht  unsere  Absiebt. 


6. 


Ist  der  NebenDarameler  6==0,  so  föllt  der  Punkt  E  nut  den 
Punkte  H,  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
l'firanieter,  zusammen  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fi^.  II.)  eben- 
lalU  Hli=HC,  und  der  Fusspunkt  F  des  die  Grundlnne  HC  des 

{[leicbscbeukligeii  Dreiecks  HiiC  haibireuden  Perpendikels  ÜF 
ie|»t  hier  immer  aaf  deir  Aber  dem  Parameter  a  ab  Durehmeaaer 
bcsrliriebenen  Kreislinie.  Daraua  also  fol^t«  dass  die  beiden 
Pankte  R  uud  Cf  in  welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 
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der  rnorflmfifen  errhf^nde  gerade  Linie  dfese  spezielle  Curve  oid 
die  den  INebenpar;iinetor  vertretende  Senkrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dem  L>urciii>cliiüttifpuiikte  derselbe»  mit  dieser  Kreis- 
iiuie  gleich  weit  entfernt  sind. 


7. 


Bezeichnen  o  und  to  die  Segmente ,  welche  eine  an  die  Cor?« 
gelegte  Tani^eiiff!  resp  von  der  AbnoIceeB*  Uld  OfdlMAtMIft 
eitaciineidet»  so  ist  beltanotliiii: 


Darob  Differentivtien  der  ailgeimepen  CUeicInnig  der  Garve  erbill 
man  aber: 

djc  du 

fitldet  man  hieraus  die  Differentialquotienten  ^  und  J'^,  und 


aubetituirt  dieselben  in  die  voratebenden  Fonnebi»  eo  ergibt  sieb: 

SeUt  man  in  dleaeo  AnadrOoken  fiir  if  and  4?  dieMFerthe»  welebe 
den  Punkten  dar  Cnive  m  nnendlicEer  fiatfemung  entsprechnif 
namlicli  yas^bo^  ood  4r^— ao  ffdiea  dieselben  in  nagende 
Aberi 

Die  Curve  hat  also  eine  Asymptote,  welcbe  zu  bei- 
den sich  in 's  Ünendl'icli  e  e  rs  tre  cken  den  Zweigen  gehf"rt, 
eM  ist  diejenige  Gerade  KL  (Taf  V.  Fig.  TO.  undll.),  welche 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordioatenaxe  mit  dieser 
in  der  Eiitleruung  a  parallel  gezogen  Ist. 


8. 


An«  dem  nacbatebenden  Ansdnieke  dea 
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«gftben  sieb  durch  HdbiHlatkwi  Oer  •ateprecb&oilen  Wardw  von 

jp  und  y  für  die  tri2<^»noinetriachen  Tangenten  der  Beruh ronden  in 
den  Punkten  E,  //,  D,  N,  in  welchen  die  in  dnr  h^utieraung  a 
mit  firr  ( )r(lifia(enaxe  und  in  der  Kntfernunir  0  uul  der  Ahwcissen- 
itte  uaruiiel  gezogeoeu  Gerade»  die  Curvu  äcbueiden,  lulgeiide 
Werlbe: 

tob  '   26;  " 
Oa  iiuo  lenier:' 

a  6— g  6-fg 

s — :  T  ="Ejr' 

80  ergibt  sich:  das  Product  der  trigonometrischen  Tao- 
L'Pnten  der  Berflbrenden  ftit  die  einfarbef»  Dnrch- 
sclui  itt  spuukte  //,  /),  N  ist  der  t  rigon  o  in  e  tri  sfch  en 
Tangente  der  ßerührendeu  liir  den  dojipelteo  Durch- 
■tbaittsponkt  E  gleich. 


9. 

Die  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  von  a:  und  y  (üt 
dt^n  Anfangspunkt  der  Coorffinnt^n   lässt  obigen  Differentialquo- 
I     tieiiteri  unbestimmt.    Wir  differentiiren  daher  die  Differentialglei- 
chung der  ersten  Ordnung  uocb  einiual,  und  indem  mau  und 
dy  Gonstant  amimrot,  erhält  man: 

aii  welcher  ClaicliBg  elcb  sogtMi  ergibt: 

Setzt  man  hieHe  Ae  4em  Aaimn^nmH  der  Coordinafen  entspre- 
chendee  Wertbe  voe  s  «od  jr»  BSndich  jrs=0  uod  3f=Q,  eo  er- 

Die«er  Ausdruck  eefliSft  aber  zwei  verst^tiedene  WertlM: 

Die  Curve  wird  demnach  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
natcn  von  zwei  Geraden  berührt,  unn  dieser  Punkt  ist 
folglich  ein  dopjieiter  Punkt,  iruiern  z  wei  Zweige  der 
Curve  sich  in  demselben  durchsch neiden. 
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Mit  Hülfe  der  vorsteheiideii  trlgonometrisi  fien  Tangenten  Im* 
sen  sich  die  heificn  Berührenden  tf  und  TT'  im  Antangepnnlf 
der  Coordinateo  ieicitt  coostruiren ,  wobei  wir  also  nicht  vorweileii. 

Nimmt  mnn  dan  PieAict  der  beiden  trigonometrischen  Ta» 
gentm,  so  findet  pan: 

d.  h.  die  beiden  13 e r ü  h  r e ii d en  im  Anfana:8pilBl&t  der 
Coordinaten  «sieben  senkrecht  aui  eiDaiiiier. 


10. 


Will  mau  die  Curve  auf  diese  Im  Coordbateb-Anfang  berifli< 
rendeo  Geraden  als  CoordinatenazeD  beziehen,  so  nehme 
die  bekannten  Transformationsfoimj^  und  setze; 

x=x'cosq>~^if'e\ntp  und  ^==y'co89 — ^r'sin^» 
oder  da  man 

findet,  wo  C2=V  tt*+6*  gesetzt  ist,  die  Ausdrücke: 

^^»P±m   und  „=2^^.' 

Sttbetitnirt  man  dieäe  in  die  Gleichung  der  €vnre 


so  erhalt  man,  indem  man  at#tt  9^'  nnd  |^  wieder  j;  nnd  y 
schreibt,  folgende  Gleichung^ 

— ijS(«^+2«2(6+c)-*(6+c)«)  =0, 

+  (a»-2a6(6+c)  -a(6^  c)«)V  2c(6  +  c) 

« 

oder  wie  sich  durch  Entwii^kiuog  der  Coeflia&ieaten  ergibt: 
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+  4a*(6+c)V"2c(6+  c)  .  y^j 

uud  diese  laleichang  ß^ht  durcb  Auascheidnng  üeä  gemeiosaEueu 
Padm  2(64-c)  cnoueb  in  die  folgende  Aber: 

Fflr  den  Fall,  das&  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist,  er- 
gibt akfc  Ueno»  &  Glelekung: 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt»  dass  die  diesem  besondern 
Falle  entsprechende  Curve  (Tiu.  V.  Fig.  IL)  zu  den  im  Anfangs- 
poBkt  der  Coordinaten  berfinrenden  Geraden  als  ihren  Ooordiiiaiea- 
axen  dieselbe  La^e  bat,  und  dwcb  die  eerade  Linie  OH,^  welche 
den  von  denselben  gefiildeten  rechten  Winkel  halbirt»  In  zwei 
gleiche  nnd  äbnHcbe  Tbeüe  getbeUl  wird. 


11. 

Han  dÜerontilre  die  allgemeine  Gleicbung  der  Cnr?e,  nimlidi: 

der  Keihe  nach  in  Beziehung  auf  jc  uug  y,  so  erhält  man: 

Setzt  man  den  zweiten  dieser  Differentialquotienten  gleieb  Nnlii 
60  gibt  die  Gleicbaeg  — xy — iiy=0  immittelbar: 


L_ 
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Wehn  man  diesen  Werth  von  v  in  die  «Uge  GMcblMg  der  Cinr» 
•ulMlItiilrl  und  entwiekttlt,  do  ioBunt 

indeni  man  wieder  a*-|>6*=c*  setzt,  ond  hieraiui  ergibt  sich: 

bc 

xss±c,  «ad  folglich 

Ans-  der  bekannten  Fdrniei  zur  ßestimmilQ^  dfii^  Uaxil^IHBB  UBii 
Minimums  bei  unentwickelteii  t  uoctionen: 

dhi  du  d*x  ^ 
dif^^  da:  ä^^"^ 

folgt  nun  ferner,  wenn  man  (Vir  die  Diierentiatqnotienten  i^re  obeu 
geiuiidenen  Werthe  in  dieselbe  eint»etzt, 

Diese    Gleichung   geht  aber,    je  nachde»  mau   x^^e  uiut 
^qp^»  oder  j;=:— c  nad  irss^— ^  aatst,  iniolgaoda  fibar: 


uad'  . 

d^x      .  2(c— ä)» 


oder,  indem  man  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 
d^x  '       (c+a)2      .  (Px      .  (c— «}* 

5p"  =  """~^^  "IT"- 

Oer  Differentialquotient  der  ztreiten  Ordnuns  ist  also  für  die 
•iaen  Werth«  voa  «  «ad  y  negativ,  f&r  dia  aadem  positiv;  die 

bc 

Abscisse  x  —  -{-c,  welcher  die  Ordinate  3f=^q^entspricht, 
lai  dasaach  aia  Maximum,  die  Abaeia«e  dtso^««  WiBl« 
eher  die  Ordinate  jyss^^  zugeordnet  ist,  ein  Mioimnjn. 
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13. 


Bezeichnet  man  Jen  zwiscben  dem  F^os^en  tlcr  Curvp,  der  Or- 
dinate und  der  Abscissieoaxe  enthaltenen  I  läcfn  ttraum  mit  so 
hat  mau  zur  Bestimmung  desselbeo  die  bekannte  Formel 

Ifan  iift  aber«  indem  man  wiedenin  a^  +  6^==^  aetit» 


milliie 


Aber  es  ist 


I  — r—  =  Äa? — a6.iognat(<i-|-a;)  +  coost. ; 


•oll  der  Flächenramn  filr  d?=0  trefschwiBden,  so  rnuss  const. 
sa6.iogaat.a  seio. 

Setzen  wir  ferner  e-f-xssn,  ab»  x^m-^a,  so  wird: 

(M-o)(6*+2crii^i»a)rfii 


Bezeichoen  wir  aer,  Abkfiraung  den  Warselansdriicic  mit  R 
•0  ist: 


wie  mhio  «H^^=<^  gesetat,  ist: 


I 
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Wt  RficUdif  UenrnT  iadet  m  Bich  cinmi  RadneiiöM« 


/ 


— 5"  (Ä*— «•)Bfc .  «IQ  — j  ah  logiiat .  ■  ^ 


folglich,  wenn  man  statt  u  den  Werth  a-|-^ 

+  ^  (u;  —  2ö )  V  c*— u:^  +  cODst 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setze  man  ^=0,  wodurch  sich 
^gibt: 

.  ,         c — h 
coüät  =  üb .  lüg  i»at  — — — |-  oc« 

Durch  Zuttammetiiadiüiuiig  (te8  Vorhergehenden  erhält  man  nun 
allgemein  fllr  die  Fon  der  £arve  b^r&nzt«  Fl&che: 

wob<>i  zu  iK^nierkeri,  dass  das  Zeichen  \  auf  die  positiven  resp- 
grüüisern  Ordinaten,  das  Zeichen  —  auf  die  negativen  resp.  ikJ^' 
nern  Ordinateu  «ich  bezieht. 
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Fi'ir  die  speziell«  Gurve,  wAtt  nSnilich  der  Bii^huafKiiniW 
I>IuU  Ut,  geht  dieiM  Foiaiel  In  die  folgende  iilrari 

Ffir  den  Inhalt  des  von  der  Cunre  geUldeten  FoUnme^  6m  wir 
mit  /  bexeicfaoeii  wollen «  findet  tn»Dt 

^S3  |^(^-«a«)«-|.  tle6  .logoai^ 
ned  im  Falle^  das«  der  Nebenparametef  gleich  Null  iet^ 

Hieratts  ergibt  sich  (Taf.  V«  Pig«  IL); 

1)  Beschreibt  m^n  uher  dem  Paranif'tpr  a  das  Q na- 
drat OHEG  lind  mit  d  emsel ben  Paranie  t  rr  a  den  Kreis- 
quadrantei)  HQG,  so  ist  das  iiaiiie  Foiium  OHHO  dam 
Streifen  HEGQH  an  Inhalt  gleich« 

2)  Besehreib  l  man  mit  dem  Parameter  a  iimO  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  und  um  diesen  ein  Quadrat^ 
■e  int  das  Doppelfolium  den  vier  dureb  dieKrelallnie 
abgescbnittenea  Ecken  dea  Qaadratea  gleich. 

« 

"Nimmt  man  ff  — 3,  6=4|  c  =  5,  resp,  6=0  ,  rt=c=3 ,  5so  fin- 
det man  iur  das  Foiium  /,  ao  wie  iiir  das  Foliuni  f*  die  Werthes 


13. 


Die  Gleichung  des  am  den  Anfangspunkt  der  CoordinateiS  mit 
dem  Radius  OE^c  beachriebeoen  Kreiaea  ist; 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  all  gemeinen  Gleichung  der 
Cttrve,  am  einlachaten  io  folgender  Gestalt;  < 

"0  erhält  man  zur  Bestimmnnt^  der  Dorchacbnittapftiikte  der  Cwrve 
und  dea  Kreiaea  die  beiden  Gleichungen: 

i'lieil  W,  16 
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oder  neiiti  timii  tüit^ickell  und  liadi  den  Potenzen  der  VerSader' 
lichoo  ordnet: 

Diese  Gleichuo^n  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curve  wifd  all» 

von  der  Kreislinie  m  vier  Punkten  irr» schnitten,  welche,  vrie  «ich 
ieieht  zeigen  lässt,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wurzel  der 
vorstehenden  Gleichungen  rei^p.  u  und  b  ist,  ergeben  sieh  die 
drei  andern  Wurzebi  resp.  ans  den  Gleichungen: 


Da  nun  hierin  das  swelte  Glied  negafir«  ilberdiea  ü>a  und  e>6« 
also 


und 


4(|^»>f7(i6c«)» 


so  hat  jede  dieser  GJeichaogen  drei  reelle  Wurzeln,  und  zwar 
bat  die  erstere  Gleiebnng  zwei  negative  und  eine  poaitl?e,  die 
BireÜe  Gleidrang  eine  negatiTe  nnd  iwei  poaltlfB  Wnneln.  Sefart 

mau  cosop  =  ^uiul  coä'tl'=— »  «o  »ind  dieseibcu: 
c  e 

+  c.cos  j  9? ,  —  cxos(60**    ^  9^) »  —  c.cus(60®  +  ^  9>); 

Die  Wurzeln  der  ursprüneliehen  Gleichungen  üind  aUo  alte  vier 
reell,  nnd  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Curve  in  vier  reel* 
len  Punkten»  deren  Abscissen  und  Ofdioaten»  wem  nuMi  be- 
rücksichtigt, dass  hier  immer  ^tp  resp.  ^^<60^ — ^9  resp. 

60®  —  ^1^,  und  daüs  immer  0:^4-^2  —  ^.2  jj^j^  gj^-jj  folgendermassen 
zusammeo  ordnen: 

s^s^c.cosl'^  Sf'='fc.eos(6a<»-fj^) 
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a!^^  - c.co8(60«—  j  9)  =  +  c.cos(tiOo  -  j  ^) 

.  •  •     .   '        1  1 

Wie  niaa  ans  den  Voraseicheii  ersieht,  liegen  immer  zwei 
Durchschnittspunkto  im  erateo«  einer  im  zweiten ,  und  einer  im 
dritten  Quadranten. 

Für  den  Fall,  das8  a^3«  b-^^  cssÖ,  ergeben  sich  für  die- 
selben i'uigeude  Wertbe: 

«•as  +  4,76304..  y»=  + 1^210.. 

aJ'rs —3,69874  ..  +  3,30441 


J4« 


Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gemacht^B 
ErSrterungen  werdm  wir  jetzt  Im  Staada  aahl  zu  zeieen ,  wie  pan 
mit  Hülfe  unserer  Curve  in  Folge  der  6.  5.  aogegdenen  Eigen* 
aebaft  die  TriaecÜou  jedes  beliebigen  Winlcele  vornebmeD  kami» 

Se}  aiartlei»«lDbelleliiger  Wuakel  gegeben,  deeaen  SobeitelpiinktO 
(Taf.  V.  Fig.  10.),  so  falle  man  Ten  ligend  einem  Punkte  des  einen 
Schenkels  auf  den  andern  oder  dessen  Verlängerung  eine  Senk- 
rechte £//,  construire  zu  OH  als  Hauptparanieter  und  UE  als 
Nebenuarameter  nach  §.  5.  die  Curve  NOROEOS  und  beschreibe 
mit  OE  Rad  ius  um  O  ^inen-  Kreis,  welcher,  wie  wir  gesehen 
beben ,  die  Carre  aaaaer  bi  E  noeb  In  drei  Punkten  A,  J*,  A*' 
acbaeidet  IVlan  verbinde  diese  mit  O  und  verlängere  nuthi^en« 
&ll8,  wodurch  man  die  Dnrchschoitt<«punkte  C,  C"  auf  dem 
Nehenparameter  erhält,  und  ferner  verbinde  man  mit  den  Punk- 
ten A,  A\  A".  Alsdann  sind  nach  §.  5.  die  Dreiecke  EAC, 
EA'C'f  EA"C'  gleichschenküch ,  mithin  die  folgenden  Dreiecke 
peanveiee -einander  äbnüch: 

da  sie  gleicbscbenkncli  sind,  und  jedes  Paar  den  Winkel  analer 
Grundliiiie,  rosp.  ^EAC  oder  ^EA'C  oder  ^^A"C\  gemein- 
«an  bat;  datier  ist 

^AiSCzsz^EOA.  ^A'EO^^OA',  ^*'EO*^^OA^' , 

Ebenso,  wenn  man  an.«  E  die  Senkrechten  fJF,  EF',  EF"  fallt, 
sind  die  folgenden  recbtwinklichen  Dreiecke  paanreise  ähnlich : 

^COHcoJ^CEF,  ^CÜBoo/iOEP,  ^C'OHcs^^C'EP'» 
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iK  und  <2Ä), 
^^ÜF'>2E  und  <3i2:), 

?»7ei!?t,  wie  vermittelst  nns^er^ 
-  €*m  «pitzer  oder  ein  stumpfer 
.  T  heile  getbeilt  frerdeo  kann. 


4-  0P=3  coirr. 


,   in   den  Punkten  ^*  ^„ 

.M^  iipberle  in  drei  gl^icl^e 


SSI 


Hachtras  ra  dem  Auftatae  ia 

Thl.  Xm.  Sr.  XXXIII. 

* 

Herrn  Theodor  Lange 


Bevorich  der  Öffentlichen  Aufforderung  des  Hrn.  Prof.  Granert 
;    McMEoamo»  und  den  in  demCr^lleVehen  Journal  erschienenen  Be- 

üeU  des  Hrn.  Prof.  Steiner,  desseu  in  te  Nachschrift  zu  dem  Auf* 
Satze  Thl.  Xlll.  Nr.  XXXIll.  Erwähnung  gethaii  wird,  mittheile, 
BU188  ich  auf  einen  Irrthum  aufoierksani  machen ,  der  sich  bei 
Aafstellune  des  allgemeinen  Satzes  io  erwähntem  Aufsätze  ein^e- 
•clilichen  bat  Der  daselbst  geführte  Beweis  btützt  sich  nämlich 

ßr  EigeiMielinfteii  der  Figur,  welche  Ton  der  dort  angeiiommeBen 
Ige  der  Winkel  a  und  o  abhingen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
stattfinden.  Es  kann  demnach  nur  folgender  Satz  allgemein  auf- 
■  gestellt  werden:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten, 
und  ist  die  Linie,  welche  aus  dem  Schnittpunkt  des  Einen  auf 
ileo  Andern  gezogen  wird,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
Sehri^pmikt  des  Aodero  auf  den  Emteren  eemen  ist,  so  tind 
die  Gegenwinkel,  anter  denen  jene  Strahlen  die  (xerade  schneiden, 
«fannder  gleich,  wean  jene  clelehte  Idnleo  diese  Wiekel  fai  glei- 
ik«  VeiteltniseeB  schnsüee.  ' 


Nach  der  Bemerkung,  welche  der  Herr  Professor  Steiner 
•eiBem  Aufsatze  ».Elementare  Lösung  einer  Aufgabe  über  das 
•bene  und  sphärische  Dreieck"  im  28.  Bande  des  Cr  eil  eschen 

hrnmOm  wnwmiWtkUki,  kam  iemelbee  In  Jafcre  IMO  To»  Um 


f 
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Professor  Lehmus  folgende  Aufgalie  zu,  mit^  der  Bitte  „eine 
rein  geometrische  LOsung  derselben  siu  finden." 

„Wenn  in  einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Geraden, 
welche  dessen  Wioliel  an  der  Grundlhtie  bälCten  und  die  bis  an 
die  G^eiiseiten  verlingert  {renoinmeQ  werden ,  gleicli  |8D|^  sind, 
so  ist  die  Frage«  ob  dann  das  Dreieck  glefcbscheniclig  seit**  ^ 

Daraufhabe  er  folgende]  Lösung  dem  Urn.  Professor  Lehmus 
mitgetheilt,  die  er  unter  anderen  desshalb  veröffentliche,  da  ein 
c^osffer  Kenner  der  Geometrie,  Herr  Sturm,  der  von  seineu  Zu- 
htirern  und  Andern  verschiedene  LSstingen  besässe,  die  Seinige 
iür  die  elementarste  gehalten  habe» 

üeber  die  Sch\N  ierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Stei n er  hi  demselben  Aufsätze:  f,i\ie  »Scliwierigkeit, 
welche  die  Angabe  darbietet»  mag  Ihf^n  Grand  dtrin  Ji^llßn»  dass 
die  eine  Voraussetzung  nicht  so  absolut  bestimmt  ist,  wie  mao 
auf  den  ersten  Blick  leicht  efauben  muehte,  .dems  wenn  c'esagt 
wird  ,,<\ie  Winkel  an  der  Grundlinie  nordeti  i^e  hälft  et", 
s<)  ist  dies  sowohl  auf  die  innerii  als  aui  die  äussern  Winkel  au 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  daTin  im  Wesentlichen  drei  ver- 
schiedene Fälle  giebt,  indem  nämlic^i,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegeuselten  verHineerten  Strahlen,  welche  die  inneren  VMel 
Mften,  durch  a  und  b  ond  diejenigen,  welche  die  äusseren IlVIn- 
kclhllften,  dnrch  Oi  nnd  6|  bezeichnet,  ent«peder 

1)  a=6,  2)  01=3^1,  3)  01=6  oder  a=6| 

angenommen  werden  kann/  '    ,  ' 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  L,  wo  also  die  inneren  Winkel 
gehälftet  ^Verden,  ^viirJe  die  Annahme,  das«  die  Winkel  c  und  ß 
ungleich  wären,  etwa  aSfJ,  einmal  zu  dem  8chluss  fuhror».  das*» 
der  Winkel  ADB,  nämlich  2i2— (a+2j3),  ^Tögspr  sei  als  der  Win- 
kel BEA,  nämlich  — (ß-^2a).  iUidjL^reräeiU  aber  folgt  aus  der- 
selben Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  &a  Dreieck 
BDA  legt,  dass  In  i^,  B  \n  A  nnd  E  in  Ei  MU  dess,  da 
DB>AE=BEi  wäre,  fß^x  sein  müsste,  mithin,  da  nr=m  igt, 
der  Winkel  kleiner  sein,  als  y+rn,  oder  Wjnkel^/I^  kleiner 
als  der  Winkel  REA.  Dieser  Widerspruch  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Ann aiiftie  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist. 

„Im  »weiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  Winkel  gebälftet 
„werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an,  ob 
„nämlich  «)  beide  Strahlen  ai  und  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  Spitze  C  oder  beide  dieselben  unterhalb  der 
„Grundlinie  AB  treffen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  jen- 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grondnnle 
^trifft.  Unter  der  Bedingung  a)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
»»dagegen  unter  nicht.'* 

Denn  wenn  Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aiissenwlnkel  Sfchälftet  sind, 
■nd  die  Strahlen      und  6|  die  Gegenseiten  jenseits  der  S|iitze 


r 


m 

I   C  treffen,  so  führt  die  Aiifiahnie,  (las»s  die  Winkel  «  und  ß  nicht 
I   deich  ^vären,  etwa  «>/?,  einerseits»       dem  Schlüsse.   daMs  der. 
Winkel  UAB,   nämlich  iU-a^,  kleioer  al«^  der  Wiukei  i^Z^il, 
oimlieli  ^R—ßi  ,  alto  dam  DB^AE  «eio  nKlMte.  AnderatMite 
folgt,  da  y*^  /  ist,  bei  der$:elhen  CoiwtnM'tion  wie  oben,  dass  der 
.  WiM  £^DB  <,DEiB,  also  ÜB^RE^  oder  DB^AE,  —  Die- 
'  «er  Widerspruch  xei^t  die  Unrichtigkeit  obiger  ABOabme  und  da- 
I  durch«  dass  da«  Dreieck  gleicbschenkU^  ist 
I 

I  „Wenn  dageeen  beide  Strabkn  %  und  ht  den  Gej^enseiteo 
I  »ittoterbalb  der  wiodlinie  begegnen,  wie  in  Taf.  VI  Fig.  3.,  so 
'  „scheint  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  finden/^ 
I  Daher  debt  der  Hetr  Pralconor  Steiner  folgendeii  minder  eis- 
I  £ftcben  Beweis. 

Ans  der  Annahme»  daae  «  «nd  ß  nngleidi  win»,  e(wm  tf^ß» 

folgt  BfyAF,  und  daraus FZ)S F£.  Man  nehme  (Ta£  VL  Fig.!) 
FG^FA  und  FH=FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Con- 
graenz  der  Dreiecke  HFG  und  BFA,  der  Winkel  cr.^  — fv,  also 
«2^ft>  woraus  folgt,  dass  die  Gerade  67/  der  Seite  CB  jert- 
%^i\&^Dt  etwa  in  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel  % 
y=aa-ft=a— p=2f,  denn  «— e  =  ^€rF=/J-|-f,  —  Da  der  Win- 
kel a^,  also  auch  tt^CfD  ist,  so  ist«>A  tdMBDyAB.  Nimmt 
man  BLssBA.  so  wird  BAG  und  i^£rC  congruent ,  also  £=Sg* 
Da  aber  fi^  /  Ist.  so  ist  auch  s^^y,  was  dem  Obigen  2£=y 
widerspricht  Ks  iiiuss  also  a=:ß-  augenümmen  werden,  woraus 
'  folgt»  dass  das  Dreie^  ACB  gletchscbenifCg  sein  muss» 

Nim  dritten  Falle,  wo  alne  ein  innerer  and  ein  ünaannr  Whi- 

>,kel  an  der  Grundlinie  gehälftet  wird,  ist  das  Dreieek  «ehi 
nSleichschenklig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein» 
,,aas5<  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
„wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
t/ist,  d.  L.  bestimmte  Winkel  Uat^).  —  Da  nun  die  Aul^abe  alle 


*)   Sollte  d      üreieclc  ACB  ( l'aC.  VI.  Fig.  5  )  glcichsclieukllg  sein, 

vihrend   ~~  -   iit,  so  folgt i  wenn  9^tt  gewacht  wird, 
»     ß  * 

dma 

Fir  «  =       findet  ouui 

* 

 ir 

Wenn  also  /wincheii  den  GrcMteo  a  und  n  dic»c  (ilcichung  beileht,  i*( 
da«  Dreieck  gleiduchenkUg.  l«t  n=2,  alw>,  wenn  die  Whifcei  gehfilf- 
let  eehi  sollen»  ee  maee 
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p^dlese  PSHe  lllr  die  Reehnung  «tHIschweiffend  zugleich  umft»«ift, 
begreift  man  ,  wie  dies«,  wenn  sie  nicht  geschickt  aagegrlffen 
,»wlrdt  a«f  höhere  Gleichangen  fiihren  muse«*' 

Ffir  die  Lage  Tat  VI.  Fig.].  und  2.  lässt  sich  aqf  dieselbe  WeiM 
wie  oben  zeigen,   dass  auch  In  dem  Falle^  wo  die  Winkel  nur 

untrr  !?leicbem  VerhSltniss  cetheilt  werden,    das  Oreieck  gleich- 
,   [pcfieiikÜiT  sei.    Für  Taf.VI.  Vig. 3.  ist  aber  der  Beweis  dem  Obi- 
gen nicht  analog  zu  führen,   und  auch  kein  anderer  Beweis  für 
diesen  Fall  gegeben. 

Die|CTritersnrlniT»£?  sreht  nun  noch  auf  das  sphärische  Dreieck (Taf. 
VI.  Fi  II.  4.)  über,  iür  den  Fall,  dass  die  Winkel  gehälftet  sind.  „Es  wird 
^^uezeigt,  dass,  wenn  die  Winkel  ungleich  genommen  würden,  etw-a 
„a>ß,  60  aueh  fiP'^AF  and  daher  FD>FE  wüe«  Nhaml 
,,man  nun  FGszFE  und  FH=FA,  ao  sind  die  Dreiecke  AFE 
Mund  HFG  symmetrisch  gleich ,  also  Xi  und  «t^'^* 
j,f)reieek  ßFD  grösseren  Inhalt  hat  ,  a!s  das  Dreicrk  HFG  y  so 
„Diuss  auch  die  WinkeUuiunie  grösser  sein  als  die  <lrs  tf  tzteren.  Oeo 
„Winkel  bei  hnbeii  sie  gemein  und  von  den  ühriLM-n  ist  «fi^|?t 
„(^eil  ct.^  =^  >  ^1 ) ;  daher  muss  W  iukel^>  or^  und  somit  aucb 
n^yx  Sehl.  IIa  femer  die  Dveieel»  BAD  and  ABE  awel  Paar 
^„gleiche  Seiten  und  dazvvischen  die  ungleichen  Winkel  ci>^  Itaben^ 
„so  ist  Seite  <2>e  (d.  i.  'BD^ÄE),  llan  denke  sich  nun  dif 
„Dreieck  ABF  in  der  Lage  von  BAEi ,  wo  nändicb  Winkel  Xj^a*, 

r?-f^ofi ,  Seite  ei=e  (BEi=ÄE)  etc.  ist,  so  wird  man  —  falls 
„der  Winkel  />i?£,  =  >' -f- ^  H- <7C,  d.  h.  falls  die  Summe  der 
„Winkel  an  der  Grundiinte  AB  im  gegebenen  Dreieck  AGB  klei^ 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  —  durch  Hülfe  des  Hauptkreisbogens 
^E*  auf  gans  gleiche  Wäise  wie  ehen  bei  Taf.VI.Fig.2.«Bf  den 
y^Wiaerapmeh  gefuhrt,  dass  ei^dy  also  e><£  eeiB  oilsstei  wer« 
mSus  sodann  auf  die  Gleichheit  von  a  und  ß  und  danms  Sw  iÜa 
„Gleichheit  von  AC  und  BC  geschlossen  wird/' 

„Für  die  andere,  allgemeinere  Aufgabe,  wo  die  Winkel  an  der 
„Grundlinie,  statt  gehälftet,  in  irgend  einem  gleichen  Terhältniss 
„getheilt  werden,  folgt  auf  gleiche  W^eise,  dass  das  Dreieck  eleich- 
„schenküch  sein  muss,  falls  die  Summe  der  beiden  Winkel  ao 
„der  Grundlinie  kleiner  als  zwei  Rechte  ist." 

„Wenn  dagegen  die  Summe  der  Winkel  an  der  Grundlinie 
„grosser  als  zwei  Rechte  ist,  so  wird  der  Beweis  für  beide  Aiif- 
„gaben  unbrauciibar.  —  Ich  begnüge  mich,  —  schliesst  der  Herr 
„Professor  Steiner  seinen  Auteatz  mit  dieser  Andeutung  und 
„Qberiasse  es  den  Liebhabern,  die  vollständige,  aber  müglichit 
i,elementafe  LSsang  aofsufind^." 


i 

lein. 


m 


Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Professor  Lehmas  bin 
Ich  in  den  Stand  gesetzt,  folgende«  von  ihm  geftiDdeae  BeweiM 
def  einfachep  Satzes  nittzutbeileo. 

„Lekriütt.  Weatf  die»  aw«IWlBhe|  eines  Dreieck« 
MbalbireofleB  Tränst" erealeti  einander  gleich  sind,  so 
,)8ind  es  :uirh  tl  i  (  h  a!  b i  r t  p n  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
Nf&at  gieichscheoklicb,  oder  (Taf.  VL  Fig.  L): 

Toraussetzuog;  EADz;zDAB 

Behauptung:  BAD^DBE, 

«I*  Bewel».  ikm  4er  AouWuna  MtAÜ">  DBE  wifde  feigee 

FAD^DBB 

M 

t  * 

i^nd  i^leraiM,  (djirch  Addttloii) 

1)  BAF>ABDi 

2)  die  Tier  Poekte  A,F,D,B  liegen  In  der  Peripherie  dessel* 
„beQ  Kreteen*   Da  nun  aber  in  Folge  der  Voraussetzung  BAF 

<90«,  so  entstünde  ,HFS  .4/)  und  um  bo  mehr  BE>  AD,  aie 
Widerspruch  gegen  die  dritte  Voraosaetzuag« 


,11.  Beweis  durch  Calcnl. 


„Man  nenne  die  Dreieckseeiteu  a,  b,  c  uod  die  halbirenden 
MTraosversalen  d. 


Ans 

ab^c 


Jm^,  wenn  d  eüminirt  wird» 

Nwelcher  Gleichung  nur  durch  n-^  6=0  Genüge  geschieht/' 

Was  den  Satz  in  Betreff  des  .sphärischen  Dreieck«  betrifft, 
•0  iaast  sich  der  Beweis  ganz  in  derselben  Art,  wie  ich  ihn  beim 
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ebenen  Dreieck  ^e^eben  habe,  flibrcn,  wenn  man  nämlich  be- 
rlenkt,  dass  alle  EbeneD,  die  durch  den  ächeokel  eines  Winkels 
Heben  und  auf  denen  Linien  liegen,  welche  mit  dem  andern  Schen- 
kel einen  Winkel  von  der  beitimmteo  Grüfi^e  bilden,  den 
Kegel  schneiden,  deiwen  Aze  der  andere  Schenkel ,  und  desaee 
Erxeugungswink^l  q  Ut.  Denkt  man  demnach  um  jeden  Schenkel 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  firzengungswinkel  g  und 
aus  dem  einen  Scbenkel  (A)  eine  vSrbnittebene  durch  den  K^el 
de«  aii<b»rii  ScIieiikeU  (Ü),  und  die  Ehonen  zwischen  je  einer 
Scbuittliiiie  uud  der  Axe  des  zi^geburigeu  Kegels,  während  man 
sich  Torstellt,  daaa  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  {B)  sieb  um 
ß  um  360<^  drehe,  und  daas  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (A))  und  dessen  Axe  ffe* 
legt  werden;  8o  !:issen  sich  in  Rozitj!^  der  IVeiguneswinkel  Oer 
erwähnten  l^hcnen  geilen  die  Ebene  des  ur.siirün<^Hcben  Winkels 
dieselben  >:>cblü6se  anwenden  wie  im  obigen  beweise* 

Im  Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewiesen 

m  werden,  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  Torkeni- 
menden  Kreise  nur  i>ebraucht  wurden,  um  dnr  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen, nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  beniitzt 
sind.  —  Ferner  mochte  die  von  mir  gesehene  Beweisfuhrong  riel- 
leicbt  desshalb  einige  Beachtung  ymienen«  da  sie  dbMt  fo 
Werke  gebt  nnd  ehi  einheltllcbes  Ganse  bildet 


*)  Diene  /weite  Eiearbeitiing^  «oli  anf  den  Wunsch  des  Herrn  Vf». 
In  einem  der  tiuobstt'u  Hefte  des  ArciiiT«  noch  mitgetheiU  wcrdea,  dt 
Jetit  kein  Raani  dato  ^ar,  und  ich  mir  «uent  vem^iedese  Bsweisailii 
mitlbflUen  wollte.  fil. 
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WtE, 

Die  eontliiiiirlielie  FanetUm  und  Ibre 

Aliseleiteteii. 

Von 

Herrn  Professor  Franke, 

iweii«fu  Uim  tor  der  poljfiecbouchen  Scltuie  %ti  HtniiaT^ftr.  ' 


In  ^«n  CxercIces.d'Analyso  tome  II.  p.  54.  sagt  Ca^diys 
die  FuDctioB  fx  kann  nach  Mac  lau  r  ins  Formel  in  eine  conver- 
gente  Reihe  nach  den  anfsti  li^endei»  Potenzen  von  x  ent»vickelt 
werden,  wenn  der  Modirl  der  reellen  oder  imaginären  VariabeJn 
X  eioen  kleinereu  Werth  behält  als  der,  für  weichen  die  Function 
(öder  deren  erste  Abgeleitete)  aufhört,  contiouirlich  so  9eht.  In 
«cser-Gestakbatte  «cdoh  frflber  Caachy  den  Sate  aufgestellt,  j<h 
docb  ohneden  In  der  Klammer  st«beaden  Zusatz  beizufögen.  Der  Sats 
i*5f  von  s^Tosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
dachten Keihe  nn  eine  klare,  feste  Restinnnung  knüpft.  Indessen 
sctieint  er  nicht  richtig  zu  sein,  und  uline  die  Gründe  fiBr  diese; 
Behauptung  vorzuführen,  welche  iu  Cauchy's  Beweise  selbi^t 
Begen,  wli  Ich  vtehnelir  dfrect  dle'Gf^nzdn  der  Anwendbarkeit 
der  Reihe  dadurch  ver$ii<  Iien,  dass  ich  in  der  ersten  Numniefc 
die  doppelte  Form  des  Differentials,  in  der  zweiten  die  Heziehunp^ 
Her  conti nnirlichen  Fnnction  zu  ihren  Abgeleiteten»  und  fal  der 
(iritieu  die  Reihe  Maclaurius  selbst  entwickele. 

1. 

Es  sei  Fx  eine  Function  von  x,  die  zwischen  Xi  und  Xi  ^  h 

entweder  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt  und  die  z^visnhen  den« 
selben  Grenzen  contiimirnch  bleibt,  d.h.  die  um  uiicmilieh  kleine 
Grüsssen  deretciben  oder  einer  bühern  Orduung  zu  -  oder  abnimmt, 

alt  die  VerinieiMbe  «  selbst  Das  JMwmm  der  Fonctlmi  M  . 
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weijn  et  eine  unendlich  kleine  Zunahme  bedientet.  Diese  Gleicbuiig 
Wt  aiier  nur  genau  hin  aui  das  Lueodiich-ilieme  der  iweUeo  Oro- 

mm$,  m  tes  vcOfÜBdig  iMk      ■■Um  M 

I)  n«^«)— ^'«»«^«fiAlk. 

wenit      etoe  eodlicbe  Zalil  beseicboet,  unti  x  zwiacbeo  deu  an* 

m 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

in  v\el<:hf:n  die  Grossen  ...  kn-itk»  dieselbe  Bedeutung  beibe- 
halten  ai«  ki,  Addirt  luau  diese  Gleicbuo^en  und  ordnet  reebti 
Mcb  Ctr9«9«i  denellmi  Art»  so  erUlt  Mm 

JT(«+n«)-#'«=«^FiH*F(;i4H»)+..+n^+[n-2]^^ 

+    {^1  +    + ...  -J- 

afo«  GWIclung,  w«lelm  ine  CUelelnuig  1)  «treiig  rielittg  ist 
Oiiiibar  fieM:  es  eliMo  Werth  r«»  «r»  dst  Mvia^beii  »  vtl 

flwtMi«  Am  ilar  Gfiete  der  Kaibe 

bedffiitet,  wenn  m  eine  ganze  oilar  gabrocbane  Zahl  be«eicboat 
41a  awiachao  Null'  und  »  üagt  Waaa  nun  m  eioa  BradiaaU 

^«  swifichen  den  Ganzsablen  p  und  |r-f-t  gelegen,  ist,  so  da«i 

4ia  Haihanfblga  dar  'dMßn 

atatl  findat»  aa  kaan  man  Innar  dlaZnnahma  u  mit  dar  MaiaaNa 

mm 

—  vartanschen,  wesbalb  die  Reihenfolge  zwischen  p  und  p-^-^^ß 
die  Ueiha  der  ebenlaUa  ganzen  Zahlen 

?jp+J,.«r/>+j,fji+i-|-l,«.ifi4r 
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ttber(B»ht»  und  es  ist  klar,  dass  die  Clleidiuog  1),  fuigltcii  Aucti 
Gleiebaog  2),  fa^  kleinere  «  gültig  bleibt. 

Auf  gleiche  Weihte  wird  es  einen  Mittelwerth  kq  der  Grössen 

^  p         •••••  ^(t— 1 1 A« 

geben,  für  weiche  der  Zeiger  q  zwischen  0  und  n  liegt 

Werden  nun  diese  Mittehverthe  nilt  n  mnltipttcirt  umI  in  isM- 
cbmig  3)  eingeicbsltet«  eo  entsteht 

eder.  w^n  man  «or  mit  M  vertaimcht» 

In  dieser  Gleichnng  inl  von  def  Veiftndeilieben  sowie  von 
der  Form  der  Function  Fi  abhängig;  ee  wird  daher  immer  einen 
Werth  ;r*f  |Mi  gehen,  Air  welchen 

besteht  Hier  hedmilftt  fk  wieder  eine  Zahl  swIscTien  Null  und  n; 
denn  F'(x-\-ma)  ht  von  F^x-^fia)  um  die  unendlich  kleine  ZaIiI 
tti^  vemcbieden«  man  kann  daher  akg  als  daa  Differential 

F(.r  +  ma)  —  F{a:  +  iha  -  /S) 

anbellen«  in  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  fi  ao  ge» 
wählt  werden  kann,  daaa  4ie  Gleichut^ 

F(a:  -|-  Witt)  —  F(x^ma'-ß)=zakq 
hl  aller  Strenge  bestehe/ das»  daher 

hl  die  Differeni 

^« +£m+lj«)— /X«+««-« . 

das  ist  iu 

und  die  rechte  6eite  der  üleicbuiij; 

* 

In 
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filiergeht,  trenn  man  ma-^ß  wM  pm  fwtwweht.  Die  Qleicliaog  3) 
verwamlelt  sich  sooacii  lo  ' 

4)  tXß'^h)'^FxsskP{x-\-^).  ' 

Schreibt  maD  «»«ttidi  J*mi*  oder        statt  fw»  so  bedeutet 

4^=-  eines  Seilten  Brttcli,  and  sos  Gleichung  4)  entsteitt 

••     •  f  • 

5)  F(ar+Ä)-Fa:=Af»(jp+^Ä). 

In  der  voraus^rp^ienden  Eiifwicklnnir  Heirt  f?pr  Cnnid,  dass  die 
Gleichung  5)  noch  für  eine  Function  gilt,  weiclie  innerhalb  der 
Grenzen  a:  und  a: -i  h  nicht  mehr  coutinuirlich  bleibt;  deoo 
in  diesem  Falle  sind  zwar  einzelne  der  VVerthe 

■  * 

sowie 

Af|  9  ic^s  ••••  ßf^^^»  *\ 

nneudltch  gross,  aber  immer  wird  ein  Miiteiwerth  F'{x-\-ma)  üit 
die  errte  und  för  die  »weite  Reibe,  sowie  P{x-{-ina)  mt  die 
Summe  ton  P^x-^ma)  und  ak«  möglich  sein»  deigestaltj  dsssdie 
Zahlen       q,  ^  swiscfaen  Mull  .und  n  liegen. 

Eben  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel  ,  dass  (ileichung  5) 
für  unendlich  kleiue  Zunahmen  h  gelten  miiäse,  es  mag  die 
gegebene  Fnnetion  eontlnmrlich  oder  miscootlnuirlicb  sein;  somuA 

ist  flllr  ein  noendllch  kleines  « 

*  .  . 

6)  F{x-^9)'-F»^mPim^Au).  ^ 

ist  daher  di«'  Function  coutinuirlich,  so  giebt  es  zwei  Jboriueo^ 
welche  das  Differential  ergänzen»  nemiich 

Fixi^u)  -  Fx^  uPx + 

F(a:+ tf)     Fx=tcP{a:-\-Ja) ; 

und  es  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  Jk,  sowie  in  derswel- 
ten  J  eine  endliche  Zahl«  denn  aus 

^il=^iis=s|Ctt  folgt  J—^f 

und  wenn  k  selbst  onen^ch  klein  wird»  so  wird  n  endlich»  folg- 

lieh  die  Bruchzahl      seihet  endlich. 

Die  Gleichuiigeo  5)  und  6)  gelten  nur  unter  der  zu  Auiauge 
eestelltsn  Bedingung»  dass  fx  swiscben  x  und  x-^h  entweder 
iHMner  n« nehme  oder  Immer  abnehme.  Nimmt  nun dieFnnctioB 
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zwischen  a:  und  -4  zu  uii«l  iwischeit  äß-^-k'  uuii  x-\  k -i^h  ah, 
oder  umgekehrt«  «o  gelten  nach  Gteiehnng  S)  die  BMMm^CB 

tt&d 

trenn  und  1/  ächte  Bnichzalileu  betieuteu.  uud  e«  entiteht 
durch  Addition  dieser  Gleichungen 

JFYjr-f  A'-l-A)  -  Rr = A'JfCar+^A') + AF'(^-fA'+^A) ; 

für  die  rechte  Seite  wird  aber  immer  ein  Mittelwertb  von  def 
Form 

(*'+A)  F'(x+Ä'+A4.ii*TA'+Al) 

sicfi  finden  oder  denken  lassen«  in  welchem  wieder  einen 
ächten  Bruch  beseichnet. 

* 

Aus  der  Gleidiang  5)  in  Nr.  1*  IlMf  sldi  eine  Beztehting  zwi* 
sehen  einer  continuirlichen  Fonction  und  ihren  Ali^^elei« 
teten  entirfckeln.  Es  sei  nemlich  Fx  zwischen  den  Werthen 
nd  Xi  von  x  contlnairlicb»  so  gilt  Innerhalb  dieser  Grensen 

in  welchen  Gleiefanogen  ^  und  k  endliche  Zahlen  bedentan«  wenn« 

wie  voraus^esetast  wird,  «  unendlich  klein  {stf  Ob  nun  auch  f  or 
cnntinntrlich  oder  discontinuiriich  sein  mag>  immer  gilt»  wie  in 
riro.  1.  nachgewiesen,  4ie  Gleiehnng 

rix  -^Ja)—F'x  =  JaF"{x + J'a) , 

in  welcher  /I*  einen  ächten  Bruch  von  Ja  bezeichnet.  Wird  nun 
aus  dieser  Gleichung  der  Werth  von  F(x  {  yf<^)  in  die  (erste  der 
Gleichungen  l.  eingeschaltet»  so  dass  dieselbe  in 

l\x-i  ii)  —  Fx  —  aFx  -I-  Ja^F"(xi^J'a) 

übergeht,  und  diese  Gleiebnng  mit  der  zwelteD  der  gedachten 
Gleichangen  1.  verglichen,  so  erhält  man 

k=JF'\x-{-J'a). 

Nun  ist  J  eine  endliche  ächte  Bruchzahl,  und  k  ebenfalls 
eioe  endliche»  wenigstens  nicht  eme  unendlich  grosse  Zahl •  da- 
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her  kann  f(:r  f  J'a) ,  das  ist  F^a^t  zwlsclieii  den  Orenf  «*n  Tq  und 
Xt  nicht  unendlich  gross  werden,  wird  also  hüch^^tens  endlich 
bleiben.  Wenn  aber  die  abgeleitete  Function  F''x  einer  gegebe- 
nen Function  F'x  innerhalb  bestimmter  Grenzen  yon  ;r  huchstMW 
endlich  ist»  so  wird  Ahr  nnendlleh  kMne  Zooshme«  von  .r  auch 
F'ae  um  unendlich  kleine  GrSssoD  sieh  ▼«rihidsni,  das  betawl# 
F'of  wird  innerhidb  dor  godachtan  Gnsnssn  cootiiiairUdh  «eis* 

Wenn  al^o  Fa;  eine  zwischen  zwei  Grenzen  conti- 
Vttlrllcbe  FvuctIoD  bsdsntet»  so  ist  dte  erste  Abgslei- 
tote  derselben  zwischen  denselben  Grenzen  ebenfntls 
eentinnirlicb« 

Sovvi«  doT  Schluss  von  Fj-  auf  Fx  gilt,  so  ist  er  in  gleicher 
Weise  von  F'u:  auf  F^a:,  von  F'jc  auf  f'"x,^*.  gültig,  weil  F"x 
die  erste  Abgetsltets  too  Px^  n.  s«  w,  Ist»  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function  von  .r  innerhalb  zweier  Gren- 
zen c o n  t i  nui rlich  ist  ,  so  bleiben  auch  die  abgeleiteten 
Functionen  derselben  innerhalb  derselben  Grenzes 
continuirlicb. 

Dieser  Satz  gilt  für  jede  nte  Abgeleitete  einer  zirischen  zwei 
Cirenzen  continoirlichen  l<nnction»  so  lanee  n  eine  endliche  Zahl 
bleibt;  wird  aber  jMinendlich  uross,  so  erleidet  er  eine  Einschrlo- 
kung»  weil  er  nur  die  beziehuiig  einer  Function  und  deren  Abge- 
leiteten enthält,  welche  von  der  Variabeln^  x  abhängig  ist.  Allein 
jede  Abgeleitete  einer  Function  Ist»  ausser  von  dieser  Variabeliif 
auch  vom  Zeiger  n  abhängig,  deshalb  kann  für  wachsende  n  die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  der  Zeiger  n  als  Factor 
der  von  r  abbäugigen  FnnctioD  auftritt»  wie  bei  der  Abgeieiteteo 
der  Function 

in  welcher  m  jede  reeiie  positive  gebrochene  oder  negative  Gaos- 
zahl  bedeutet.  • 

Denn  nacbGlelchnog  6)  in  Mr.  1.  hat  ^  erste  Ahgjdeftote  von 
Fx  die  Form: 

wenn  J  einen  endlichen»  ichCen  Bruch  bedeutet  Daher  Ist 
das  unendlich  kleine  «r  die  zweite  Abgeleitete ; 

^   '  ~ — ~  ^—  ^  =F"(dF-f  ^'o  -I-  4"a), 

nnd,  scbliesst  man  writer,  die  nie  Ahgeleilete 
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wmh  tee  Gtalcbangeii  ito  AMeÜsteb  ia  «llct  Strenge  ikll* 
tig  «ein  «oUm.  0le2dü  7 

bnii  mm  iiuMcMb  der  fhwiieii  tad  4^  liegen  ader  iMil« 
Der  erste  Fall,  für  welchen  diese  Sumpie  grdwer  als  die  untere 
Grenze  .Tq,  und  lileiner  als  die  obere  Grenze  Xi  der  Conttnuit&t 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  $<itz  voraussetzt.  Ist  aber 
diese  Summe  gr»"»8ser,  aU  die  obf»re,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Cootinuitäts-Grenze«  au  iiürt  üuch  die  nie  Abgeleitete  aui^  coo- 
Umiirlieli-  wa  aelo* 

fn  ^eser  Einsrhränknu^  unseres  Satzes  lic^t  tler  Grund, 
warum  nicht  jede  Function,  die  mit  ihien  Ah^cf  U  it(  tcn  von  end- 
licfaer  Zahl  innerhalb  sweier  Grenzen  continuirtich  bleibt,  nach 
Maclauriü's  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
licet;  deoD  die  eben  angedentete  Femi  der  Abgeleiteten«  no  wie 
lelM  di9  Form  d^s  Tbeorma  «eigl  olim  fi#w^.  daa» 


Ü  die  Fqnetion  ^no  convergeot«  R^he  giebtj  wenn  der 
Werth  d^  alten  Abgeleiteten  mit  n  niebt  iea  Unendlicb^  wSebai 
■od  daaa 

2)  die  Function  eine  divergente  oder  hglb  eonvergente  Reihe 
^ebt,  wenn  der  Wertb  der  nten  Abigtleitetcm  mitn  in'a  Unendliche 
ranimmt« 


•  1 

Aue  Glelellllilg  5;  in  Nto.  1.'  fSsat  sich  zugleich  Maclaurina 
^eihe  mit  dem  Restgliede  entwickeln,  Bedeutet  nemlich  eine 

zwischen  .Tq  und  Xi  continuirliche  Function  von  r ,  so  hat  man 
im  irgend  einen  Werth  k  von  X,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
H«gt,  die  identische  Glei(:hupg 

in  welcher  man  k-^x  als  Zunahme  von  x  betrachten  kann,  ao 
4^8  nach  Gleichung  5)  in  iNro.  1)  die  Beziehung  entsteht: 

D  ft*)=.*K«)+(*-ji>««+4:*-«]). 

In  dieser  Gleichung  muss  /»-,  sowie  .r.  zwischen  x^)  und  Xi  iiegeni 
ttud  tür  jeden  der  Werthe  von  k  kann  a  unendlich  verschiedene 
Werthe  annehmen;  es  lumn  daher  x  aich  indero,  ohne  eine  Ver- 
änderung dea  Warthes  von  k  herbeizaf&bren.  Differentlirt  man 
daher  mebmiala  ^  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  s,  nnd  acbreibt 
der  Kürze  wegen  n'  statt  JF\a-^J[iB^^]),  ao  ei^eban  alcb  die 
GlsicliuBgeo : 

0  =     —  2if"  -F  {k-^x)u'^, 
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•  •  • 

aus  welchen  füi  u',  tt!\  die  Werthe  folgen: 


:  : 
ieM  Werthe  aber  wandeln  die  Gleichung  1)  in  feigende  um: 

M 

fA  welcher 

ist  Bleibt  nun  die  Fnoctleii  Fx  (ttr  den  Werth  ^rssQ  «enüiinb- 
lieh»  eind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  deMdben»  is 
endlicher  Anzahl  genommen,  cf^ntinuirlich»  49  S^t»  wenn  VIA  I 
für  k  achreibt»  Gleichung  2)  über  in 
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"TUE 

AnflS§an^  der  Tom  Uerausf^eber  de^^ 
Arebäwm  sesteUten  Aufgabe:  Durcb 
swei  ^e^ebene  PnnJkte  einen  Kreis  ku  ^ 
zielten,  der  einen  anderen  ^e^ebenen 
Kreis  ia  den  Kndpnnliten  desselben 
iNirelinieMers  des  ietsteni  Kreises 

schneidet. 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 


L  Es  seim  dl«  gegebenen  PuDk|B  A  und  B  (Taf.VlI.  Fig.  1.) 
und  FGE  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpuitkt  in  D  Tlieilt 
man  AB  in  zwei  gleiche  Theile  in  J  und  zieht  /C  senkrecht  auf 
AB,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  und  B  gehenden 
Kreise  aut  der  Geraden  «76.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises»  Zieht  man  CD  und  FDE  senkrecht  anf  dieselbe^ 
80  sind  E  nnd  F  die '  heiden  Dnrchsdinitte  der  beiden  Krdae. 
AWo  wenn  «an . 

AJ==:a,  JC=^Q,  CD=:r,  DF=0 

nnd  den  Darchmeeser  des  gesnehten  Kreises  ilC^CfVsJC: 

JCa=ia«  +  ^*=a«  +  r».  (1) 

Der  georaetrisebe  Ort  aller  Paukte,  In  denen  diese  Gleichung  swl- 
sehen  den  Entfernungen  von  J  nnd  von  D  Statt  findet,  ist  eine 
Gerade,  die  anf  der  jD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JD 

als  Axe  der  x  und  J  als  den  Anfang^spunkt  recbtninklichter  Coor- 
dioaten,  Ji>z=if^  und  nennt  »  und  y  die  Coordinaten  eines  der 
gesuchten  Punkte;  so  w^d 
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«  odur 

Man  braucht  a!»o   nur  einen  Punkt  dieser  Geraden  zu  kennen^ 
'    um  sie  ziehen  zu  kOnnen.  Einen  solchen  üudet  man  aber  äusserst 
leicht,  da  der  Gleichung  1)  durch  folgende  Annabme  Genüge  ge- 
leitet wird: 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreis  in 
G  idbneidet»  «imI  erriebt«!  MsaJA  eenkreebt  md  JD  ;  so  ist  in  * 

diesem  hesondern  Falle  0=:JG,  t^BB,  Mati  mache  also  JJC^G 
und  pK=:zDIl  und  filU  i:e  auf  JD  eenkreebt,  bis  sie  die  Geride 
JC  in  C  schneidet;  so  ist  Cder  gesuchte  Mitt^lf>iiiikt  des  sesucb' 
ten  Kreise.«;.  Es  erhellet  zugleich,  dase.es  In  jedem  F«le  nur 
eiaeu  tfoicheo  Kreis  glebt» 

2«  Müh  ^ne  die  Aufgabe  auf  eine  andere  Art  iHsefii  lelM 
man  den  ^oraetriscben  Ort  der  Mittelpunkte  eller  Kreis«  ,Bucht, 
die  dorch  einen  t^esebenen  Punkt  A  gehen,  und  den  ges^ebeoeü 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmesser  dieses  Kreises 
durchschneiden;  und  nachher  auf  dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf 
9  Terftbri  0er  geoulttsebafHiehe  IHmkt  Aeeer  befden  geeoM- 
frischen  Oerter  ist  der  Mittelpunirt  des  gesuchten  Kreises.  El 
sei  C  der  Mittelpunkt  des  gegebenem  Kreises  (Taf.  Vll.  Fig.  2.)> 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  a*,  C  der  Anfangspunkt 
der  rechtwinklichten  Coordinateti ,  CA:2=za,  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwäiinten  Kreise  ^,  t;:  dessen  Halbmes- 
ser ir;  so  sind  die  Gleichungen  für  die  Cooroinatee  dee  Dare^ 
eebnltte  dieeer  beiden  Krebe  x  end 

und  die  ßodiaguugsgleiabung,  dass  der  gesuchte  Kreis  ducch  de« 
Peokt  A  gebt»  ist: 

öuJütmhirt  man  (1)  von  (2),  so  ergiebt  sich:        -  • 

und  wenn  mau  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (3)  subtraliffi: 

2{  (o- j:)— 2v^Ä«ü—  Ä»....  (4) 

eine  Gleichung  ein**r  (Geraden,  die  die  Durchscfinlffspunkte  beiJcf 
Kreise  enthalt.    Die  Bedingung,  dass  sie  diircii  den  Millelpunkt  ! 
des  gegebeneu  Kreise  gebe,  oder  da^s  sie  fCir  jt^^ ,  9f^^^* 
giebt  .* 

2a4=  (a—  H)  (a  +  Ä).—  (*). 
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Diese  Gleichung  zei«j;t,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durth  A  ge« 
bendeu  Kreise,  die  den  gegebenen  Kreis  in  den  EridfHirikten  des- 
»elben  Durchmessers  schneiden,  ui  eiuei  aui  AC  i^eukrechten 
G«rad«D  fieMn.  Nud  Ut  aber»  weno  man  die  Gerade  AC  bis  B. 
Ihrem  Durchschnitte  mit  dem  gegebenen  Kreise,  verlängert,  und 
eine  beliebige  Grad^  AE  tkäktp  die  den  Kreis  io  E  and  F 
«choeidet: 

AF,AE^AD.AB=:  (a-Ä)  (a+Ä) . 

Macht  man  aiee  AE'=ia,  oder  beacbreibt  man  mit  dem  Halb» 
meeser  AC^a  einen  Kreis»  der  den  gegebenen  in  E  schneidet, 
ziehe  darauf  AEp  die  den  gegebenen  Kreis  noch  In  F  schneidet» 
und  nimmt 

21=5 JF»  eder  is:CGs^^AF, 

eniditet  die  Senkrechte  CO  auf  AC;  so  Ui  diese  der  gesuchte 
gesMi^tiische  Ort  a||er  solchen  Kreise. 

Verftbrt  «bis  mllig  ebea  so  laBeilslningmirdeaPMkl^»  in- 
tern man  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 
beschreibt,  bis  er  den  gegdiienen  Kreis  in  E*  schneidet;  zieht 
4ileGende^£'»  die  den  Kiels  In  einem  sweiteo  Pnniite  1^  scbnei- 

1 

dst,  macht  auf  der  Geraden  BC,  C&^^BP  and  errichtet  b 

G*  Hie  Senkrechte  G'(y  auf  HC ,   so  ist  diese  hinwiederum  der 

Seometrische  Ort  aller  durch  B  gehenden  Kreise,  die  den  gege« 
enen  Kreis  In  den  Endpunkten  desselben  Dvrelmiessers  sehnmden. 

Der  Durchschnitt  O  der  beiden  Geraden  (JC\  G'C,  und  nur 
dieser  allein»  ist  dor  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kr(  Ikcs,  der  durch 
die  Punkte  A  und  B  geht,  und  den  gesuchten  Kreis  Inden  End- 
ponidieo  tt  und  J  desselben  Durchmessers  schneidet 
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AaflOsuns  der  Aafs^be:  Dureli  Yier 
Kegebene  Punkte  Tier  Gerade  zu  zie- 
hen, die  ein  Cluadrat  liilden. 

Vuii  dem 

Herrn  Uoctor  T.  Clausen, 

Obfcrvfttor  an  der  Btenwarte  su  Dorpat. 


Es  seien  io  Taf.Vn.Fig.3.  die  gej^cbeneo  Punkte    Z?,  C,  Dund  das 

fesuchte  Quadrat  a|3y5.  Zieht  man  CE= AB  senkrecht  SLut  AB :  so  ist 
Jein  zweiter  Puiikt  der  Seite,  die  durch  Z>  gebt.  Man  ziehe  also,  um  das 
Quadrat  zu  bilden^  UE  und  durch  C  eine  mit  ihr  parallele,  ferner 
durch  A  und  B  zwei  auf  diese  beiden  senkrechte;  so  bilden  diese 
vier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat  Eben  so  wflrde  ein  Quadrat 
entstanden  sein,  uenn  man  den  Punkt  E  auf  der  andern  Seite 
▼Ott  C  auf  der  Geraden  CE  genommen  hätte.  Zwei  andere  ftnde 
innn,  wenn  man  von  B  eine  senkrechte  auf  ACy  und  wie- 
der zwei  andere,  wenn  man  diese  senkrecht  auf  AD  zöge.  Es 
giebt  also  iu  allem  sechs  Auflösun£;eo ,  den  1  all  austjenommen, 
wenn  der  Punkt  E  mit  D  zusammentäUt,  wo  es  deren  eine  uueml- 
liche  Ansahl  f^ebt. 

Um  die  Richtigkeit  der  Auflosung  zu  zeigen,  braucht  man 
nur  nachzuweisen,  dass  aß=zßd,  da  nach  der  Construction  alle 
Winkel  rechte  siud.  Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  Bö  in  f :  der  beiden  Geraden  (^E  und  AB  in  rj.  Es  ist 
^sriB=^^iöE  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel,  ^8iE 
^^mtB,  als  Scheitelwinkel,  also  In  den  beiden  Dreiecken  ifiB, 
i9E  anch  ^riBt::^^Eiy  oder  ^ABa=z^CEc,  Sei  Aa  senk* 
recht  auf  also  pandlel  mit  und  derselben  gleich;  Cc  senk- 
recht auf  cJE»  also  Ce  parallel  mit  ßd  nad  derselben  Geraden  gleich. 


SS» 

Es  sind  demoacb«  da  die  beiden  Dreiecke  ÄBa  oed  CEo  redki* 
winklicht  idnd,  einen  gleichen  Winlcel  fiberdiess  haben,  und  die 

den  rechten  Winkel  ^egenübentiehenden  Seiten  Aß  und  CE  ein- 
aTider  gleich  sind:  beide  Dreiecke  eioandcr  gleich»  und  also  auch 
die  den  beiden  gleichen  Winkeln  ^ABa  und  ^CEc  gegenüber- 
stehenden  SeitMi  Aa  und  Cc  oder  ui^  und  §ä  einukder  gleich. 


ITebiuigsaurffabeii  fiir  Schüler. 

Sftts  von  dem  Herrn  Doctor  T.  Clausen,  Observator  an  der 

Sternwarte  zu  Dorpat« 

Man  Icann  in  Taf.  VIl.  Fk.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zhrlcel 
halbiren,  wenn  mao  blose  awei  beliebige  Gerade  durch  A  nnd  B 
lieht,  die  aich  In  C  schneiden;  darauf  eine  mit  JiB  parallele  Ge- 
rade zieht,  die  AC  in  D  und  BC  in  E  trifft.  Eine  durch  den 
Durchschnitt  F  der  Ixnden  Geraden  ßD  und^li^  aus  C  geso^Dene 
Gerade  CG  haibirt  die  ^  in  6\  ' 
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Seite  ld5  Zeile  2  v.  u.  (7)  statt  (1). 
^    197     ^   3  %.  n.  im  Zäkler  — S)-!-  statt 
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Ihruckfehler  im  läten  Theile^ 

S.   63.  Z.  3  ätutt  »,a  =  ''  (vurii  auf  der  Seite)  setze  mau 

1  1 

liX).  Z.  6.  V.  u.  statt  M-|-^Lim.  ty^A  —  ^Lim.ty^A*'  setasau 
M  —  j  Lim  .  iifh  +  j  Lim .  ty^***. 
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lieber  den  Be^fff  der  Combinations« 
Iiehre  und  die  BeselehnunK  in  derlei-« 
IMn  imd  einige«  neue  Sätxe  Uber  di^ 
CmnMnationen  mit  beMtartekten 

Wiederhoinng^en. 

Herrn  Hofrath  Oett*nger 

XU  F  r  e  i  b  lirg  i,  B. 

* 

*    •  U      ■   ■  mt 


I. 

Begri/f  und  Beseiehnaog  der  rttittbiDfttiott#ffj 

{.  1. 

E«  iüt  nicht  /u  verkefinen ,  dass  die  Lehre  von  den  Combi- 
hatianeü  seit,  ihrer  Begrüoduug  durch  HlDdetiba»&,  Kramp« 
Pfaff,  Rothe»  Weingftrtiier  ele*  «n  hiMt  nsd  C^fane  slth 
•ehr  erweitert  hat.  £ine  «iofiMibe  Vergleichut>g  der  diese  Wmseii- 
idiftft  btliaodttliid«D  SehrifIeD  aus  der  frtiherii  Zeit  mit  deeen  au« 
der  iieuf^rn  und  neiie.<jten  bestätigt  di©»e  Behauptung  dir  jeden, 
der  sie  mit  uiil)erangeiieiu  Aug^e  betrachtet,  hinf.'tngÜch.  Sollte  nun 
auch  von  mancher  Seite  ein  ungunätiges  Urtheil  tiber  diese  Wis* 
aeoacbaft  gefällt  %verden  wollen,  so  behauptet  sie  doch  durch  ihre 
AnireiidlittnceU  Und  BraodllMtfkeit  Hi  so  Tersdiiedelienf  Zweigen 
der  Mathemalik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eSoe  Stellang,  welche 
ihren  Einflusa  auf  tlie  xHeitero  Ansbildung  der  mathematischen 
Wissenschaften  mehr  titid  tnrhr  Kichern  wird.  Denn  nicht  üur  in 
der  sof^enannten  com  In  n  at  u  risch  en  Analy^is,  woffir  sie  ihre 
ersten  Begründer  benutzten,  bewahrt  sie  eine  unbestrittene  An- 
wendteMt  und  BiftuckbarkeH ,  sondern-ftiieh  in  der  Dlff eren seft  • 
«nd  Siininieiirecbifoiig,  te  der  Lehre  von  denFejcultlten  (epd 

Tlieil  \y.  1f 
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hiediiTch  indirect  in  der  Dlfferenzlal-  und  Integralrechnung),  bei  der 
Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  m  Partialbrüche,  und 
in  der  \Vahrscheinlic;hkeitsrechnung  ieistet  sie  unverkenn- 
bare und  nicht  leicht  aul  anderem  Wege  ersetzbare  Dienste,  v^ie 
Ich  durch  eine  Reihe  won  Abhandlungen,  weiche  grCssfentheits 
in  Crelle's  Journal  erschienen  sind,  nachxuweisen  mich  be- 
mühte, und  auch  in  einem  Aufsatze  in  diesem  Archiv  (13.  T  heil. 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Z\ve*!gen,  z.  B.  in  der  Lehre  von  den  conti  n n  ir! i ch  e  ri  Brü- 
chen, in  der  Zah  1 1  ii  l  p }i  r  e  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.  Ein  Versuch  dürfte 
«vohl  der  Mühe  lohnen,  selbst  wenn  der  erste  nicht  geliRseo 
sollte j  und  der  Erfolg  dflrfte  nicht  xweifelhafl  sein,  wenn  der 
Gegenstand  yon  der  richtigen  Seilt  angelasst  wird. 

Wendet  man  mm  den  combinatorischen  Gebilden  seine  Auf- 
merksamkeit zu,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  grosse  Uebebtände 
jUjf.  Der  eine  isti  die  verschiedeneBenennung  ihrer  (Grundbegriffe 
und  Grundgebilde^  der  andere  die  Verschiedeuheit,  ZerfahreDheU 
und  -Unsicherheit  In  ihrer  Zeichenspräehe ,  so  dass  Icanm  ein  lei- 
tender Gedanke  zu  erkennen  ist.  Jede  Wissenschaft  bedarf  einer 
Terminologie,  denn  sie  muss  ihre  Hegriffe  feststellen  und  beneo* 
nen.  Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  irebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  Avirdsich  ihre  v\  eitere  Entwicklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichgültig ,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewählt  ist,  das  Ver- 
ständniss  sehr  erleichtern.  Gleich  hei  der  ersten  BegrOndont; 
einer  Wissensehaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  ihr 
XU  behandelnden  Stoffes  nCthig.  An  Ihn  muss  sich  dann  Name 
und  Darstellung  knüpfen. 

Dieser.  Gnirulbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begrilfes  zur  Seite,  denn  in  dieser  Wissenschaft  ist 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
so^fältig  XU  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  Icann  den 
Begriff  nur  andeuten,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ibm  und  dem 
zugehörigen  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenhang  statt  Es 
iat  etwas  iSinnlicbes  ,  Zufallises,  nicht  Haupt-  «fmdern  Nebensache 
und  unterliegt  der  Wahl.  Obijleich  das  Zeichen  lür  etvA  as  Aeus- 
serliclics  und  Zufälliges  erkl.irt  werden  uiuss,  so  ist  docli  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  deua  hieran  knüuleu  tAich  we- 
sentliche Vortbeile.  ßs  unterstfitxt  das  GedSebtniss,  die  Anlni* 
aung  und  Darstellung  der  Begriffe,  es  erleichtert  die  Entwicklwig 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  genügen, 
auf  einen  Fall»  nümliph  die  Bexeicbnung  der  WurxelgiOssen  dilrch 

"r-  ^ 

\  a  und  a"»  atifmerk»>am  zu  machen.  Währerd  die  erste  Be- 
zeichnungi^weise  für  die  JE)ntwicklun£  schwerfällig  und  HiübevoU 
ist»  Wim  die  xweite  sehr  erleichternd  und  fördernd.  fiinOletehM 
gilt  v(»n  def  Zei<d|ensprache  in  der  Combinations- Lehre,  end  es  Ixt 
nicht  zu  verkennen,  dalBX  die  Verschied«'nheit  und  Zerfahrenheit 
ui  d«^r  Bezeichnung  sehr  ungünstig  in  der  Lehre  von  den  Com- 
bmatipii^o  ge^^irkt  bat  und  nodi  wirkt;  dean  hat  sieb  der  Leset 
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die  ZeictieAspracIie  einer  Schrift  zu  eigen  gemacht,   so  ist  <ld 
durch  der  Schlüssei  tür  eine  zweite  und  dritte  ;ioch  nicht  gefundea« 

Für  die  vreitere  Ansbildmiff  der  CoraMllAHon.<;-Leliye  Ultdikflf 
eioe  Feststellunsr   der  Grundbegriffe    und  Bezeichnung«* 

weise  von  Wichtigkeit.  Zu  derrt  Ende  mögen  folgende  Bemer- 
kungen hier  ihre  Stelle  finden,  die  sich  an  die  in  meiner  Combi- 
DatioBS-Lebre  gegebenen  Begründungeu  und  Erurterungeo  au^ 
feUleBseii. 

Utgtltfß'B^^ilnmtLne  und  SiDthiiilttng  der  Com«. 
.  .  banationeii. 

Die  Combinationen  zerfallen,  «^ie  ^ich  leicht  bei  der  ersten 
Attschaomig  der.  doreh  sie  bervorgebrachfetf  Gru^ipen  ergibt,  in 
tirei  Arten  und  xwar: 

-  «)  iB  eblebe^  wevie  die  eincelneo  Bleneeie,  wel^e^die  Orup« 
pen  einer  besttMüten  Gfauwe  benrorbringen ,  io  ibrer'  Stellest 
und  AafeiilaiideTrolge  unter  eieeadeir  beireebtet  we^lee^  WM 
daaa 

b)  in  solcliej  Wröriü  <liö  Stellung  oder  Ordnung  der  auf  einai^ 

(Verfolgenden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  nicht  io  Betracht 

Ummt,  sondern  nur  darauf  JRücki^icht  genommen  wird,    in  wie 

lern  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Ciasso  von  einander 

durch  die  in. ihnen  auftretenden  Elemente  uoterscbeideo. 

■ 

Io  der  ersten  Art  bildet  nacb  dem  abgegebenen  Begriffe  die 
Ordnang,  worin  die  erzeugenden  Clenjeate  nntec  einander  er<* 

scheinen ,  das  Merkmal  der  Ünferscheidung,  und  es  können  meh- 
rere (irnppen  die  gleichen  Elemente,  jodoch  in  verimderter 
Stellung  enthalten;  in  der  zweiten  Art  lallt  dieses  Merkmal  we^« 
die  Ordnung  oder  Stellung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter 
eiliaader  etscbelDen,  i^t  ganz  glet^hgiiltig  und  die  Gruppeü 
uoteibeheiden  sich  durcb  die  Verscbledenbeit  *  der  in  ibnea  Yoc* 
kommenden  Elemente. 

Stellt  man  der  DeutKcbkeit  wegen  Combinationen  nach  dieses 
Hegriffs bestiromnng  hier  zusammen,  so  hat  man  für  die  Gruppen 
der  driften  Classe  ans  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  der 
Elemente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Gruppen  der 
ersten  Art  folgende  Zusammenstellung t 


abö 

bae 

tmb 

dab 

mbd 

bmt 

deil 

dat 

acb 

bca 

cba 

dbm 

acd 

bcd 

ebd 

dbe 

mät 

bdk 

wAt ' 
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SUllvng  nicht,  sondern  nor  der  Zvftritt  neuer  Elemente 
beachtet  wird,  aUo  für  Gruppen  der  sweiten  Art  bei  aaa 
fblfBede  ZuaenuMiietelUng: 

abe 
abd 
med 
bed. 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  kommen  je  sechs  vor  {abcy  ach, 
bac,  bcoy  cab,  cba  u.  «.  w,),  die  sich  immer  nur  durch  die  Orii- 
Dung  oder  Sttllune,  worin  die  Elemente  anter  efoeeder  verikt» 
men»  anterscheiden.  In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  ist  dietei 
Merkmal  nicht  vorhanden.  Alle  diese  sechs  Formen  haben  nur 
einen  Repräsentanten  (abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidet  sieb 
von  der  Gruppe  abd,  acd,  bcd  durch  die  Aufoabme  von  wenig- 
stens einem  neuen  Elemente. 

Die  erete  Art  dieser  Gebikie  »oll  mit  des  deuterlieB  Nemi 

Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einander  ver- 
setzt); die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungen  (die 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verbun- 
den) bezeichnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemeinen  Na- 
men Combinetioileii  begriten  'werden. 

Untersucht  man  nun  beide  Arten  von  Combinationen  näher, 
80  kennen  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie- 
dene Elemente  vorkommen.  Dici^s  ist  in  den  oben  an^^egelx  neo 
Zusammenstellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  deii  eiiiiel- 
nen  Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  aücb  alle)  oder  anck 
nur  bestinniite  Elemente  wiederholt  ersdieiiien,  und  «war  w£ 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmten.  Itar 
durch  wird  man  ferner  auf  den  iJcgriflf  der  Combinationen  mit 
Wiederholungen  geführt;  welcher  sich  auf  die  beideri  vorbia 
benannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt,  und  man  erhält  so* 
RirC  Vereetaungeo  mit  Wiederbolungeo  And  TerbindaB* 
•gett  mit  Wlederbolengen. 

Hiebet  unterscheiden  sieb  nun  zwei  Unterarten  von  «elbst  Es 
'können  D&mllcb  bestimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  mal. in 
den  elnaelnon  Gruppen,  worin  sie  ertfcheinen,  wiederholt  erselsi* 
nen,  oder  es  können  alle  Elediente,  woraus  die  Gebilde  erzeugt 
werden,  wiederholt  ersclieinen.  Im  ersten  Falle  können  dabei 
die  Wiederholungen  selbst  auf  verschiedene  Weise  beschränkt 
vorkommen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Corabinationes 
In  solche  mit  bescbrftnkten  Wiederholungen  utfd  In  solche 
mit  nnbescbrilnkteii  Wlederbolungea. 

Qe  die  BegrÜriwetJmmaegeB  dieses  Paragraphen  die  Grundlage 
der  nachfolgenden  Erortemngen  bilden ,  üod  eine  klare  Blnslchtver 
aUem  hier  erfordert  wird,  sosoll  nan  auch  eineZusammeostelloog  die* 
ser  verschiedenen  Combinationsärten  hier  gegeben  werden.  Wir 
verfolgen  das  obao  gegebene  Beispiel  weiter» 
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Die  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wi«d«rholattg#tt 
Mfitr  Elementtn  zur  dritten  CUsse  sfaid: 

«M  oea  bam   6c«  eaa  ecm  daa  dek 

Mb   9ob   bob   beb  eab    eeb   dab  deb  * 

aae    acc    bae    bee  cac    cce    dac  dcc 

aad   acd    bad   bcd   cad   ccd   dad  dcd 

eba  ada  bba  bda  eba   eda   dba  ddm 

abb  adb   bbb   bdb  ebb  cdb   dbb  ddb 

abc    ade   bbe  bde   cAo   edc    dbc  ddc 

übd  add  6bd  bdd  cbd  cdd  dbd  ddd 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
lu  fier  Elementen  sur  dritten  Cia«««  «ind: 


aaa 

bbb 

ccc 

aab 

bbc 

ccd 

aae 

bbd 

cdd 

tuid 

bee 

abb 

bcd 

abc 

bdd 

abd 

aee 

acd 

add 

h  den  Gruppen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 

Vtnetzunc  der  mnzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend,  wie 

ia6cd,  bae,  cbd,  cdb,  dbc,  dcb  u.  s.  w.  und  zujjleich  der  der 

V^iederbolung,   ^ie  in  aaa,  bbb,....  und  endlich  beide  in  Verbin- 

loBg  mit  einander,  wie  in  aob,  aba^  baa,  oder  in  abb,  bab,  bba 

I.  8.  w.    Sie  führen  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetzun-  ♦ 

teil  mit  Wiederholungen,  denn  ihre  Eigeothümlichkeit  ist 

mk  heide  Worte  festgehalten. 

lo  den  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  vorerst  der  oben 
mter  6)  ge«^ebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gruppen  unter- 
feheidon  sich  von  eii>ander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
idbHMienden  Elemente«  sondern  dadurch;  dass  In  den  Terschia-  . 
hMi Gruppen  nicht  dieselhen,  sondern  verschiedene  Ele- 
nnte  ?orKommen,  und  es  genfigt,  wenn  auch  nur  eines  unter  * 
len  vorkommenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  in  den  Grup- 
pen aaa,  aa6,  bcdy  bdd....  Ferner  macht  sich  neben  der  Art, 
rie  die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
M)indung  treten,  der  Begriff  der  Wiederholung  geltend,  wie  in 
kl  Gruppen  aab,  bbe,  eec....   Diese  Gruppen  wofdea  In  Ihrer 
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Et^enthOmliGlikeU  ganz  gut  durch  dan  Nmiien  V«ri|l|id«4gen 

mit  \V ie d er h olu nge^i  bezeichnet 

Die  Combinationen  nutt  beschräokteii  WiederholoDgeo  Bollen 
hier  nicht  besonders  hervorg#h9l»e»  werden»  da  wir  «füter  «uf 

^urückkoiun^eu  %«^erden. 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  fSbren  DQfi  zu  folgeodem 
iSchema  über  Eintheilung  der  CombiDatioDen: 

l)    V  er  $  ctzunff  en. 

a)  V^ers etzuugen  ohne  WlederholungeD, 

6)  VersetzDQgeu  mit  Wiede;rbaluDg«n. 

«)  Veraetsungen  mit  beachcSnkteii  Wieder« 
holungeo» 

ß)  Veraetsungen mit  unbeachfftnkten  Wieder- 
*  btfluneen. 

^)  Verbindungen* 

a)  Verblodangeo  ohoe  Wiederboloegen» 

b)  Verbittdungeii  mit  Wiederhoiu agen. 

0)  Verbindu ügen  mit   bei»chrankten  Wieder«' 
bolungen« 

jS)  Verbind  u nie en  mit   uobe»cbrankteQ  Wie* 
derholuDi>,ün. 

Dieses  Schema  etiipiiehlt  sich  einerseita  durch  seine  Einfach- 
heit, andererseits  durch  den  Zusammenhang,  welcher  znisohen 
beiden  Combinationsarten  hrrrscht.  iVlafi  kann  namiicb,  wie  man 
sich  ieicht  aus  der  Torsteberiden  ^Jusainniensfelhing  der  Gruppen 

'  für  dieselben  überzeugt,    von  den  Gruppen  der  Versetzungen 

{mit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Clause  auC 
iaä  Gruffieui  der  Vetbin dualen  (mit  oder  ofaufe  WMlerbelun- 
mm)  au  mtaeibeu  Classe  übergclien,  wenn  man  aus  dea  Gruppen  dei 
Versetaungcn  die  Aufeinanderfolge  der  Elemente  ausstös^t,  al-io 
nur  die  uoter  sich  verschiedenen  Gruppen  beräck8irlitiG:t ;  und  uuigfu 
kehrt  kann  man  von  den  Gruppen  (ler  Verbindungen  (mit  uoi 

i  ohne  Wiederholungen)  zu,  einer  bet^tinnnlen  Ciasse  auf  diü  Gru^ 

pen  der  Versetzungen  zur  nämlicben  Classe  äbergeheu»  ^eep 
man  In  die  Grup|»en  der  VerblnduQ|sett  die  Terecbiedene  Au  fein* 
anderfeige  der  .Elemente  oder  die  Veraetaungen,  welcbt 
die  Elemente  elkier  jeden  Cirnippe  unter  alcb  eiiugebeii  kOaneUr 
einführt. 

Jllan  konnte  ancb  aur  Benennung  der  verschiedenen  Arten  vot 
diesen  Gebilden  nur  den  Namen  Combinationen  wählen:  dani 
wurden  au?<  dem  oben  vorijeletiteri  Schema  folgende  ISameu.  zui 
UiUerscbeidung  d^r  in,  i/  r^ge  «^tetU^nde^  Gebilde  lUesseo:  -  , 

.    a)  Cembiuationeu  mit  Versetzungen. 

b)   Couibiutitieneo  mit  Ver^i etzuni^en  iftsd  Wierde/ 
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Conibiii  ationen  mit  V  6r«olftU ngeia  ria4  bm^ 
«chränkten  Wiederholattgen» 

f)  Combinationeii  mit  VersetiuBgeo  «od  uiibe- 
scbrftokten  Wiederholungeo. 

e)   ComhTriatf onen  ohne  Ver«et2ungeii. 

d)   CombioatloB^D  oitne  Ver«#taiiugeB  oiU  Wieder- 
holungen. 

'   «)   Comblnatioric  rr  ohn«  Vcf setzn&g^cn  mit  1^6« 
schränkten  Wiederholungen, 

p)    Combi  na tlo neu  ohne  X'e  rsetsnpg^li  Bllt'uv« 
beAcbräuktea  Wiedechoittugen, 

Oiese  Benennaoaea  bezeichnen,  wie  mau  »lehi,  dieselben 
Ding^  und  ßegrii«.  Sie  chid  aber  sehr  sohiverjallig,  stoben  jeden- 
&B8  den  zuerst  |;egebeiieii  an  Kurse  und  ZweckroSssigkeit  nacb 
HU«  empfebleii  wAt  detwegen  keineewega  zur  ADoabme. 


> 

Geaebiebtllehe  N<etlseii  fiber  ße^rirfsbestimmung  und 
Benennung  der  Combinatiouen  nebst  Kritik. 

Wir  stellen  pun  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
ersten  Schema  die  von  Hindenburg  gegdbene  ElntheiliiBg  der 
Combinationeo  entgegen.  Nach  ihm  serfalten  sie  (Novi  systema- 
tis  Peritiutationum ,  Conibinationum  ac  VarialienwH  primae  llaeae. 
Liyfc  i7SL  (lg.  4  II»  &)  in  feigeode  drei: 

ä)    Vorsetznngen  (Permutatiooes  sive  transpositiones) , 
i  b)  VerfoindttBgea  (Ceiubiaationea  s«?e  cemplicataooee)» 

^  Variatiofitii  (VarMoaea  shre  oompUoatloaea  cml  peiwa- 
tationibus). 

Unter  Versotüungen  (peniiutationes)  versteht  Hinden- 
burg diejeiiig|2n  Gebilde,  welche  iauner  die  nüiulichen  Elemesto 
(«ae)  üttraa  and  sieh  nordarcli  dieSteUnng,  welehe  dle^erMm* 
senden  Elemente  aater  einander  eiottehalen»  uaterschelde*  («latf 

datae  raa,  servata  eamm  multitadine ,  sed  iion  ordine,  omnibasf 
€|uibvf$  pn<$snnt  nintrt>^  eoordinantur  et  transponTmtur)*  Dabei  kön«? 
IM  unter  sie  ii  i:leiclio  Elemente,  aber  imniLi  gieieh  vielmal  wie- 
derholt erscheinen  (nie  z.  B.  atäU,  habt  öbu).  Au»  det  weiteral 
Ausführung  und  auch  aus  der  weitem  Bestimmung  der  zugehdri- 
pfB  Giuppenaahl  (pg.  ^  C  dee  eben  angeifibrteii  Werkes)  gebt 
SeilN»r,  dass  die  Zaal  der  eraaugenden  Elemente  der  €l«9-' 
senzahl  f^leich  kommen  muss.  Nach  der  hier  (gewählten  T*T»»i- 
uologie  sind  es  die  Versetznngen  ohne  Wiederholungen  aus  7« 
Üementen  mr  fitsA  Ciaeae  und  be^tiniuUe  hskkie  det  Vcwt9^zv<>8^ 
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mit  beschränkten  VViederholungeo  (also  beides  nur  «pec'ielle  Fälle 

;c\veier  CombinatluiisarCen), 

Unter  Verbindungen  (Conibinationes)  versteht  er  solche 
Gebilde,  worin  die  Elemente  au8  irgend  einer  gegebenen  Anzahl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones)  ,  zu  dreien  (Teroiones)  n.  s.  \r. 
zusammengestellt  werden,  die  Ordnurij?  aber,  worin  dii^  Licinonte 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  geiub^e»  wird  (nullo  tanieu  ordi- 
nis  singularum  (rerum)  Tieiesitiiaiiiieve  habito  respectu).  Dabei 
kennen  die  erxeugepden  Elemente  wiederbelt  erscheineii  oder 
nicht« 

Unter  Variationen  versteht  er  Hie  Gebilde,  welche  entste- 
hen, wenn  in  den  Gruppen  der  Verbindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungen) auch  die  Versetzungen  vorkommen  (Variationes  sive 
Complicationes  cum  Permutatioolbus).    Hiebet  wird  die  unter  a) 

gegebene  Bescbränlcung  aufgehoben,  daee  die  BlenientenzabI  mit 
en  Classenex|ionenten  fibereinstimnien  mfisse,  und  es  können  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  führen.  Hierunter  werden 
also  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Verseteun^en  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n  Elementen  in  den  verschiedenen  Clausen 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondern  Fälle.  Die 
Ton  Hindenburg  i^gebene  Begriffsbestimmung  wird  von  Ihm  je- 
dorh  nicht  sehr  strenge  gehalten  /  denn  er  ßihrt  audh  noch  andere 
Falle  bei  Aafetellung^der  angehurigen  Zablenanadrfleke  «vttfr  die« 
eer  Bepennung  auf. 

Elifien  all^melnen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  aiifge- 
föbrteu  Arten  dieser  Gebilde  umschÜesst,  hat  Hindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combioa- 
tionen  wurde  in  den  meisten,  die  Combinationslebre  behandelnden 
iSchriften  beibehalten.  So  von  W'ein£?artner  (Lehrbuch  der  com- 
binatorischen  Analysis.  2  Tbie),  Stahl  (Einleitung  in  das  S^tu- 
dium  der  Combinationslebre)  ^  Lorenz  (Lebrbegriff  der  Syntal^tik 
oder  Combinatienelefare)»  Spehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Oombi« 
nationsfehre),  Thib&nt  (Gntndriee  der  aHgemeinen  Arltl^^ctlk 
oder  Analysis)  u.  A. 

In  der  gebrauchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  einige  Ver- 
schiedenheit. So  werden  die  Verbindungen  auch  niit  dem 
Namen  „ Combinationen  überhaupt"  mit  und  ohne  Wieder- 
holungen, auch „C orabinationen  iroengern'S  oder  „eigent^ 
ilcheo  Sinne'*  hezeiehnei  Aueh  kommen  die  Namen  „geo«4<> 
Bete,  wohl  geordnete**  oder  „gut  geordnete  Combinallo" 
nen"  vor,  so  dass  man  unwillkührlich  an  die  Titel  ^wihlgehoi^n, 
hochwoblgeberen  *'  ete.  erinnert  wird.  ^ 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  «und  mit 
Wiederbolungen  fallt  oflenbar  mit  dem  der  V^ersetzunge  n  ohne 
ond  mit  Wiederholungtin,  wie  er  oben  In  dem  von  mir  aufgeatell» 
tm  Sefaema  Torkommt»  mieammen.  Nmr  Ist  dort  welter,  evl»»6o 
Hl  der  Nitiir  der  Sache  liegt,  iwleehen  heeekrivkien  tmd 
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besuhräuktüü  Wiederhoiuneen  unterficbieden.  Die  Gebilde, 
welebe  Hlsd«Dbarff  «nd  bwm  Naeblblf^er  unter  dem  unter  a) 
«■gerührten  Namen  V'ersetzun gen  ( Permutatiooes)  bezeichne* 
fen,  sind  nach  der  H indenbarg  sehen  Terminologie  in  der  That 

nifht«  anderes  afs  Variationen  ohne  Wiedern olun gen  ans 
71  l^l<  inenten  zur  wten  C lasse,  worin  auch  eine  hestioinite 
Zabi  von  Elementen  einander  gleich  «ein  kaun,  ver^iUiiden. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 

tiötien  in  drei  Arten:  in  Perniu  tationcTi .  ('onibinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet, 
widerspricht  sogar  einer  richti^Hii  Anschauungsweise  und  ist  daher 
unrichtig.  iSie  charakterisirt  eiueu  besonder n  Fall  einer  be- 
eUtnmMn  Unterart  «is  Bllgemeine«  Begriff,  oeordliilit  Ibn  eaelall 
ikm-  iiiiteriuordneiii  • 

Alle  Combinationen  (  Verse  t zun  j^en  und  Verbindungen) 
serfallen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  vorkoninien- 
den  Elemente  in  verscbiedeue  Classeu  oder  Ordnungen  und  unter* 
IfaMM  iA  dieser  ZeigBedenieg  durchweg  den  .  gleldien  Gesetzen. 
Daner  Ist  uicfat  Ahnieeben ,  warum  die  Gruppen  des  bestbmnteii 
Falles,  wenn  gerade  so  viel  Elemente  in  innen  vorkoromeD  als 
der  Glassenexpooent  Einheiten  enthalt  (Versetzungen  aus  n  Ele« 
menten  zur  nten  Classe)  einen  bissen  dem  Namen  fiibren  und 
afrogar  zu  einem  Gattuu^öbegritt  erhoben  weiden  sulieu.  Diese 
jlgibcMelrt  sber  effeiibar  ui  dem  verlieeendea  Falle  nach  der  H in* 
aenbsrg'schen  fiintbeilungswelse.  Wollte  ttan  eonsequent  ver« 
itihmmt  so  mfissta  nan  den  Verbindungen  aus  n  Elementen 
Birr  nten  Classe  (mit  und  ohne  WiedtTholungen)  und  den  Ver- 
setzungen und  Wiederbdluugeu  aus  n  Ekmentcn  zur  7iten  Classe 
auch  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Gat- 
tungsbegriff  erbeben,  was  offrobar  gegen  jede  richtige  Scliluss- 
fbigeroDg  vsistOsst 

Diese  Erörterung  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  imzwei* 
felhaft  darthun,  dass  die  Hindenburg'sche  Einthetluni:  dt  r  Com« 
biuationeu  in  drei  unter  sich  verschiedene  und  courduiirte 
ArfeA  (Permsitationen,  Combinationen  und  Variationen)  uDriehtig 
.ist,  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  sirel 
snter  sich  verschiedene  und  ooordinirte  Arten  zulasst,  die 
von  Hindenburg  Combinationes  sive  Complicationes  und  Varia- 
tiones  sive  CompTicationes  cum  permutationibus  genannt  wurden, 
und  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men „Verbindungen  und  Versetzungen"  bezeichne  und 
vobfll  Bur  dar  Uoteiseliied  vorlKAmmt,  dass  die  BeoeuHuip  „Va^ 
fiat^aen*'  durch  ^ Versetzungen''  ersetzt  ist»  DIess  schien  mir 
m- so  zulässiger,  da  das  VVort  Versetzungen''  den  oben 
gegebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
„Variationeir  ,  d(  rin  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
wechslung" und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht 

Uisdewbarc  Iwt  Jcelnen  allgenielseo  Nsmea  CSrdie  lo  Frage 
sMsnden  GelMlde  aofgeetellt»  wie  der  TItsI  des  oben  ao^efiibr« 
te«  Werkes  Jissagt  Sie  lassen  siob  gana  ai^seknisslg  mit  dem 
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Naineo  „CojnbinatioDeD"  beae&elui«ii.  Daliir  bat  auch  der 
Spracbgebtaucb  eotschi«defi ,  wie  die  Auadriicke  toOeviblDftl-o-' 

rische  Analysis,  Comhination.« -Lehre,  comblnatorifiche« 

Verfahren  etc."  deutlich  darthun,  wodurch  im  Allgönifiinen  dieOpe- 
rationen,  welche  die  CombinatioDKlehre  iebrt  und  die  Anatysis 
gebraucht,  mit  aJleu  sich  daran  kuüpfeiiden  GeachäAen«  aogedeu- 
tet  weiden.        .  ► 

Gans  unstatthaft  ist  die  Benennung  „geofdn^te,  iroblge' 
ocdnete  oder  eot  geordnete  (rite  ordinatae)€ombiDatioDen*'t 

Nie  bezieht  sicn  nur  auf  die  Methode,  wie  die  Gruppen  dieser 
V erbifidiiTiJiet)  gebildet  werden  (wobei  ritan  zur  Erleicoterung  des 
Verlalirens  allcKÜnjjs  i^anz  üachgeniäsj»  die  Elemente  nach  einer 
bestimm leu  VVeiäe  arduet),  uicbt  aber  auf  die  Gruppen  und  deu  Be- 
griff selbst,  wie  dieas  auch  bei  der  Grappenbtldtin|(.  der  VeraetsiB- 
gen  mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Die  Verbindun- 
^en  (mit  und  ohae-Wtederholungen)  eharakterieirtn  aicb  nach  der 
w  §-  '2.  gegebenen  Begriffsentwrcklung  vorzugsweise  als  solche 
Gebilde,  wcrrin  frerade  die  Ordnung,  iu  welcher  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  au  sgeJschloi>8en  und  daher  ganz  unwesent- 
lieh  i^t.  So  stellen  2.  1>.  die  sechs  Formen  abc,  acb,  Oac,  bea, 
tob  f.  cba  nur  eine  Gruppe  dar,  wen»  won  den  Gruppen  der  Ver« 
bieduiigen  sur'  diHten.  Cleas«  die  Rede  iel ,  dene  «efr  liet  in  die* 
sem  Falle  die  nimnche  Bedeutung  wie  cb»  oder  6ca  e.  £  Mid 
alle  zusammen  vertreten  den  nainlichen  Begriff.  Ist  aber  von  den 
Versetzuni»en  zur  dritten  Ctassc  die  Rede,  dann  steilen  diese  Ge- 
bilde sechs  verschiedene  Gruppen  dar  und  acb  ist  eise  an* 
dere  Gruppe  als  abc,  oder  cfm.  Sie  sind  nicht  mehr  unter  eii- 
ander  identisch,  sondern  dem  Begriffe  nach  unter  sich  gesonderte 
Dinge. 


S.  4. 

Beaaicbottng  dei  Cembtnati^nen» 

Cm  die  so  wfinscbenswertbe  Einheit  und  Einförmigkeit  fifr  die 
Beaelcbnune  der  €ombinaiionen  au  gewinnen,  wernen  folgende 
'   Sätzd,  die  ich  schon  in  meiner  Combraafionalebre  jf,  7.  anmefiibrt 
bebe,  als  fördernd  zu  betrachten  sein« 

Die  zu  wählenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein»  daas  sie 

-1)  de»'  anmdetttenden-  Begriff  ilcbfig  anifeebnieii  uml  daher 
blar  und  erschöpfend  vorlegen.  ABe  zur  Erzetigting  des  BegrÜb 
mitwirkende  Elemente  müssen  zusammengefietsst  werden*,  keines 
darf  übf^r'Tehen,  tind  niebts  UnerhebKcbes  oder  ZufiEUigea  tA»  M> 
seotiieh  bezeichnet  sein; 

2)  daas  sie  sich  der  Metbode,  womadi  die  Zelebeo  einer 
MtfaRwaacbaft  überhaupt  gewliJilt  werden »  aBMUleaaea«  WflUfar 
und  Unsickcnrhelt  müssen  oaCerdrflckt  «mI  aUgenwinoo  GeaUi»» 
punkten  iwiinneewkiet  werden« 
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3)  Zelcben,  die  in  der  Wissenschaft  schou  eine  beistimmte 
Bedeutung  erhalten  haben,  müssen  hieför  ausschliesslich  beibe- 
halte und  künueu  nicht  auf  andere  Begriffe  übergetragen  wer- 
den. Dkl  VeuMwbläfsiguQg  diese«  Punkte«  Ibriugt  UiVMclivb^) 
«ed  Verwirmeg  in  die  Beeeichniuigeweise. 

Nach  diesen  Andeutungen  müssen  die  Zeichen  in  der  Com- 
binationsiehre  so  gewählt  werden»  dass  in  ihnen  alle,  von  einem 
^Qgrifie  umjpchlosseneo  Geschäfte  enthalten  und  ausgesprochen 
ein4«  Oaa  «eichen  nuee  daher  angeben: 

a)  die  Art  der  Co m  bin  atio n en,  welche  gebildet  uerdert 
sollen,  als  da  sind:  Versetzungen  oder  Verbindungen,  ohne  und 
mit  Wiederholungen,  mit  beschränkten  und  unbeschränkten; 

6)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sol- 
len, aus  e)uer  oder  mehreren  Elementenreihen.  Viele  von 
den  bisherige  wählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  gana, 
und  dflrfteir deswegen  nusniSeeig  sein; 

c)  die  C lasse,  oder  Ordnung,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente» 
«Nifsbe  in  jeder  dec  s»  hlldenden*  Uaaean  xnnaanmQi^sasteiit  wer» 
den  eoilen 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehlen  dürfen,  können  noch  andere  IVebenbegriffe  aufgenommen 
w)crdeu»  wie  z.  B.  Su^meien»  welche  die  zusamwenwirr 
hcniBft  JUeMote-  IwrooiMigen  eoUems  ndec  Al^iheilmgtn 
eder  Ffteber»  worein  sie  gebrecht  werden  «eilen  ivad  dfffgUl' 
eii«n  mehr. 

StiUsch\veiger»d  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 
nur  die  ersten  Elementarsätze  der  Combinationsiehre  l>ehandelt 
werden,  und  «eilest  von  denen»  die  Iceine  Zeichen  gebraoehen,  «on- 
dem  den  darzustellenden  B^gülf  iait  VT  ortend  ^eben ,  die  hier  auf- 
gestellten Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
fi(leichfr»rmiger»  Bezeichnungsweise  hat  sich  aber  diese  Aner- 
kennung noch  nicht  gesteigert.  Jeder  geht  der  hergebrachten 
Gewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeichen  aber  ist  die  kürzeste 
Terminologie,  erspart  viele  Wem  und  erleichtert  die  weitere  An«- 
bildung  der  Wiesenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus- Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
zelnen durcbgeiührt ,  sondern  niuss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  und  durch  ailmäiige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  seil  nnn  der  Versnch  einer  solchen  Anbah- 
nung, in  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  «ich  viel- 
^icnt  dadurch  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hin  den  bürg  ge^ 
fVl^blte  aber  jiicht  durchgeführte,  in  vielen  Schriften  auch  schon 
angenommene,  von  anaern  wieder  verlassene  Bezeichnungsweise 
m  Gru"de  gelegt  wird,   die  überdiess  den  Vorzug  grosser  Bild- 

e*  eit  und  Brauchbarkeit  bietet,.,  wie  aus  meiner  Combinations- 
bsrTaigebt«.  wo  «le.  «1^  syatemnliscli  weiter  hnsgeMli^t  find 
gefiib|:t  midet 
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Die  Vereetzangen  werden  dieser  Methode  zufotge  durch  P 
(Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Perniutatio) ,  die  Verbindungeo 
durch  C  (Anfangsl)uchstabe  des  Wortes  Combinatio)  arif^edeutet, 
die  Elemente  vierdeu  neben  an  gesfichrieben ,  durch  Kuiuniata  ge- 
trennt und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
SchluMklammer  kommt  die  Ctassensahl  als  Exponent  suete* 
.  hen ,  so  wie  die  unter  a)  —  c)  aufgestellten  SStze  es  fordern.  Die 
^  Wiederholungen  werden  durch  einen  Strich  angeseigt,  der 
oben  rechts  an  den  Buchstaben  P  und  C  nach  dem  VorjO^anf^e  der 
meisten  Schrillen  gesetzt  wird,  ße schränkte  Wie  fi  erb o  jun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden,  wie  diess  be- 
kanntlich längst  gebrfittchlich  ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen 
aus  det)  Elementen  Oi»  0%,  a^,^am  (a  Elementen)  aui  ytea  CImm 
bezeichnet  durch 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeecbriak^ 
aus  denselben  Eiemeaten  zu  derselben  Ciasse  durch 

5)  02>  «3 

Die  Versetzungen,  worin  ein  Element  (o^  kmai,  ein  en- 
de res  (a^)  Amal  wiederholt  encbeint  (mit  bescbränkten  Wie- 
derholungen) durch 

Hierin  ist  bekanotlldi 

i -I- ifc  + 1 H- 1 -f  A  +  i-f --ssf* 

Die  Verbindungen  ohne  und  mit  Wiederhoinngen  a«a  den 
eben  genannten  Elementen  zur  ^en  Classe  irerdeo  analog  dnieb 
fnlgende  S&eichen  angedeutet: 

7)  f  ii5,....aii)ff» 

9)  C(ai,  a.*j,  Ca,  a\,  a5,....o«)J. 

Sollen  Corobinationen  In  irgend  einer  Classe  so  einer  bestimm- 
ten Summe  besekhuet  werden,  bo  tritt  noch  ein  neues  fiicnii#nt 

hinzu,  das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  mnss.  DIess  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Elemente 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  folgen  lässt.  Alle»  andere  bleibt  an  der  Bezeich- 
nung ungeändert  Die  Combinationen  (Versetzungen  und  Ver- 
bfaicningen)  mit  ond  ohne  Wiederbolangen  ans  irgend  einer 
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J£leroent«DMtlil  lu  der  ^ten  Classe  mr  fluoiiM  m  «rmi«n  «ofolft 
d«r  R«ifc#  nftch  beMlcBnet  durcb: 

10)  /^CMiffi*  ot»  »-)^» 

11)  ^'(/'«»fli.  a»#  <^  -«»-«fi)*» 
l!l)  CjC/in;«!  ,  fl^»  .....)«* 

13)  C(/0i;O| ,  oji,  Og  »..aM~f^i)9. 

Snlleii  C<»mbinationefi  zu  bestimmten  Unterschieden  aogedeatet 
werden ,  so  werden  sie  auf  die  vorstehende  VVei^e,  nur  mit  der 
AbittderuDc  d«raefttellt,  duM  man  aUeotlialbett  d  «tatt  /  sebreibt 
nnd  alle«  17ebr%e  in  dem  Zechen  uaverSndert  l8«8t  Kiimniea 
mehrere  Elemeotenreibwi  in  Frage»  ae  werdea  cie  la  die  Klammer 
•iagetragea* 

Die  Zahle  II  ausdrücke  der  bisher  an^^edeuteteu  Begriffe 
laaaeik  aleh  alnfiich  dureli  eekiga  Klammern  atatt  raoder  an- 
geben. Maa  lial  daan 

14)  oa,  <is.M.««lf  sfi«t-i=:«(fi^l)(ii-.2)..(»^^f). 

Die  hier  gejjebene  Bezeichnungsweise  beurkundet  ihre  Zneck- 
inässigkeit  insbesondere  dadurch,  dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige  Bestimrounii^en  ia  alch  aufnimmt»  und  dasa  aieii  noch  an- 
dere Arten  von  Comhinationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher  durch 
Worte,  also  aiif  viel  umständlichere  Weise,  au8gedr(ickt  wurden. 
Diess  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen- 
reiben erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Yertbeilung 
der  £lemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  In  Fächer  li. 
m.  w«  der  Fall,  wie  man  dicb  aus  neiaer  Comhinationsiebfe,  aua 
meiner  Abhandlung  «»^e  Veraetzungen  mit  Wiederholutii^^en  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementen  reihen 
u.  s.  w."  überzeuircn  kann.  Sollen  2l  B.  die  Gruppen  der  (Jonibi- 
natloneu  versehiedetier  FJementcnreihen  so  mit  einander  verbun- 
den werden,  dass  je  h  Elemente  der  ersten  Reibe  mit  je  k  Ele- 
menten einer  «weiten ,  mit  je  l  Blementen  einer  dritten  «.  s.  w. 
cusaromentreten  und  zwar  so ,  daaa  sich  die  Elemente  verschiede- 
ner Reihen  niclit  unter  einander  vermiscbeu,  so  kann  man  diesin 
dadurch  darstellen,  d.iss  man  die  Dimensionen,  jn  welchen  die 
Elemente  neben  einan<ler  treten  ,  als  Exponenter»  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  vou  einander  trennt.  Hierdurch  eut- 
•teben  folgende  Seieliens 

15)  P(ai»  flj,  a^....  Cm;6i,  6a,<&3,..-.Än;cj ,  Ca,...Cp...)^*>^»«» 

16)  Cifli » tff  t  ••••  «I ;  iA^i  9  6a«  ds  •  bmi f  <Sif  •»   » M.»)*t*»^ 

die  auch  (lir  die  V'ersetzungeo  und  \  erbindungea  mit  VViederbo 
luugen  gelten. 
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Bs  fiM  eeaffgen,  die  Grand züge  dieser  BezeichnimgswdM 

hier  festgestellt  zu  haben.  Wegen  der  wettern  Ausftihning  ver- 
weise ich  auf  den  Inhalt  der  Abschnitte  IV — Vlli.  meiner  Com- 
binations-Lebre,  w  o  das  Hieher-Geliorige  nachzusehen  Ist« 

$.  5 

Gescliieiitliche  Bemerlcungefi. 

Die  Elemente  .  wurden  anfilngiicb  durch  die  Buchstaben  de« 
Alphabete« 

a,  0,  c,  dp  e,  f, 

eder  durch  Zahlen, 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  ¥«»* 

liezeichnet  und  zwar  so,  dass  ü  das  erste,  h  das  streite /  e  da« 

dritte  Element  u.  s.  w*  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  llindenburg^ 
Weingärtner,  Stahl  u.  s.  w.  In  spätem  Schritten  von  Thi- 
baut,  Scherk  u.  A.  wurde  diese  Darstellungsweise  wieder  ver- 
lassen lind  man  iindet  nur  ein  Element,  und  über  datiseibe  dhs 
Ordnungszahl  geschrieben  aut  folgende  Weise: 

1    2   3   4   .5    <?  n 
a,  a,  Qf  a,  a,  a...««. 

Diese  Besekbneng  ist  im  Sebreibee  sehr  zeitraubend  nad  ßür  detf 
Druck  ungeeignet.  Die  oben  in  (w  4«  angenommene  ßezeiebniiDgs<* 
weise  der  Elemente  durch  AnbÜngeA  der  Steilensahien 

Qi,  a^»  ^»  ^»  O^y^^Oa 

vermeidet  .diese  Nachtheiie  und  Hirdert  den  Ueberblick  selir« 

Das  Vorschreiben  der  irrossen  Bnrhstaben  P  und  C  vor  die 
in  Klammern  eingeschlossenen  Elemente  zur  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Comhinationsarten  steht  mit  der  Methode ,  welche 
in  der  neueren  Zeit  zur  üezeichnuns  der  Begriüe  in  der  Mathe- 
matik in  Anwendung  gebracht^  wurde,  ToUkommen  in  ^inldatig. 
Man  darf  eich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,'  Logaritb» 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  Hind  enbnrg  fasste 
diese  Idee  auf  und  saijt  p.  41.  des  oben  anireführten  Werkes: 
,,OperatioTies  combinatoriae  optime  et  simpiicissime  indicantur 
praef)onendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  üteris  sive 
oumerisj  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatiu  in- 
stitui  debet**  nnd  sdilftgt  folgende  Zeichen  yor: 

Permutationes  (a,  6,  e,  dr*—)  sive  P(l,  2,  3,  4,.«..), 

Coraplicationes  (1 ,  2,  3,4,...,)  vel  y,  6,,. .), 

Varlationes  (l,  2,  3,  4,....)  sive  V^a,  ß,  y,  <5,....)J 
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blU  ab«r  den  GednTiken  nicht  fe^t,  und  \\hh\i  «ogar  eine  Beieich' 
Dongs» eise,  worin  die  den  Begriff  erzeugeudtin  Momente  gar  nichk 
zu  erkennen  nind.  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verbindungen  au« 
nElementu  zur  ersten,  zweiten»  dritten  Clasne  u.  a.  w.  durch 

* 

*A,  'B,  'C,  '/>,.... 

Diese  BeaeichütHJiisweise  wird  von  Weingärtner,  Stahl  \i.  A. 
festgehalten.  Dein  Clu8i>enexponenten  wird  aber  in  ull  diesen  Dar- 
fltettungen  keine  Rffcksicht  setragen.  In  spätem  Schrillte»  wird 
der  Exponent  über  den  die  Gebiloe  andeutenden  Bueheteben  und 
dl€  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechte  tm  Seite 
angeecbrieben  auf  folgende  Weiee: 

i{a,  b,  c,....n)  oder         2,  3,....n) 

.  oder 

b  oder  ^ 

Uoiweirelhafl  gebahrt  dem  Zeichen 

for  den  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  FUlin  und  nament« 
lieh  bei  CoIleetiv*Beaeicbnungen  können  zur  Raum-Erepemng  die 
Etemente  unteji  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Snnime  aufgenonmu  ii  w  cr- 
dep,  Ao  wurde  die  ^ie  bezeicnnende  Zahl  rccbtö  oder  links  obeo 
aagesch riehen.  Diese  Stelle  gebührt  aber  nicht  der  Summe,  son* 
dem  dem  Exponenten;  daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
Zeicheo  eine  andere  Stelle  einnehmen,  nie  diese  auch  schon  oben 
dsfchgeßihrt  Ist. 

Dra  nun  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnuiiüen  in 
den  Combinationen  durch  einander  lauleu ,  soll  hier  Einiges  zu- 
sammeti  und  den  oben  gegebenien  Zeichen  gegenüber  gestellt 
werden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
von  Hlndenburg,  Thlbant»  Eytelwein  ond  Spehr  ge- 
braucfaten: 
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1)  ^£rsctzuii&'6n  n 

ohne  Wieder     P(ai.a»,...a«)«,  M\\\eg,M),  V,  F«; 
holungeo 

2)  Versefxun^cn  m  m 
mit  Wiederho.  />'(«,. a^.a„)«.  'Wie«.  iW).  '  F.      '  F«. 

lungen 

d'J  Versetzgn.rait 
.   Wiederhol,  zu 
best  Sominen 

4)  Verbindungen 
ohne  Wieder- 
holungen 

5)  Verbindungen 
mit  Wieder- 
holungen 

6)  V  erbind,  mit 
Wiederb,  zu 
beet  Summen 

Wer  ein  treues  Bild  von  dieser  vern-irrenden  ßezeicbiiungs- 
weise  wünscht»  der  wird  sie  in  der  Schrift  fiber^^die  Beieichnoog 
in  der  eombinatorincben  Analyeis  von  Weing&rtner**  finden, 
wo  noch  woilcre  Zusammenstellungen  hierüber  gegeben  sind. 
Jedenfalls  wird  das  Streben,  und  das  ist  hier  Hauptsache,  gerecht' 
fertigt  erscheinen,  Ordnung  in  diosp  Unsicherheit  und  systemlose 
Zeri'ahrenbeit  und  Verwirrung  zu  bringen.  Zu  diesem  Zwect  ist  auch 
eine  Schrift  von  C.  G.  Sehe  ibert  erschienen  unter  dem  Titel  „Ein 
Versuch  die  Combinationslehre  als  Wissenschaft  zu  begründeo 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  In  Ibr  feetxnstellen".  Feiner 
hat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  längst  (1.  Supplem.» 
Bd.  zu  Klägers  Worterbuch  der  Mathen|atik  S.  409.  u.  f.)  auf  da« 
Bedurfniss  und  die  Nofh^vef^digkeit  hingewiesen ,  auf  möglichste 
Vev^inlachiing  der  Bezeichnung  in  der  Cünibiuationsfehre  hinzu- 
wirken und  sich  zu  einer  gleichförmigen  und  geiueinschaftlichen 
Bezeichnungsweise  zu  vereinigen.  Dieäem  Bedürfnisse  soll  die 
von  mir  vorgeechlagene  Beseichnungeweiee  entgegen  kommen. 
Ich  bin  weit  entfernt,  ete  für  die  einzig  rtcbtifje  xu  erklfiren.  Sic 
soll  eine  Grundlage  sein«  auf  welcher  man  weiter  avAauea  l^ann. 
Der  Vorzup;  dfirfte  \hr  weniastens  /nzusprechen  sein,  dass  man 
durch  sie  und  auf  ganz  consequcnte  und  systematische  Weii^e 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgeschlagenen  uiiii 
angenommenen  gekoauuen  ist  Man  verbessere  oder  suche  sie 
verbessern«  Geufifft  sie  nicht  und  iat  daa  Blangelbafte  an  ibr  nacb* 
gewiesen ,  so  verTasse  man  sie.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  sets, 
auf  dem  Wege  des  Uugenfigenden  su  dem  Bessern  vonsescbritlea 
SU  sein. 

An.s  Adn  hier  vorgelegten  Gründen  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anschliessen ,  die  bei  der  genannten  Sachlage 
in  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begrifisbestimmung  und  Benennung 


P'Un ;  fl|  .«•,..)-,  "ilf(Iieg.    ).  •  F'  „ ,  'Vi 

C(ai M'(8teh.M),  C,  Cm»  C* 

C(a„aa....an)"»,  'M(steh-M),  'O,  Cm,  C; 

m  m 

CO;ai,a5|...)*»,7iinM(steh.M),c"C  ft'CuM  P^C, 
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aas  der  Zeit  des  enten  Anfangs  der  Corobinationslelire  troll  Hin 
den  bürg  wieder  BurOcklcehree »  da  sich  diese  Bestimmungen  und 
Bezeichnungen  den  gemaehten  Bemerlnnigee  infolge  nngenfigend 
erweisen. 

Diese  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  von  Herrn  Weiss« 
welche  Im  34.  Bande  S.  965.  und  38.  Bd.  S.  107.  in  Grelle*» 
Journal  erschienen  ist  und  den  Titel  föhrt:  MEioige  Aufgaben  ans 
der  Combinationslehre''.  Der  von  dem  Verfasser  gevvählte  Gegen- 
stand ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  findet  aber  dort 
„im  Einklänge  mit  ältern  Werken"  wie  es  heisst,  die  Definitionen, 
Eintheilung  und  Benennungen  nieder  <  wie  sie  oben  6.  3.  vonUin- 
den  bürg  aufgestellt  wurden,  und  wornach  sie  in  ,,Periuutatio- 
aan,  Cotoblnatfonen  nnd  Variationen'*  (S.  265.  Crelle'a 
Jpar  n.)  zerfallen.  Ich  glaube  es  dem  tlrthelle  des  Lesers  fiber- 
lassen tu  sollen,  ob  nach  dem  in  3.  Gesagten  diese  Einthei- 
lung zulässig  ist  oder  nicht,  und  bedauere  nur,  dass  der  Verfas- 
ser, der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  iStoflf  behandelt  hat, 
nicht  Veranlassung  genonunen  hat,  die  Gründe  anzugeben,  warum 
er  diese  Eintheilung  und  Benennung  festhält,  und  warum  eine 
Aenderung  derselben,  die  sich  meines  Dafilrhaltens  im  Laufe  der 
Zeit  doch  schon  fühlbar  gemacht  hat,  unzulftssig  erscheinen  dürfte. 
Es  hätten  sich  gewiss  hieran  Anhaltpunkte  zur  Verbesserung  und 
Berichtigung  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel* 
lung  der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüpfen  lassen.  Wir  vermissen 
diess  um  so  mehr,  da  Herr  Weiss  in  seiner  Abhandlung  einen 
^her  noch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combinationslehre  „die 
MdDltf^tlon'en  (Versetzungen  und  Verbindungen)  mit  be- 
aekTänkten  Wiederholungen"  behandelt  bat,  der  ihm  ge* 
wimi  Gelegenheit,  zu  weitern  Andeutungen  für  richtige  Bezeich* 
mings^veise  gegeben  hätte.  Den  Gegenstand  seihet  hat  er  in  einer 
Ausdehnung  untersucht,  wie  er  bisher  in  den  hierher  gehörigen 
Schriften  nicht  untersucht  wurde.  Ein  Theil  der  einsonlai^enden 
An£eaben  findet  sich  von  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema" 
tlM#  Abhandlungen.  Berlin  f82S.  S.67.)  hearbeUeC,  aber^ 
Mkt  bis  zu  dem  Umfange  fortgeführt»  welchen  der  Verfasser 
%m  to  geben  wusste. 

W^enn  nun  der  genannte  Gegenstand  auch  von  mir  hier  auf- 
gegriffen wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
Sa  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  ComblnaBonslehre  und 
tat  Mdea  angeföhrten  Arbeiten  gerne  anerkenne,  andererselte 
^■pve^n,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ansicht 
abgewinnen  lässt,  wodurch  sich,  in:  Hinl)lii-kc  auf  die  zu  erzie- 
lenden Resultate,  die  Ausbeute  neuer  S  it/e  noch  steigert.  Der 
Gegenstand  \^  ird  aber  hier  nicht  in  seiiHMii  gan/.en  Umfang  behan- 
delt werden ,  da  es  sich  nicht  darum  handelt.  Bekanntes  wieder- 
sooeben,  sondern  nur  In  so  weit,  als  die  EntH  ieklungsweise  ver" 
•efieden  ist,  nnd  soweit  die  Auffindung  anderer  SätM  etwa  Vor* 
hateitung  erheischt.  Hierbei  wcidc  ich  mich  der  oben  aufgesteU* 
ten  und  in  meiner  Combinatioosiehre  dnrchgef&hrten  Beaeichnunge-' 
molin  bedienen. 


Tlieil  XV 


in 


m 


IL 

Ef»fge  Sätze  frhPT  die  V*^rt»  t  n»fn  n ?en  nrid  Verteil«!' 
ge»  mit  be«efari«kleD  VV  iedeiholimgeiu 

ÜDter 

werden  die  Gruppen  d*^r  Verbind ungen  aus  r?  Elementen  zur  qi^n 
Clause  ver^taoden  und  zwar  su,  dasfi  in  jeder  einzelnen  Gruub« 
dam  ElMent  gerade  ;pml  (pieht  Mtkr  ncif  weniger)  nei« 
Element  gerade  rrau  aad  gleichzeitig  mit  ihn^  Ton  den 
fityrigeo  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erfordertichen Krgin- 
ÄUng  zor  C!a«?«*^ndimens?oTi  (r/)  vorkoninien  soll.  Dieser Ik- 
grin  un  !  Ja«;  Z>  i«  !j«  n  1)  stellt  gaas  analiig  mit  den^  was  sdioB 
föngst  durch  daj^  Zeichen 

jr  r  f 

%*  o>i«  ai>«*-aiO 

MHPg^edrBck^  wird* 

Die  biedurcb  bedingte  Gruppenanzabi  ergibt  sieb  durch  Aaa- 
edieidaDg  der  zu  wiederbelendeo  Elemente  &^  leicht  aad  ei  ift 

p         r  p  r 

-(n--)j^=  

DaeGeeeta  trigt  sich  aut  folgende  Weise  ma  AUgeaMuie  iber: 


nnter 

ö>  («»)*-T5ir-  

oder  nach  Legendre'scber  Schreibart 

r(ar  +  1)r(iii) 
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mstanden  wird.  Der  Kürz«  n^i^^  yncjJe»  tilr  btt  M|geadeii  mui 
gewöhnlich  des  ▲usdracks  5)  b«4iciMii* 

In  der  TorstehendeB  Fofin  i&i  tler  In  1)^  3)  und  -4)  liegende 
Begriff  sehr  enge  und  bald  erschöpft.  Benerkt  luto  nh^  daaa 
in  dM  Orufipeu  dev  Vtfrbfndttti|2ren  mit  unheschrSnkteii  Wieder- 
bobflgeiY  jedes  Element  fSr  sich  alle  Wiederholungen  bis  zum 
Cla^se^ff*^^frorrettfen  in  allen  2wf«cfrefiliegenden  Abstufungen  darch- 
laufen  kaf»r><  m  Insst  »ich  der  iw  1),  ^  und  4)  Heißende  Beerriff  er- 
weitern und  man  kanff  folgende  Probleme  zat  Beantwortung  vor- 
tegeo. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  eine? 
Eiementensahi  snr  ften  Gl«»ee  irerdeo  gebildets 

a)  wie  grass  ist  die  Aozalil  der  Gruppen^  worin 
eine  bedtlflvmte  Ansalll  ton  Eiementeif  wentgsfena  ein- 
mal, eine  iindere  wenigstens  zweimal,  eine  dritte  we- 
tfgeteoa  dreimal  it.  a*  w.  wiederholt  erscbeinti 

b)  wie  gross  ist  die  Anzatil  der  Gruppen,  w()riii 
eine  bestimmte  Aiizabl  von  Eiementeu  hucbsteus  eiu- 
nal»  eine  andere  bßcbatena  zweimal«  eine  dritte  höch- 
stens dreimal  n.  s.  w«  wiederholt  eracheintf 

Hieran  schliessen  4\Qh  noch  toAgeade  in  aaderer  Bexiebung 
nicht  uoiuteressante  Aufgaben  an. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  Irgend  einer 
Eiementenxaiil  aar  ften  Gl&gse  werden  gebildet 


c)  wie  gfOss  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
end  eine»  der  gegel 

wfederlrelt  er«dbo(ntt 


irgend  eines  der  gegcbeueu  Elemente  wenigstens  rmal^ 

wie" 


d)  n  ie  irross  ist  dte  Anzahl  der  Gruppen,  worin  es 
bSchstens  rmal  wiederholt  erscheint? 

0iBkttBtar  e^  an%estelftlB  iMi%abe  sott  ae  angedeutet  werden: 

0)    'C  (<t|  »tft« ...  Omi » (Vst-fi  *  ^i-H****  ^  *  ^-l*!  *  *•       ■*  OMt^Oflip*  * 

Die  unter  d)  ao%esteAHe  «v: 

k    k        k      k-i  k-i  3       «  « 

In  dem  Symbole  6)  liegen  folgende  Bedingungen:  /«|  demente 
•ollen  wenigstens  einmal;  n%  Elemente  • 


{a% »      ••••  Ott,  f  •••*  Ol^^ 
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solleo  weniggteos  zweimal;      Elemente  '  ' 

SS       s     .  s  s 

soUea  wenigstens  dreimal  wiederholt  u.  s.  w.  in  den  zu  bilden- 
den Gruppen  vorkommen*  Diess  liegt  in  der  Natnr  der  'Sache. 
Denn  wenn  eine  bestimmte  Elementenzahl  wenigateos  einmal  vor* 
kommen  soll,  so  muss  sie  auch  zweimal,  ferner  dreimal  u.  s.  w.l 

urif!  endlich  f/nm\  (so  oft  als  der  Exponent  angiebt)  vorkommen. 
Für  die  Gruppirun«^  der  wiederholentien  Eiementenzahlen  ergibt' 
eich  daher  hinsichtlich  der  Grösse  folgende  Bedingung: 

Hiernach  ist  it|  die  kleinste  und  rik  die  ^rosste  Zahl.  Die  «wi- 
schen liegenden  Wertbe  von  n  sind  aufsteigend  geordnet  ■ 

I 

In  dem  Symbole  7)  liegen  folgende  Bedingungen,  fii  ElemeBiei 
also  alle,  sollen  höchstens  einmal^  Elemente 

a      2      a  a 

sollen  höchstens  zweimal  oder  als  Zweifaches;  ng  Elemente 

S        3        S  3 
(flu  fl2»  «3»  «n») 

sollen  hSebstene  dreimal  oder  als  Dreifaches  u.  s.  w.  vorkommen, 
wie  diess  auch  hier  in  der  Natur  der  Sache  liegt.   Es  ist  ferner 

fii  die  grösste  und  wt  die  kleinste  Zahl.  Die  übrigen  Zahlenwertln^ 
liegen  zwischen  t>«iden  Grenzen  in  abnehmendem  Werthe«  Uief-j 
aus  ergibt  sich  folgende  Bedingung: 

k  kann  sich  böchstens  bis  zu  g  erheben.  Das  GoWBgIo  sebfiesst 
jedoch  nicht  aus,  dass  in  b)  uod  9) 

Hl  SS  if^ss  913=914 

sein  kann,  oder  dass  die  n  alle  unter  einiyider  oder  partienweite 
unter  einander  gleich  sein  können. 

Die  Aufgaben  unter  c)  ond  d)  stellen  sieh  dureb  folgeade; 
Symbole  ganz  ein&cb  darr 

r     r  T         r  f 

r     r  r         r  q 

11)  *C(ai,  a%9  o^,  .,.,11«). 

I 

Wird  r=zl  iu  10),  so  fallt  die  Bedeutung  von  10)  mit  C{aiya^..anY 
«uammen,  denn  es  entstehen  sofort  die  Gruppen  der  Verbioduo- 
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gen  mit  unbeschränkten  Wic(lorfi(jliini;(Mi  aus  Ji  IJemente«  zuraten 
Cla8se>  denn  es  »ollen  die  Gruppen  der  V  erbindungen  gebildet  wer- 
den, worin  jedes  Element  wenigstens  einmal  vorkommt  Wird  -r^-q 
io  11),  80  ffUlt  11)  mit  dem  nfiralieben  Begriff  BOMauAen»  deDn  ee 
goUen  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n  Elementen  sar  ^teu 
Classe  gebildet  werden,  worin  jedes  Element  höchstens  «/mal  wie- 
derholt vorkonmien  soll.  Mehr  aU  ^mai  kann  es  nicht  wiederholt 
vorkommen. 

Maoehe  werden  vielleicbt  die  Symbole  6)  und  7)  als  schwer- 
föillg  tadeln.  Ich  glaube  aber  nicht,  dass  dieser  Vorw  urf  gerecht 
ist,  wenn  man  bedenkt,  wie  viele?  Worte  erfordert  ^^crdon,  um 
den  Sinn  d^selben  nach  «)  tinfl  i'/)  anzudeuten,  und  {Vrner  bedenkt, 
wie  viele  Bedingungen  in  die  /»»icben  nach  dem  Inhatte  der  Aut- 
gabe gelegt  werden  müssen ,  Jie  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
viel  nnsttndAeh^r  iet,  und  wenn  man  endlidb  berOckelcfatigt.  wie 
mfihsam  ea  wird  ans  den  Worten  die  Bedingungen  der  Aulgabe 
sich  klar  zu  machen,  waa  alles  durch  daa  Symbol  sehr  veran- 
■ebaalicbt  wird« 

Die  unter  o) — d)  aufgeetellten  Probleme  lassen  sich  auf  die 
VtBctaiiDgeo  mit  beiehrinklBii  Wiederboinnsea  anwenden.  Die 
üibatragung  auf  die  Veraetanngen  wird  dadurch  leicht  bewirkt, 
dass  man  in  die  Verbindongagiappen  die  augefaOrigen  Venetiui^- 
lahlen  eiofifihrt 


Die  im  vorigen  Paragraphen  vor^elegtcü  Aufgaben  lassen  sich 
durch  die  besondere  Art  von  Combinationen  lösen,  die  sich  im 
Sten  Abachnilte  meiner  GomblnaHonalehre  §.  31  —  {.  37.  S.  73  n,  £ 
aafgefährt  finden ,  und  die  durch  den  Zuaauimentrltt  mehrerer  EJe« 
Tnentünrcihen  entstehen.  Die  Gleichung,  welche  zur  Beantwortung 
4ient,  iat     36.  ISco.  112.  6.  85.  angegeben  und  folgeBde: 

1)  C[lli»aar— Olli  \ki»b^9.^l»m\C%,t9%t*-^9l^\^J}t^'^ 

Diese  Gkicbung  bestimmt  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen» 
wenn  h  £lenieate  der  eralen  Elementenrelbe»  mit  k  nicht  tbnll- 
eben  (uncleicbartigen)  Elementen  aus  der  iweiten  und  beide  mit 
weitern  /  nicht  ähnlichen  oder  unc;leichartigen  aus  der  dritten  Ele- 
mentenreibe  u.  s.  w.  zusammen  treten.  Unter  ähfi lieben  oder 
gleichartigen  Elementen  werden  nämlich  solche  verstanden, 
welche  verschiedenen  Elementenreihen  zugehöreu,  aber  die  glel« 
eben  SteUenaahleo  ÜBhren,  also  die  erafäi»  zweiten»  dritten  Ele- 
Mite  «u     w.  In  den  fvracfaiadencii  Elementenrelh^,  wie  a«  B« 
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Ol  9  Äi»  C|a  (ig 

cr^»       Cs»  d^,  ...^ 

u.  s.  r.  Die  Gleichung  1)  hat  das  Eigenthümliche,  dass  bei  den 
nämlichen  Elementenreihen  und  Ciassenexponenten  die  veränderte 
Ordnung,  worin  die  Elenient^enreihen  mit  ihren  üugehörigeu  Cla«- 
senexponenten  auf  einander  folgen,  verschiedene  GruDpeoanzablea 
meugt.  (S.  CombinatioiislehTe  S.  74.  aud  75).  Die  CrrupoenaDiahl 
wird  am  grOMtWB,  vmo  die  fiiementenrellieQ  nael^  der  IaIA  ibrer 
Elemeote  geordnet  werdan»  9o  dtms  die  Ebment^o^abl  jeder  luicb* 
folgenden  Reihe  die  der  vorhergehenden  an  GrO^se  übertrifft. 
Diese  Anordnung  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt  und  ist  schon 
in  8)  $.  6.  vorausgesehen.  'Wird  eine  andere  Anordnuo^  verlangt» 
oder  bedingt^  so  ändert  sich  damit  di«  GruppeiaahL 

Die  Gleichung  1)  Icano  nun  dedurch  für  den  vorlieeep^ea 
Zweck  bei  Bildung  der  Verbindungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen benutzt  werden,  dass  mau  unter  den  Elementen  der  ver> 
scbiedenen  Reihen  beziehlich  solcbe  Elemente  versteht,  welche 
ab  einfache  oder  gerade)  ein  mal  wiederholt,  welche  ala  « vr  ei- 
ta^he  oder  fferade  awelm^l  vle4«rliell»  als  dfelfa«li#iis 
w.  a*  Mraentea  aind*  BtanuHsb  M  9,  B* 

'  r       2   2       2    t  t       3  siM- 
ClOif  agy..Mait;     ,«2»  ••••  f^m'yOi  fa^f'-'Op] 

5=  (n)8.(ifi— 3>j(p— 5)i  =  — f .   j-g  j-  ' 

and  man  erhält  die  Gruppenanzahl  der  V'erbinduugeu ,  w  orin  drei 

iiDter  sieli  veraciiiedeiie  filemeöl^  der  eraten  Reibe  ala  efnfeeb« 
eder  gerade  einmal  wiederholt,  mit  awei  weitem  qnter  sich 
apd  TOD  den  andern  Tefscbledenen  Elemeeten  der  zweiten  Reihe 
als  zweifache  oder  gerade  zweimal  wiederholt  und  beide 
sofort  mit  je  einem  weitern,  von  sämmtlichen  vorhergehenden 
verschiedenen  Elemente  aus  der  dritten  Reibe  als  dreifachitA 
oder  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint.  Die  hferdmcl 
entatebenden  Gruppen  gebSien  der  (3.1-f  ^2-l-i<9tea  oder  lOtoi 
Clasae  an.  Die  aUj^emeine  DaiatellMiif  filr  dieaea  -CSeeete  Ist 

22  233***  f  iftwft-^ 


Da  diese  Darstellung  die  Grundlage  des  Caiculs  hildet,  sosoll 
ein  besonderer  FaU  zur  be^aern  Einsicht  und  Eiieichtt^ruug  (1^ 
Deberbli^s  (li^r  ateheo: 
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1»8  44  S5  777  124  33   5  5  777 

123  44  66  555  124  33  66  5  55 

123  44  66  777  124  33   66  777 

129  55  56  444  1114  55  56  333 

193  55  65  777  194  55  56  777  * 

010304  a^a^  <H<it  '■b^ 

134  23  55  777  334  11  55  777, 

134  32  66  565  334  11  66  233' 

134  2  2  66  777  234  1166  777 

134   55   66  222  2  34  55    66  111 

134  56  66  7  77  234  55  66  777 

Diese  Darstellunir  iimfasst  die  Gruppen  mit  heschränkten  Wie- 
derholuni^eri  zur  lOtcn  Classe  aus  sieben  Element*  11 ,  norin  jedrei 
Elemente  voii  den  vier  ersten  gerade  einmal  lalt  je  zwei  an- 
dern Eiementeu  vun  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  und  mit 
je  einem  weitere  Btenente  toh  4mk  Mmt  eteitn  gerade  drei- 
mal wiederholt  zusammen  Torkommen.  Die  Eiemente  <%  and  1% 
dürfen  daher  nicht  weniger  als  zvreimai«  das  Element  Of  niclit 
weoiger  als  dreimal  vorkommen,  wie  Idar  varlie^  Die  Grappen- 
antaEl  des  vorltegeodeo  FaUes  ist 

.  »     a    3    i      3  3»a»i 

4)  CfOf  »Off  «^aif;  ^  fii2****arj 

=(4),(«V-4>,(7-»),  =  fg?:|.|=34. 

Sollen  nun  die  Ar  die  VerbtndmigeD  aj^efnndenen  Sätze  1)— 3) 
wä  ^  Vereetzimgen  mit  beechrinmD  WMerhoInngen  morler  dea 
titleliefi  Prämissen  übergetragen  werden,  so  wird  <ll(;ss  'sich  leicht 
Dewerkstelligen  lassen.  Betrachtet  man  nenilich  die  Darstellung  3), 
80  zeigjt  sicii  klar,  dass Jede  Gruppe  «leicfivh !  verschiedene  und 
gleichviel  wiederholte  Elemente  tührt.  Man  üjidet  daher  fiir 
jede  einzelne  Gruppe  nach  6.  9.  meiner  Comljiiiution«>lehre 
ais  der  bekannten  Fomel  die  Terlangte  Versetsungszabl. 
Da  nun  jede  Gruppe  demselben  ^esetze  unterliegt,  so  hat  man 
die  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  (ur  jede  einzelne  Gruppe 
Keltendcü  >  ersctzungszahl  zu  vervieUacben«  Hiernacb  ist  für  den 
bMsodem  mit  3)  correspondirenden  Fall 
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2      2         9     8      S  t 

10.9X7.6.5.4.3.2.1      ,  ^  ^ 

1.1.1.1/2.1.2,1.2.3  Xi4>3(0^),(7--»)|  = 

Um  niiD  den  In  2)  aofgeatellleii  Satz  auf  die  Vevsttzun^eo 

fiherrutrni^en,  hat  man  jedf*  Gruppe  so  vielnial  zu  nehmen,  alß  sich 
die  in  ihr  vorkomm^den  Klent ente  unter  einander  versetzen  la&sen. 

Es  kommen  nun  in  jeder  Gruppe  vor  Elemente  je  einmal 
wiederholt,  q2  Elemente  je  zweimal,  Eftemente  je  dreimal  u. 
»,  w,  und  endlich  Elemente  je  ^pial  wiederholt.  Daher  hat 
die  Dimension  der  zugehörigen  Clasae  oder  der  Ciasseneipooeot 

■ 

Eiobelteii.  Die  liiedurch  bedingte  VerseUung»za|il  iat  aofoirt 

yte-l)te>-2)  ■ 


(1)«.  (1.2X1 .2.3>f. (1.2. 3«.Ä)*» 

mit  Rltclailciit  auf  die  Bedingungsglelcliung  6).  IKe  mwAfi 
Gnippenanzahl  der  Versetzungeo  mit  besehrftDlcteii  Wieaerlitoltm- 
gen  lat  sofort  unter  den  oben  angegebenen  Vorauaeetanngen 

7}  '^vh»  «a»«.««»  ;a| ,       a«g ;  .^..«1 » % , ...  n«  J 

(1)«.  (1.2)<*(l.2.3)«.  ...(033)5i  ^«i^t««— «iH» 

(»ik — s'i  —  9a —^*-t)%- 

Die  Gleichungen  2)  und  7)  vereinfachen  sich  sehr,  wenn  die 
Zahl  der  Elemente  in  den  verschiedenen  Reihen  gleich  »und     , . 

ist.  Ffir  diesen  l  all  nehmen  die  begleitendee  Faliultäten  folgende 
Gestalt  an:  \ 


i  •  2m.«  ^  •  i  •  2  ••••       1  «^M** 

_         ^) («— 2j  (w  — Vi  —  —  y*4-l) 

*  ^a  *••• 
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Die  beiden  (ifcichnngeo  lassen  sich  in  so  weit  noch  verallgemei' 
mm  als  die  Wiederholangsexponenten,  weiche  io  eiaer  bestimm- 
ten Keibenfolge  (1,2,3.....)  bisher  genommen  wurden,  auch  be- 
angenommen  werden  kCnnen.   Diese  Bemerliung  fährt  za 

Mg6IHl6D  |kll^Wtt6lll6D  FoilMBS 

9)  Cia|f«**Maii,;ii|»«Maa,*M*0|9%»M.«A«j^J 

= (wi)f*  (»»— (J^-qi-9i)u —  («*— 94-^— — f  fc-iJfk. 


(1.2  ..»i{f'  (1.2....Ä^' ...  (1^3...ifcA)'* 

(fift  ^  91  —  Vi     — 9»-i)f A 


Bit  dsr  fiedfaigwigt  daw  In  9)  Utt 

VTiUkaintidi  Ut  in  dinaoB  DamleUnngen- 

a)  die  Zahl  dec  Elemente«  welche  in  den  einMlnen  Reihen 

vorkommen»  '  •  .    '      •     .  . 

Wi,  »j,  n3....4-fif 

mit  der  in  8)  $.  &  angegebenen  Beachrftnkang; 
die  Wiederh6loag«nabien 

•  ■ 

c)  die  Ezponenieii 

welche  sich  auf  die  verschiedenen  Reihen  beziefaeii«.  (V^rtheiluogs* 
exponenten). 

Der  Classenezponent  ist  eine  Funktion  der  k  und  9«  «alie 
von  diesen  nach  Massgabe  der  Gleichung  10)  abhängig. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  die  im  vorigen  Paragra* 
phen  %ntor  «)  Ue  d)  gestellten  Fragen  beantiverttC  werde«  sollen« 

In  diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederbolungsexponenten  (1,2,3...^) 
der  Elemente  und  der  Classenexponent  (o) ,  der  für  2)  und  7), 
8)  nnd  9)  £;ilt,  p;eeeben  und  man  hat  naeh  aem  Cresetze  der  Glei- 
chungen 5)  una  10)  die  VeiiheiIunj?sexponenten  q^,  r/2,  qi....gk 
aus  dem  Classenoxponeuteu  und  den  Wiederhomugäexpooentea 
abiaileiten.  IMureh  i»lid..4te  Aufgabe  im  Allgemelneii  su  «kei^ 
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un bestimmten,  i^ie  wird  jodoch  för  jeden  besondern  Fall  losbai- 
uad  die  Auüüsimg  iiebtelil  ddim  darin,  dass  man  alle  m  ihr  eot- 
halteaeii  Nma^id  ilUe  speclalirirt  and  nach  den  ▼oisteiieod^D 
Gleklmiigen  bebandelt.  Der  Inbegriff  aller  hier(!nr<:h  erhaltenes 
Orappenzahlen  ist  dann  die  Antwort  auf  die  in  ^.  6.  vorgelegten 
Fragen.  Wir  erörtern  zti  dem  Ende  die  verscbiedenen  ClaaeeD, 
daraua  wird  sieb  dann  ein  UUdungageseta  ableiten  laaaen* 


§.  8. 

1)  Die  Gruppenzahl  der  Verbiiiduogeo  zur  «weiten  Clause 
tfoU  beätinmit  werdeu 

■ 

worin  ji^  Elemente  wenigatena  einmal  und  i%  £leraente  aweimal 
wiederholt  erscheinen. 


Die  Aufgabe  mnachlieset  iwei  FftUe.  Elemente  aoUen  als 
einfache  gerade  awefaiial  und  als  iwei fache  erscfaehieii« 
£e  ist  aus  2}  $.  7. 

!s    ft       «  »*o  n(n — •!) 

C'Lai  »«a  •••.««»;  «1,0»». -.ö«,]  =  («i)a= — i;^ — » 

a  •       a  0*1 
2)  Die  Gruppenzahl  soll  besüniiDt  werden  Rir 

2  2       3  3  a 

'C£n|  fO^, ....  da, ,  Oiii-f  1 » >  ''»«+1 » •••     J • 

Diese  Au fgahe  «nifasst  drei  FSÜe.  w,  Elemente  solleo  als  ein- 
fache gerade  dreimal;  yi«  Eleioeute  Fullen  ala  zweifache  mit 
»1  Elementep  ala  einfaehe  und  ng  EtoneDte  eellea  ab  drei- 
faelle  eiacfaeiiieD.  Ans  S)  S*  7.  ist  - 

9      11    s       a  #104 

Man  erkennt  schon  hierana,  dass  das  SpeclalMreo  det 
aeleen  Pille,  dae  eich  bei  dea  hohem  Claaaeo  meirt» 
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weMittfig  wird.  Wir  woUen  e«  dadurch  abkfirztn,  dass  wir  für 
iVie  ttg  Elemente,  welche  ab  ein  fache  etacheiaeo  aollea,  daa 
Zeichen       $h  ReprSsentanten ;    für  die       Elemente,  die  ala 

zweifache  erscheinen  sollen ,  das  Zeichen  als  Hepräsentantdi 
wählen  u.  s.  w.  iüeriiacb  werdeo  die  Elemente  bezeichuel  wer- 
den ,  wie  folgt: 

•  •  • 

^>  ffi»  ^f—^t  durch  e'y 

•  • 

«    a    «      «    ,  .  - 

fli>      ih,"-*am,  durch  «* 


IL  a.  r.  Sau  am  die  Gmppeanhl  bailiaiiBt  fnoidaa  Ahr  *  '  .  * 

80  ergeben  sich  folsrende  Fälle,  w.  Elemente  sollen  als  einfache 
gerade  viermal  erscheinen;  Elemente  sollen  als  zweifache 
eimal  mit  fi^  Elemeaten  als  einfache  zweimal;  7u  Elemente  als 
awelfache  xwelmal;  "n^  Elemente  als  dreifache  einmal  mit 

Tii   Elementen  als   einfache  einmal;         Elemente  als  vier? 

fache  einmal.    Wir  deuten  diess  durch  die  e*,  e*,       an  und 

führen  dabei  diese  Symbole  zwischen  Gleichheitszeichen  mit  auf, 

wodurch  aümälig  das  ßUdui^s|je^jel%Jb^^Vi?r6j^^ft^^iiü^,..r8«^ 
0.  7.  ist  ...... 

•  *  • 

4)  Dia  Groppaoialil  aoU  beatfamaft  wardcD  fttr 

•  •  •    .1  *     ■       .  ■ 

tr.r  •  «  8         4  6  6 

Die  Aufgabe  uroaehllaaat  die  FSiie:  n,  Elemente  aollen  ala  eln- 
foebefttafaial  eracMMn;  nt|Btnante  Msfreifa^he-einmil  nMi^ 

Elementen  als  einfache  dreimal;  9t2ElemaBt9ala  sweifache  zwei- 
mal mit  7ti  Elementen  als  einfache;  Elemente  als  drei- 
fache mit  ffi  Elementen  als  einfache  zweimal;  »3  Elemente  als 
dreifache  mit  «2  Elementen  als  z  w  e  i  f  a  c  h  e  ;  714  Elemente  als 
vierfache  mit  fi^  Elementen  als  einfache;  Elemente  als 
iHnffiMlM.   Ava     f.  7.  lal 
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Schon  aus  den  Darstellungen  3)  und  4)  erkennt  man  durch 
die  Exponenten  der  e  das  Fortgangsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungeo  mit  Wieder hoiuDgen  zu  derjenigen  Summe, 
welehe  diar  ClassenezpoDont  angibt,  darck  alle  mögii- 
ehen  Clasaen,  oder  die  Zerfäliungeo  des  Claaaenezpo- 
Denten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem»  sireiea» 
dreien  Glied  er n  u.  s.  f.  In  JVro.  3)  entsteht  die  Summe  4,  in 
4)  entsteht  die  SiiouDe  Ö)  aua  den  Elementen  1«  2«  mU  Wie- 
derhoiuDgeD. 

Man  liat  min  Dicht  melir  nOthig  alle  Verbindungsaofdrtlcke 
isimi  Voraus  darmtellon,  um  die  nüthigen  Specialisirungen  za 
erhalten.  Man  kann  sogleich  mit  Darstellung  der  Gruppen  der  e 
beginnen,  und  die  Auflindung  aller  zusammengehörigen  Fälle  sich 
dadurch  erleichtern,  dass  man  mit  (dem  Exponenten  in  der 
brsteo  Dimension  ald  Einfacbes)  beginnt,  und  diesen  so  ofl  wie- 
derholt bis  der  dasaenesponent  erzeug  ist  Hierauf  nimmt  naa 
^  (den  E^onenten  in  der  zweiten  Dimension)  und  liest  so  oft 
und  t'*  (beide  anerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  auf  jede  mögliche  Weise  die  zu  bildende 
Summe  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man  (den  Exponenten  in 
der  dritten  Dimension  oder  den  Repräsentanten  der  dreiCacben) 
und  ISsat  so  oft  (getrennt  nnd  in  Verbindung  mit  cfai- 

ander)  avtareten,  bis  die  au  bildende  Summe  auf  jede  niDglidie 
Weise  herrorgebracht  ist,  und  steigt  ao  allmälig  zu  den  höhem 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  und  alle  möglichen  Fälle 
durch  SÄntreten  der  gleichen  und  niedem  Dimensionen  erecbSpft 
sind. 

SoU  mn  die  GruppenaaU  für 

■ 

« 

S  S  t  8  0 

sneegeben  werden,  so  hat  man  hiernach  folgende  Specialisiraog 
nnd  Snsammenstellung:  - 


•  I 
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Uli  . .  .  =«•• 

Uiefür  ergeben  sich  nun  folgende  Zaiiieuauädrücke  aus  2)  §.  7. 

+  («i)s  («3—3),  +  (ni)  («m-l)(ii,-2)  +  (iH)a 

Vergleicht  man  nun  die  Darstellang  6)  mitderOmteDiingdaf  «aus 

5)  auf  der  rechten  Seite  des  Gleirhhpitszeichcns,  so  kann  man  die  Zah« 
lenausdrüeke  inf>)  dirert  aus  jeiK^ri  und  ohne  lieiliülff^  von *2)  §.7.  erhal- 
ten, wenn  man  die  txponeiiti  n  (kr  e  innerhalb  der'Klanimer  als  Stel- 
leuzahlen von  n  schreibt  uud  die  Exponenten  ausserhalb  der 
KlaminerD  als  Fakiiltäte6i|Knienteii  anbftngt  Bei  dem  ZtttrittTon 
einem  neoaen  n  mtisa  immer  die  Summe  der  vorbergehendeii  Fa- 
kultite6Xpoii0Dten  abgezogen  werden,  Kemmt  bei  einem  e  kein 
Exponent  ausserhalb  derKUumner  TOTt  00  ist  immer  die  ßinlieit 
als  solcher  aozunebmen. 

Wird  DQU  au  weiterer  Verdeutlicbung  noch  der '  Anednick 

'  2  Ä       3       r  r 

nach  dieser  Methode  belMmdelt*  ao  liat  man  aofort  aia  SciieBia 

für  die  e 

■ 

4  *  ■  ^     *  ^ 

e»«  Ve  W+eVeW-f  «»AM=(^)V-f  (e»)«(e^«+eH«*)» , 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort  Cblgeude  GruppeDiahi  £üi  7)s 
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(üiV  +  («i)a(w«-Ö)  +  («1)8 

■f  (p»i)i(%-^)+(%)i(«r-aX%--3)4.fli(%-l)Ä 

-f  (ll,)a(«4-3)  +  «4  (11,-1)  («4-2)-f 

Diese  Untersuchungeii  iilhren  nun  zu  iblgender  ZuMmmeusteUinig: 

2  t  4  4 

+ («Ja     ^  2)  -f  n^H—h + «i(«*-i>+>|it 

=(«1)6  +  i^hUn^-^)  +  (ifiWiH-2),-|-.(»2)3 

"    •  +  («1)3  ('»3—*^)  +  «1  1)  («3—2)  +  (713)2 

'  •f(«i)«(ii*-2ö+j%(«^H%(%-lH% 

u.    s.  f. 

Iii  aUen  den  vorliegenden  Probleme  findet  sich  die  Forderung^ 

dass  eine  bestimmte  Z:th!  Elemente  wenigstens  einmal >  eine 
zweite  vvenii^stens  zweimal  ^vioderholt  vorkoiiiiiK^n  solF  11.  f. 
Es  k(>iiiieii  nun  in  den  \\  ieüerboluug^zahleo  auch  Unterbrechun- 
gen vorkommen.  Diess  ändert  die  Schlussweise  und  BilduuM«- 
tpetbode  In  lucliUi,  und  am  hat  die  awiechenllegeodcii  ffble«&B 
WiederhokiogSMhlen  sämmtlich  der  iiädistvorhergeheuden  niedem 
gleich  zu  setzen  und  dann  nach  der  Zusammenstellung  8)  die  er* 
lorderlichen  C^ruppenzahlen  anzugeben.  Oder  mim  bat  nach  der 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  Schema  der  e  oiiiie  flückjsicht 
der  7I|  4  ti%  ••••  ZU  entwerfen  und  nach  Massgabe  desselben  die 
zugehörigen  Gruppeozahlen  (  "i)  §.  7.)  abzuleiten.   Ist  z»  B« 

*  «4  4    .     6  # 

*^  I    9  ''Ii*»*  Alt        f  •••  ^%»^t'fi » •••  ^ » ^»  J 


■  « 
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in  bestfaineii,      MH  die  Wledorbobiigszahl  3,  rad  «Ke  ihr  »i* 

Seli$riM  Efementenzthl  713.   Sie  ist  dureb      ra  ersetzen,  denn 
ema  4)  bleibt  io  Kraft,  da  %  Elemente  auch  dreimai  (weQ 
wenlgatens  swebnal)  ¥ori^omInen  aolleo.  Mali  bat  sofort 

= («1)» + («I  W'^i-^^^+ÄiCwi— J^li 

li^beo  so  ist 

. ' :  ,    ~^»i>. + (wi)4(»f-i) + + (»2)3 

+ iit(«.-l)+fh(»t-t) + . 

T>ie  Anwendung  auf  besondere  Fälle  ergibt  akb  aan  sehr 
ielclit.  Man  hat  nämlich  für  den  besondem  Fall 

3     3       3       4       6       «  5 

8.7. ß. 5. 4  .  8.7.6      .  r»  7.6  .  8.7      »  ^  . 
UeBn  ee  lat 

»^==8,  iii=8,  %=12,  «4=sl2,  %s=14. 

Bd  allen  diesen  Gebik^  ist  Bediagiiog,  das«  sich  die  Wle- 

derholungszahlen  bis  zam  Classenexponon ten  erheben  müssen. 
Fehlen  die  spätem,  fsn  ist  stillschweigende  ßpdin«;ung,  dass  sie 
bis  dahin  fortgeführt  werden.  Fehlen  aber  frühere  Wiederholungs- 
zahlen, so  talleo  alle  die  GebDde  der  e  aas  dem  Schema  weg 
vmk  deewetmslnd  aoeb  die  welcbe  die  fehlende  StellensabI 
tragen,  in  den  Daratelinngen  von  8)  gleich  0  zu  setzen.  Es  liegt  als- 
dann die  4v%^b®  ^or,  die  Summen  der  Verbindungen  mit  Wie- 
derholungen zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiPflenen  Clas- 
sen  mit  aus  geschlossenen  Anfangselementen  zu  bilden  und  darauf 
die  CileBcbuog  2)  $.  7.  anzuwenden. 

HlenMudi  Ist  s.  B. 

—  (»1)3  +  «»(«4—1)  +  («»)§  +  . 
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Die  'nlibliche  Schlussfolgerung,  so  wie  die  im  TorlgVD  Pan' 
l^apheB  cMtfvickelto  IMhede,  «Ht  ««ek  illr  die  in  7)  {•  o  gMMto 
Aufgabe 

k     k       k       Jh-i       s  s 

Man  fiat  znr  Darstellung  der  Gruppenz ahlen  die  Dämlichen  Scbe» 
mata  der  e  zu  ent\N  crfen.  Die  ISymboie  e*»  e'»**^  vertreten 
dann  der  Reibe  nach  die  Elemente 

•  2        8  3t 

jedoch  mit  dem  ünteceehlede,  dasa  hier 

«1  >««>  »1         >  «* 

iai;,  und  dadurch  die  ni,  n^,  ng»....  In  der  eatwid^eiteii  Danl^IaBf 
die  nmgelcehrte  Ordneog  wie  in  {•  B.  einneliiiieii. 

Betiefcaiehtifft  man  dieaa,  was  aicb  leieht  durch  Speciallrfiing 
einiger  Fälle  rechtfertigt,  so  Iiat  man  aofert  lur  DaMteliuog  der 
geeocbteD  Gfnppeaaahien  Folgende« : 

=  K).  1  '^(«1^1)3  +        («1— •^)  +  «3(ni— 1)* 

4-  «5  (wa— 1)  +  »4  («1 — 1}  +  tii , 

6    e       e      ft  s 

=  +  W2  («1-1)4  +  («l).  («1-2)2  +  ' 

+  »3  («1  —  1)3  +"3  («2—1)  ("l— I  («3)i 

+  «4(»i-l)i  i-  «4  («•-!)  +  »» (»1 
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» 

u.  8.  w.  Die  Wlederholnn^szahlen  and  die  mit  ihneD  correspon* 
direoden  Ötellenzalileci  der  71  können  »ich  höchstens  bis  zum 
Cla^isenexpoDenten^erhebefi.  Fehieu  die  bübern  W  iederboluogs- 
BaUeo  TOD  oben  hmb«  «•  faHen  die  tfl*  irvmlelleiideD  €  um  den 
Schema  und  die  fi  mit  den  correspondirendeo  Steileozahlea  wer* 
den  CK  Fiehlt  c^ne  swlflehetilie^ade  Wiederholungszahl,  ote 
mehrere,  so  tritt  so  fanG:e  dienSchst  höhere  Wief^erholungsxah! 
ihre  stelle,  bis:  nieder  andere  folgen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
ergänzt  die  nächst  höhere  sämmtiiche  fehlende  StelleD.  fliernacb 
ist  z.  B. 

ö      A  A4  3 

denn  es  ist  ??,  —  713  ,  v^i^n^ ,  weil  /7i ,  , . . .«n»  KJeraente  hoch« 
stens  dreimal,  also  auch  sweimal  und  einmal  vorkommeu  fioUen« 
und  ferner 

«=  (»i )«  +    (»1—1)4  +       (»I  -2)5 + (n,), 
+  »s  (»1-1)3  +  %       1)  (»1— 2) 

weil  keine  Ataili  and  gechifilghee  Bieimte»  «Ito  mch  nMt  md 
iu  vorliommeo  soilen  u«  w«  Die  bcftMidm  Fitte  hestliMMB 
sich  leicht   So  int  nach  I) 

4       4         4       2      3  '2 

/-^.H. 7.0.5       8-7.6    ?L8  ^-^  .  ^  «  . 

tau  ee  fKt 

% 

Mri=±:9,  «,±139,  Hs^öd,  1|«S704  |I^C!:0. 

■ 

£heiiso  hat  ma» 

» 

44      4*2  s 

»0.9.8.7  .  ,  9.8  ,  8.7  .  ,  ^  .  , 
'=,1.2.3.4  +*T72  +  r2+*''  +  * 


=66«, 


denn  es  ist 


I 


ni=10,  %=:8,  y»3=3  4,  fi«~0. 
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]Üer  AuMlmck»'  der  anob  ydhmbfm  wirds  . 

♦rf^r  ******  14  ' 

C;|,«i.  «4»  «b»  ^Jr> 

ist  nirbl  wohl  zulässig,  deno  die  WiederiloUiDg^n  kJü^nm  uieh 
Uuhcr       der  Exponent  C*^)  steigen.  .  « 

10. 


Die  in  6.  6.  unter  c)  und  <£)  genannten  Aufgaben  lassen  <??fh 
nun  ohne  alle  iSchwlonerkeit  lr>sen.  Sie  charakterisiren  sich  als 
besondere  Falle  dti  in  den  lieiden  vorherjjeheiulen  Paragrapheo 
beantworteten  uligei^iciueren.  Sollen  imn  die  Gruppenanzahleo  im 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden«  so  bat  man  die  versdiiedeoci 
ElembnteniEaUeii  gteleh  und 

ZU  setzen,  und  die  nOtiiigen  Schemata  oach  §.  8.  aufeostelk«, 
oder  man  kann  aoeh  die  ZnsamnienstellaDg  8)  §.  &  und  1)  {• 
direct  liQimtaMB«   indem  man  diejeniaen  Ansdrucke  unterdrocfcl» 

welche  vermoi^e  der  Aufgabe  u\vht  vorkonmier}  dnrff^n.  DiessÜD- 
terdrücken  hängt  von  der  Stellen/ahl  der  ii  al).  N;u;}i  der  Aufgab« 
c)  §.  ö.  müssen  nämlich  alle  Ausdriicke  in  8.)  h.,  worin  allehtd* 
lenzahlen  der  u  ausschliesslich  niederer  als  r  sind.  ausgestosseD 
wenlon.  Nach  dar  Aofgabe  di§,  fk  «rtteaeo  aber  cB<||artfeett  A» 
diÄobe  ausgestossen  werdall ,  worin  Statlonzablen  der  n  nuAsm- 
man»  welcbo  hoher  als  r  sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  (Qr  ^ich  klar.  Weiii* 
ger  klar  dürfte  die  Sache  im  ersten  Faile  sein.  Es  werdeo 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festitistellen.  Soll  die  Gmp* 
penzabi  dar  Verbindungen  aus  itfiienienten  zur  ^ten  Classe  bestimmt 
werden«  worin  irgend  ein  Element  wenigstenst  r  mal  wiederholt 
ersrbpint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  i\n<\mi 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  niederholt  vorkomnieii  dürten, 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entweder  r, 
oder  (r-|  l) ,  oder  (r-|-2)  mal  u.  s.  w.  ▼orkommeo  solle.  Ad  dicM 
Forderung  können  sieb  nun  alle  die  Erscheinungen  in  den  einzel- 
nen Grappen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Avfsjabe  nicht  in 
Widerspriich  stehen,  als  da  sind  das  Voi kommen  emzelner  Ele- 
mente in  irerin^erer  Wiederholunsszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so  , 
eben  berührten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  müsste  die  Aut-  \ 
gäbe  so  fonnulirt  sein:  Die  G ru ppeozahl  der  Verbindun* 
gen  aas  n  Blameatom  in  der  ^teo  Classe  soll  bestimvt 
werden,  TvorinkeinElenienttwObaiger  als  rroal  wiederholt 
erscheint,  oder  worin  jedes  mitwirkende  Element  we- 
nigstens rmal  wiederholt  erscheint**.  Der  Siim  dieser 
Aufgabe  ist  aber  offenbar  ein  i^anz  anderer  als  der  hier  in  FraJie  i 
stehende  und  unter  c)  ^.  ti.  ausgesprochene.  Die  hierher  gebörigeo  | 
Fragen  können»  wie  leicbt  zu  mannen  ist,  mit  den  vorhanden« 
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Mitteln  nur  im  einzelnen  Falle  besümmt  werden,  lassen  «idi  aber 
iminer][beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B.  fiir  die  Gmppentabl 
der  Verbindungen  aus  h  t  leinen ten  in  der  Oten  Classe,  worinirgCdid 
ein  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  ersüheint» 

+^^^^«-2)  +9i.(«-l)  +». 

Die  Gruppenzahl  der  Verhindiinwen  aus  n  Elementen  in  der 
6tenClas$e,  worin  irgend  ein  Element  höchstens  dreimal^wiederbolt 
erscheint,  ist  aus  1)  $.9. 


OA»/T  n(n^l).J^%l  .  11(71-1)  ..Oi-4)  .  n(»-t)(n-2) 

+    1.2.3  ^+»»-^»-g>+'T:r^ 

.  «(ti-^l)(fi--2)(»-3) 
+        1.2.3  * 

Dass  die  hier  gemachten  Schlfisse  richtig  siod,  bestätigt  sich  da- 
diRcb»  4aM  naa  ¥oii  de»  GFapfkenaiMlfleB  4ar  YatbiMiiCi^^lf  ndt 
bcMlliBteD  Wiederholungen  auf  dW  mit  HiilxwfiirlAteti  fliMr« 
gdken  kuaw  &a  ist  w»  ej  j«  & 

nie  diess  «ein  muss,  wenn  die  Gruppen  der  Verbiadun&^n  aus 
n  Elementen  zor  3ten  Classe  gebildet  werden,  wotfn  die  Elemente 
weoiff«tons  ttnmnl  (also  auelt  xwei  and  dieimol)  wMerliolt  er^ 
mhBMiea  mUkm*  EliMttci  Mi  ann  1)  9. 


3     8_,    n(ii— 2l  .    ,         .  «(?i+l)(7i+2) 

wie  diess  sein  muM,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  hde}H 
Btens  dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscbei — 
sollen.  Diese  bestätigt  eich  auch  an  Zabienbeiapielen.  So  ist 
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m     \  '      i  '.II.* 

6.r)..2.1    6.5.4.3.2  .  6.5  4.3  .6.5.4     '  ' 

ßMde  Ausdrücke  ergänzen  sich  zur  voUstäniÜL^en  Gruppe«- 
ansabl  mit  uubescbränkteii  Wiederholungen,  und  es  ibi,  wie  seio 
mus8, 

+  4-4r=321 +  141=462, 


T    6.7.8.9.10.11  ^ 


■ « 


also 


$.  it. 

Die  Grappenaiizahlen  der  VerMtrangen,  olmeml  nrit  Wieder* 
Ilohiiieeii,  M8MB  sich  aus  den  Gmppenansahlen  der  VertMo* 
gen  fohne  und  mit  Wiederhotungee)  ableÜeD,  wenn  man  io  die 

einzelnen  C nippen  der  Vprliiriflungen  die  Versetzungen  einfiihrt, 
welrlx^  die  in  ihnen  Forkommenden  Elemente  unter  emander  elft' 
gehen  i^üuncn. 

Wendet  man  das  Oesa^^te  auf  die  in  ^.7.  —  $.  10.  gefundttiei 
Satze  an,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  VersctziiMireo  aus  irgend  einer  Elementemalil  aar  ^tai 
Ciasse  werden  gebildet.   Wie  grc^s  ist 

a)  die  Anzahl  der  Cnippen  ,  r  orin  eine  bestimmte  Anzahl  too 
Flementen  wenigstens  einmal,  eiiio  andere  wenigstens  zweiraal, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen? 
Dies«  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar; 

■ 

ISS  ^ 

V       '^[^»  Äf,...««,,  ahi4t  M«*Aik***«^y»^i]*» 

b)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  ^Anzahl  Ton 
Elemeuteo  höchstens  einmal,  eine  andere  höchstens  zweimal^  eine 
dritte  hSebstens  dreimal  n.  e.  w.  wiederholt  eracfaetnen?  InZeklieii 

k       k  k         k—l  k—l  2 

v)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  ireoig- 
steus  T  mal  wiederholt  erscheint? 
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■ 

ilieAiunlil  te<6rp(|p«i»  frorin  Ugeod  cfttfilement  liSchsteiis 


nnal  wMeilibÜ  eracbeinr? 

4)  •««]«• 

Man  Imt  pu  ^em  finde  mieh  Anwtke  tod  $.  S.  die  nSthiseo 

Schemata  zu  entwickela»  hieraus  die  JPanktieiien  der  n,  wie  dort 

Sescbeken,  abzuleiten  end  mit  j6der  einzelnen  nach  6)  und  7)  $.  7. 
ie  iroh>"ri<^e  Versetzungs/n!i!  zu  verbinden,  denn  jpHe  Funktion 
von  »  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Tereefaitingssahlen  Mten  sich  dadar«^  ans  den  Gebilden 

der  e  unmittelbar  leicht  ab»  wenn  man  bemerkt,  dase  alle  zusam- 
meigehurige  Ansdrficke  eines  Scheraas  einer  und  derselben  Di- 
meosion  oder  Classe  zugpliHren.  Jedo  oiTJzflni'  Gruppe  der  e 
führt  daher  auf  eiiio  Brnchtakuität,  deren  Zähler  die  so  vicite  um 
die  Einheit  steigende  i^  akultät  von  der  Einheit  ist  ais  die  Summe 
aller  in  ihr  vorkommenden  Elxponenteo  von  e  angiebt,  und  deren 
Nenner  ans  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  FakoltSten  be- 
steht, als.e  vorkommen.  Die  Exponenten  der  e  bilden  dann  dle< 
Exponenten  der  einzelnen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  i$chema 
5)  m  {.  8.  zuriick«  so  ,gehOrt  zu 

s*  «1  s*  e»=(si)«  die  Verastzungszrfit  ^i|ni,t|i|niiniiifqi' 
e*  e*  ^  €i"       =(c*)*(e*)*„  iiiii  11112111211  * 


e*  e»  <^  Ä(e»)«  „ 


l»|Tlä|i ' 


u.  8.  f.  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdrücke  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n  iu  Verbindungen,  so  erhält  man  lür  die 
GmppenaniaMeii  der  Vetsetangen  mit  besclirilnfcten  Wiederbo- 
famgni  ftr  die  Tcndiledenen  Chusen  folgende  Znsammenstslhrog : 

'^ih>  flji         fffh,+i»  —  ^^=»i(»i — + 

s        t  ' 

«t» "'^nj,,».*am^»>  «,J«s=»i  (ni-1)  (n— 2)+ 3«!       1)  -|-  Wj , 
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51-1   ,^    3l-l        ,       ,^  , 

.==«1     +10.%     (»«-lj  +  10.nai%-l) 

» *  ***    *  >•*•  '^li  •  * *****  ^^3^"^ 

Gl-I         4l-l  21^1       „«1^1  31-1 

11.  «.  w. 

Die  Zahlenaiipf?n*icke  fSr  die  Gruppen  <^er  in  2),  3)  und  4)  ange- 
deuteten Versetzungen  ergeben  sicn  nun  aus  1)  §,  9.  UDdapikn 
Gesagten  leicht.    Man  bat  daher  aus  gleichen  Gründen:' 


0)  *P\au  «^«..J»»]^=», 

2     S      2  Sl"! 

8       8        S  8l'l 
 O«,,. ..4lbJ*=lll       +3>l,(lli— t)+lli,  , 

*f[<fl> ....      »•••Ha,  f  »••li^i.M*4iJ*= 

^    .       ,  21-1  „    «1-1  ^  , 

5        4  4  2 

=%''"+JO%(%--lf'"+lfcH'"(%--10'+li««*("»-^^''' 

+  I0«i|(ll,-1)  +  S»4(»j-1)+}I,.  .. 

. 

(662 

*/^£tfi , ....  Ha» , ....  ^, » k^..  Om 0«  J^= 

61-T  ,  41-1         21-1       ^21-1  , 

=  »i     -f- 15%  (»1—1)     -1-45%     (iiji — ^2)  -fli>7/2 

81—1  ■    '  2H 

+  20ii8  («i-l)  +60w3(«,-l)(ni— 2)  + 10«, 

•  +lSj^(j||--lf^+15i4(iH^l)+6ii4(iH-l)+«^i' 
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u.  ts.  w.   Bei  diesen  Fakultäten -Ausilrfickeii  ist  die  Kranip'schc- 

Bezeichiniffsweise  m*H'  =  w (m— I) (m— 2) ... (m  -|  1)  gebraucht. 

Hiemach  ist:             "        •  >^                      •  ■"  ••■» 

4  4      8      8       3      '2  .  »b 

lö|,...a4»  ^'s»  ^6'  ^'r»  ''s»  ''ö»  "lü»  «II»  «l«J  = -;.fifii.»  /  Irr-mniri 

=  ri.  11. lü.U + 6.9.1 1  lü  +  3.9  8  +  4.7. 1 1  +  4  \mH 

i  i^ii  Jim  tMtrMU'»K(  itw.  .hmi|:«i)^  Mi.^.jfui 

Wörde  man  schreiben  *  •  ' 

.  :■  .ii-.'r.f-' 

«       5       4      4      3      3      3-22  *^ 
Pl^l»  «a,  «3»  «4»  «3»  «0»  ^7»  «8»  «10»  «II»  «laJ 

« 

A  ö 

wie  auch  geschieht,  so  hat      ,      keine  Bedeutung,  da  die  Wie 
derbolungsexponentcD  nicht  höher  als  der  Classcncxponent  wer- 
den können. 


§.  U. 

Die  in  J.  6.  — §.  11  geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aofj^estellten  Probleme  gelöst,  aber  keine  geschlossene  Ausdrücke 
geliefert,  um  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
wenden  uns  nun  zu  einer  zweiten  Aiiilüsungsmethode,  die  dieser 
Beschränkung  nicht  uiterliegt,  und  stellen  folgendes  Problem  zur 
Untersuchung  auf: 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  w  Ele- 
menten zur  ^ten  Classse  werden  ^ebildet.^  Wie  gross 
ist  die  Zahl  aer  Gruppen,  worin  irgend'  ein  Element 
wenigstens  rmal  erscheint?     J  u\i..t      ^    .  . 

Die  Aufgabe  stellt  sich  in  Zeichen  dar :   ' ' ' 

f«  » M  T     r      r        r  <       ,.»,  ,t  ,  % 

.u)'i  T/ili     ^  *      *  ^        ..        .  vr'f\ 

Eine  notbwendige  Bedingung  ist,  dass  r^i/ ist.  Die  Methode, 

welche  wir  betreten,  besteht  darin,  dass  wir  u!»s  die  Grnpiien  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  Hichtung  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  unteisuchen  und  fragen,  in  welchen  sich  die 
auflösenden  Gruppen  finden  können  und  dann  die  hiedurch  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Din  auflosenden  Grup;)en  sind 

Diese  Gruppen  können  ertweder  auf  den  r  ersten  Stellen ,  oder 
auf  r  Stellen  von  der  zweiten  Stelle  an,  oder  auf  r  Stellen  von 


i 


-  SSO 

der  dritten  an  u.  8.  f.,  oder  auf  den  r  letzen  Stellen  erscheinen. 

Mit  jeder  eingenommenen  Stellung  werden  bestimmte  Bedingun- 
gen eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  durlcn.  Es  kann  näm- 
lieb,  so  verlangt  es  die  ßilduiigs weise  der  Gruppen  der  Verbiu- 
dangen  mit  Wiederholangen ,  keiner  der  genaanton  Ghruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welches  die  gleiche. oder  gar  emelbd- 
here  SteHetBahl  fuhrt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  fülirt.  Elemente  mit  der  G;leichen  Stellenzahl 
diiilV'ii  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  dar 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

d)  Die  auflesenden  Gruppen  nehmen  die  r  ersten  Stellen  ein. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  {q — r)  letzten  Steilen  jede  beliebige 
Zu^ammenstelluns  von  Elementen  folgen,  welche  den  oben  ge* 
stellteD  Grundbedingungen  nicht  «ideraprielit.  Hieraus  liat 
folgende  der  Anfgafie  genügende  Anfatelhmgcn; 

« 

Bestimmt  man  die  jedem  einzcloen  Ausdrucke  zugehörige  Grup« 

fienzahl,  so  bat  man  folgende  Reihe:    '         '  ' 

•  .  . '   /       "•  .«••'•» 

==r«]t-r4-  [«-llf-r+  («-»ll-r  +     [BUJ-r+Ph^r  +pl»^  , 

=t»]»-<-+i- 

Hierin  bedeutet  •  «     '  ' 

•   -     ■  .    '  ♦ 

b)^  Die  auflösenden  Gnippen  erseheinen  auf  r  Stellen  ren  der 
Bweiten  Stelle  an.    Ein  Element  kann  ^her  yorausgehen  und 

(ff—r — 1)  Elemente  können  foli^en.  Vorausgehen  und  ,folgen  darf 
keines,  den  oben  genannteti  ßedini»iinf?eii  widersprechendes  Elo- 
ment.  Diess  i'übrt  «u.  folgender  AuijBteiiuigs 


•••9 


» 

*  •  ■ 

■ 


♦  .1 
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Hierdnrcli  wird  folgende  GmppeiusaU  berbeigexogeo : 

« 

deoo  die  GruppeDform 

kuin  ah  den  BedtngtmgeTi  widersprecfrend  nicht  aufs:enomineii 
werdeo  und  ist  auch  in  der  l  liat  schon  unter  a)  vorgesehen. 

Die  Reihe  und  alie  hierberge(|ongett  Reihen  werden^  nach 
folgendem  Geaetze  eummirt:  o  -  >• 


1.1 


0       M*[llp+&»-l]»P]pf  I2>[m~l]p  +  [l>[m]p 

—r  _m(m  4^       +  2) (m-\-k-{-p)  m*+y+^'^ 

c)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheineo  toq  der  dritten  stelle 
«D.  Zwei  Elemente  k(teiiieD  vorausgehen  mid  (q-'r-^  Elemei^ 
kSnoeo  folgeo.  Diese  ftthrt' xu  folgeDdem  Aggregate: 


Werden  die  einzelnen  Gruppen  gex&hlt»  so  erhfilt  man  nach  1) 

»    -        I    ■  ■      t  .1 

Rücken  die  anflüsendeu  Gruppen  auf  r  Stellen  vor  von  der 
vierten  an,  so  hat  men  jfolg«ide  SAmmmenfassnags  , 
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HimM  ttod  ww  I)  ergibt  «Ich  die  Zahl  der  tinippen« 

=1»— l]t-M1- 


Diese  Schlüsse  wiederholen  !><ich.  Jede  eiiizelue  Aufstelludü  führt 
zur  uämUcbeti  üruDjienzalii ,  deon  die  deu  auilö^eudea  üruppeo 
veraiiejTufcMirtwi  vam  :Bfedkfolgeiidin'GeWlde>ei|fiBMB  eieii  imter 
SU  rieicbeo  Dimeaeloneii.   Hiernach  .epeugt  sich  der  Ausdruck 

f'li-^Jf-r-i-i  un  GaozoD  {q — r)  mal.  Denn  er  kommt  In  allen  Fäl- 
tln mit  Ausnahme  des  ersten  (ff),  also  in  den  (q—r)  letzten  Stel- 
lunge» vor.  Die  Summe  aU^  aui'  diee^  W^iee  ip  üetnichtong 
kommenden  Gruppen  lai 

uud  sie  tühr^  zti/ol^endem  Ausdrucke: 

_n{n  -f-       -|-  2) (^^ -f- ? — r)  ,  /      ^(n — l)«(7z4^1)..(/<  f  1) 

Dieee  Schl&ise  nihren  e»  Uege  ku  elnep  M%eii  ResoUite, 

bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  Classe  angcvvachsen 

•Ind.  Geschieht  diess,  dann  enthalten  die  yorausgehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  welche' der  Aufgabe  genügen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel- 
lung, wodurch  die  er«^  Ansscheiduog  bediogt  irird,  bat  folgende 
Gectalt: 

•  - 


r » 


Ü  (^,,  ^'(«-1  *  » 

Die  Ausscheidungen  können  durch  ^  die  Gleichiltig  2)  beweri* 
stelligt  werden,  indem  man  der  Reihe  nach  wesen  der  vorausge- 
gehenden  Ausdrücke  ^=r  und  statt  n  allmäblig  die  Elementen- 
mnsableo»  alee  l,  %  o,  4,„„,n^l  uM>  Weges  dee  erelen  An* 
dinck»  tet  dtuiii  MMedieitoit 


V 
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an 

'    wegen  dM  sweiteo 
I    wegea  des  drittea 

u.  «.  w.  wefjUk  des  letsten 

endfieb 

>  • 
Die  SaauM  aller  Jlewr  AeeecheWngeii  beiWegt  fetgeudeileUw; 

Bt=\  [n-         +  t2],[n-21,_^  +  [3],  [»-2],-y  .... 

Die  DaräteiiuDe»  wodurch  die  zweite  Auäscheidiuig  bediugt 
ist,  fiuMt  eich  in  ragendem  «uNunmen: 

•    *         -    .      *  'I 

*  I 

Um  alle  hieraus  auszascheidende  Gruppen  zu  '«liilten»  nHHi' 

r+1  statt  </  und  1,  2,  3.... (n  — 1)  statt  n  in  2)  zu  setzen  und  mit 
den  oacbfolgenden  ergänseadeD  Gruppenzahien  an  vervieilacben. 
Es  entsteht  sodaQo;,. 

■■[[2].  +  l.ll]J[«-2Wl,.'  •*•"'' 

■  •  • 

Wifd  ani  wrielfiM^ht«  eo  entetelieB  iirai  Rdhen,  die  sieh 
nach  der  Gieichomr  1)  somteiren  ianen»  and  man  erliftlt 

Ui,l»-IWn*li»W«»-aj|-er-i  — 


t 


[lM*«-3W-ff(9]t[)i-3]t-y^- 

....  [m— 2]a  l^iq-^r-i  =  l«— 

Die  hiedurcb  bedingte  aomiscIieideDde  Clnippeujalil,  ist 

Die  dritte  Aasecheidunig  ist  durch  f<^ea4^  ZibsammenstelloDg 
bedingt: 


Die  hieraus  hervorgehenden  Gruppenzahlen  (T^rcben  sich,  wenn 
r-|-2  statt  (/  und  ailmäblig  1,  2,  3,....7i — 1  statt  u  iu  2)  gesetzt 
fiM.  «DatebbuMirtebt' 


([l]3  +  2.0)[n-l],-^-^, 
([2i+2[li)[«^2]; 


•1;  .  '      •  ■  ' 


Wird  hier  vervielfacht,  so  entstehen  wieder  zwei  Reihen,  die 
sieh  nach  1)  summiren  lassen  und  mao  erhält  solort  iilr  d4e>€lurcb 
obige  Aul;$teUu<ig;,b^i^giea.Aus#eheidiu)gei\«  ,i  >.  :  . 

Diese  Ausscheiduns^en  fuhren  sich  non  liiicht  weiter  fort.  Die 
Darsteliungj  wozu  mau  bei  der  letzten  Ausscht^iduug  gelangt^  ist; 

I    !■  -.1  '  'Ml??:  »*•  ?  Ii 

♦ 

•  •  •  . 

Um  die  hiedurch  bedingte  Gruppenzahl  zu  erhalten,  hat  man  io 
3)vf'T-''..^i^.^  und  .1^     3,^.((»T7jL),8taUtt  zusetzen.  ManerbSlt: 
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'  '         '      *    •         ....    .  •     '    .      •  ••'  t        •»     I'*»  ■  ^ 

:  J.  t  .  .  .:     .        :  i 

1       '  *  * 

Diese  zwei  Raiheo  vereioigeii.  sich  in  folgenden  x\uädruck: 

Alle  die  auf  diesem  Wege  erhaitenep  Ausscheidungen  werden 
durch  die  tSumme  '    '*  '  ' 

-^1  +  Ä + ^8  +    + •••• -Ärtf+i  *  jW" 

angegeben,  welche  (9— 2r-|'l)  GUecier  hat  Alle  ß  enthalten 
den' Ausdruck     -w«       .  . 

Dieser  Ausdruck  kommt  daher  (9'— -Sr  +  l)  mal  vor.  Die  ((/ — 2r) 
letzten  /?  enthalten  noch  einen  zweiten  Ausdnick,  der  einem  he- 
stliniülcn  (besetze  uiitürliegt,  sich  auf  folgende  Weise,  darstellt 
uikI  zusammenziehen  lässt:        »       .  '  . 

_(ff~2r)(y^'2r+l)r  r     ci  ,  .  n 

 17^  [»-2Jj_y4^=  L^-'ir  j4.1_7i—2J,-ar+». 

■ 

Die  Gruppenzahl,  welche  daher  von  *2)  ausgeschieden  werden  flHUMf 

begieilt  sich  in  folgendem  Ausdruck; 

(y-2r)(y-2r+l)  (»-2)  (/i-l) jy-^r-^I) 
1.2  .1,2.3  ....  (^2r  +  2  * 

Diese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtig,  bis  sich  die  den 
auflösenden  Cl^^ppen  verangehendeu  Verbin dungsclassen  bis  zur 
(2r)ten  Oimeosuui  erheben.  In  diesera  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
schieden worden  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  be^rü^' 
fene  Gnii^pen,  welche  die  Eigenschaft  der  anflueenden  Gruppen 
selbst  haben.  '    .  •  .  ■ 

Die  Gleichung  3)  kann  nun  benutzt  werden,  um  die  Ausschei- 
dungen zu  b<nverkst**!r»*r('Ti.  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  »eiche 
die  Eigeuschalt  d«ö  wiederholten  Zosammeutrittes  liaben«  £e 
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wird  nun  nkkt  mehr  AtttKig  die  eifo|4erlid|en  Znsammenstdtoii 
gen  zu  geben.  Mat  |iat  mir  2^»  ^-t-l,  SrHh^y ......  ^h-t  statt  9  und 

allmählig  l,  1)  «tatt  n  bei  jedep  einzelnen  Werthe  von 

?in  3)  zu  setzen,  und  jcf?ps  einzelne  Clied  mit  der  errrSnzenden 
'  erbindungszaht  211  vervielfachen.  E5  werden  auch  hier  immer 
Keihen  entstehen  ,  die  sich  nach  1)  sninmiren  lassen.  Die  Aus- 
drficlce,  welche  kleduich  erzeugt  werdeu,  äiad  der  Ueibe  nach 
folgaade: 


Cl  =  [11 .  [l],  t»-2lf-tr  :±:f Iii  [t^-fl^^ 

s   •  { 

Wird  nun  2r  -f  1  statt  7  und  allmhlitc  1,  2, ...  (n— 1)  statt  n  tn  ^ 

Sesetzt  und  werden  die   hieruui«  «ich  ergebenden  Ausdrücke  nut 
BD  mSazeadan  VerblodungscIaflM  Teroandeii»  so  cntatelit  fa 
RMaicbt  aof  1) 

(2[3],+[«],l2],)[iM-4],-^-,  . 

f  •  • 

(3[«-2]i+UJ.i••-3]i)[ll^.•r-i; 

Ferner  wird  (ur  2r-f  ^  atatt  ^  und  antar  daa  oben  aogi^iebaBeB 
jBeiliagiia^aa  s 

Q=(3[l]«+[2],[0]«)[n-2],-,_=3[n-2],-„4,+  [2],[a-3],-,r+, 
(312]. C»-31f-i.-i 

(3[3J«  +  [2j,L-2]4[«-4W-, 

*  f  * 

!  *  * 

(9l«-21i  +  Pj.  [«•-3J.)[l]t-.r-. 

n.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  sSmuitK- 
eben  C  unterliejien.  Es  entstehen  zwei  Reihen,  wovon  die  erste 
(g~3r-\-i)  Glieder  und  die  andere  — 3r)  Glieder  zählt«  die 
sich  aui' folgende  Weise  j^iehandeln  lassen: 

a +3+8+4... + ((f-it+Mi^nt-trH 


^(y-3.+  l)(y-3.+2)^„^^, 


V 
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Ffr  die  aue  3)  ««Mweciieideede  Grappeamiiihl  ist  eofoit 

.  (V-2r)  (y-•2r^-l)  (g-2r+2)  (ii-3)(n--2)    (n-j-y-  ar-l) 
1  •2.3  1  .  2*7^  ...  (^-3r+3) 

8«tst  man  nun  diese  ScbluMiweise  fort»  eo  etliÜt  äuM  fiir  die 
Ztbi  aller  anfidseedeo  Gnippea  (A) 


Hieraus  entsteht  durcli  Elulühruug  der  aufgefundenen  Weithe: 


j  r     r     T  r 


""1.2..  (7— r+l)  +    1     i  .  2  .  3  .  .  .  .  (v— r-f  1) 

■ 

ö— (n— l)ii....(fi-fö— 2r) 
"^'nr—   1.4  .  (./-4r+4) 

(y~2r)  (v-2r 4 1) (n-2)  (w~l) .... (n -j-y ^2r~i) 
.a  .  2      .      1  •  2  .  ,  .  .  (y~2r  +  2) 

.  (v-^2rf  l}(7-2ri2)  (n-2)(n-l)...(«4-y-3r)  *  "  .  . 
^  TT a  *  1.2'....  (^Sr^-a) 

.  (g-»)(g-2r-t-1)(jH^f2)  (ii-3)(n-2)...(n-t.y~3r-~l) 

+       rrrrr        1.2... .  (y-3r+3)  • 

t  i 

Dieie  DawteUniig  Ifiaet  eich  ancb  eo  ynformeo; 

^2r-i-l     l«+«-2rU-       (y^2r)^^    jn  jg-gr-i  i 
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Werden  hierin  die  Fakuiläteu  im  Neuner,  welche  deu  Exponenten 

V  führen/  ttOB^esditeden ,  so  ergibt  «ich  folgende  IMMeuioig: 
8)       *Ci4,  4,...a![j«k=  ,  ' 


Bei  kle'itieti  II  wird  sich  diese  Darsteiiiuig  vortheilhaft  gebnii* 

eben  lassen. 

Die  Anwendung  dieser,  (iieiciiaagen  auf  besondere  Fülle  ist 
sehr  bequem.  So  ist  z.  B. 

C£iii,  1:23:4 +3.  j^^-Lj^ 

wenn  man  r=3,  »  =  6»  9:^6  io  P^r.  eeUt^  wie  scIlOB  obea 
1. 10.  getuiiden  wurde. 

Die  Gru|)penanzahl  der  Verblödungen ,  worin  irgend  ein  Fle 
ment  höchstens  ruial  wiederholt  erscheint,  ergilit  sich  ans  ö)  leicht 
Man  bat  zu  dem  Ende  {r-^  l)  statt  r  zu  setzen  und  das  erhaiteoe 
Resultat  von  der  Gesamnitzahl  der  Gruppen  mit  uobeschräokteo 
Wiederholangen  ibfeuzlehea,'  denn  die  gewehte  GiwppeiiaiitiU 
wt  die  ErgänsaDg  »1  der  volkit&iidigeii  GnippenaDxahL  ffieriiaehiit 

« 

=[»], 

-  [«It-r- [»— r— IJi  £»— 1],-,  ' 

» 

■  * 

»  '    .  .3 
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Mit  diesen  Mittelti  kann  man  nun  weitere  Fragen  beanttvorten. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aas  ft  Ele- 
nten  znr  ytenClassewprdpnfrebildrt  Wifi^rosp  ist 
die  Zahl  d  er  Grnpp  en  ,  wo  riu  irgend  einiiileiaeut  gerade 
rmal  niederholt  vorkownat? 

Dieses  f^roblem  iäast  nach  dem  früher  Gesagten  zu,  dass  die 
begleitenden  Elemente  auch  in  crerin<?erer  Zahl  wiederholt  in  den 
aofluseoden  Gruppen  vorkommcD.  Die  gesuchte  Gruppenzalil  be- 
flihnnt  «Idi  ohne  Sehwiedglielt,  fPM«  sni  (f-hl)  statt  r  hi6>  mM 
und  das  so  erhaltene  Resnltat  von  6)  ahzieht.  ETs  ist  sofort 

TT         T  T\\      rW        r4-  j 

10}         ilr~'C[öi,  «2,  ...<!«]«  —  'C[«i      ,  %     ,...««  ]« 

■ 

IKseh  Gi,r  und  Cn^\\  sollen  der  Kfl£ie  wsigsn  die  oben  angOi« 
deuteten  Zahlenausdffioke  bessichnet  werden,  um  iiidit  die  cnt» 
wickelten  Darstellungen  geben  su  müssen. 

0tc!fier  Satx  ttsat  sich  noch  veiaUgemeinern  auf  folgende  l>Vefse: 

T       T  T  »■+•+1 

11)   ilrif  =  'C[oi»  aa,...an]' — 'C[ai      ,  ct^      , ....  o«  J« 

Man  hat  (r-f-f4-l}  statt  r  in  0)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Re- 
ndtat  von  6)  abanslehen.  DleDamtdlnng  11)  beantwortet  folgen- 
des Problem. 

Die  Verbindungen  mit  Wied  oi  holungen  ans  n  Ele" 
menten  zur  r/ten  C  lasse  werden  gebildet.  Wiegrossis^ 
die  Gruppenzahl^  worin  irgend  ein  Element  wenigstens 
r  und  höehstens  (r-f«)nial  wiederholt,  .also  gerade  n 
r-|-2,....(r-fs)mal  wiederholt  erscheint? 

Hiebei  ist  ,zu  bemerken,  dass 
12)  -  G.,,=C[«t,  os^  -  «tihl*  =(«i)«  = 

1«2.3.«*.^ 

» 

ist,  wie  sish  lifchf  rechtfertigt;  denn  diesfc- sind  In  dtr'That  die 
Verbin  dangen  ohne  Wiederholungen  ans      ^emonten  rar  ^ten 

Clause.  ' 

Thell  XV.  ») 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gletehmigeo  «oH  an  eiiiigett 
Filleo  BachgeTFieeeo  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbiiuiungen  aus  6  Elementen  zur  6teo  Classe 
«ollen  mwt  wtideBx  worin  Irgend  ein  Element  gerado  dfeinal 
wiederholt  erseheint.   Man  6ndet  sie,  wenn  man  il:=6  mmI 

r=3»  dann  r^4  In  Nr.  6.  eeUt«  Hiernach  iat 

6.7.8    ^  5A7 

Löst  mau  die  Aufgabe  naeh  der  in  8)  angegebenen  Metbode. 
ao  liat  nton  fttf  die  e  folgendes  Schema : 

e»  0*  e*  e*  +  «a  e»  «^+«*  •*» 

Horaus  akh  folgende  Gruppenzabi  ableitet: 

6.5.4.3  ,    -  .  ,  6.5 

Die  Gruppen  der  VerbiTiflnTii^en  zur  6ten  Cias?<e  ans  6  Elemen- 
ten sollen  bestiranit  uerdcii,  worin  ein  Flement  vveuigisteiiü  zwei- 
mal und  bt>chstens  viermal  wiederbolt  er^cbeint.  Man  bat  f=()) 
iis:6^  rssS  nnd  r:s5  an  setsen^  und  es  Ist 

_  _G.7.8.9aO  .  ,  5.6.7.8.9     ^  5.6.7.8  m? 

=5=461—36=425. 

hM  man  anch  hier  die  Aufsähe  nach  dem  Schema  der  e« 
aalst 

«1     +  fe*  ^  s* 

«i  «1  «1  «»  e»+e*  a* 

«»  a»  «*,  . 

wodorch  folgende  Ansaht  bedhigt  Ist:  - 

__6.5.4.3  g   6.5  4.3    6.5.4     G.5.4  « 

65    6  5 

+ 12  +  j^.4+&fa»»-|.  90+20  +  60 +120+ 15 +60+31 
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i.  13. 

Em  toi  nun  noeh  übrig  folgendes  Pftiwü  n  Uimm 

Die  Versetzungen  mit  VVieiici  hol  ungen  aus  ii  £le- 
m«iiteii  zur  ^ten  Classe  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  Irgend  ein  Element 
wenigstenn  raial  wieaerholt  eraebeint?  In  Zeietai 

f  [öl**,  a/,«..*ai/)«. 

Die  Vorbedingungen,  welebo  tu  der  Auijgabe  dea  vorigen 

Paragraphen  gestellt  wurden,  gelten  mit  wenigen  Abändenmgen 
auch  hier.    Diß  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnlldie  and 

folgeude  Wei^e  gelost. 

a)  Die  aofiflseD^n  Gruppen 

erscheinen  von  der  ersten  Stelle  an.    In  dienern  Falle  fcOnnen 

alle  Elemente  ohne  Unterschied  auf  den  letzten  (^^r)  folgenden 
Stellen  in  jeder  helinbigeo  Anordaang  aufrücken*  Ilieraua  eig^t 
sich  folgendes  Schema: 

(ii«)'P'(iH,  fla.-<liO«-^ 

wenn  jede  der,  Gruppen 

als  ein  Element  betrachtet  wird. 

Die  Anzahl  der  hiedurch  bedingten  Gruppen  Ist 

b)  Geht  man  aan  eine  Stelle  welter,  so  kann  ein  fremde« 
Element  in  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
Bediniinnsren  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
auflösenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r  ersten  Stellen 
erscheinen,  denn  dieser  Fali  ist  in  a)  vorgesehen.  Daher  muss 
ein  fremdes  Element  auf  einer  der  r  ersten  Stellen  erscheinen, 
oder  ea  kann  r  Stetten  dnreh(anfen.  Atf  den  nachfolgenden 
(f—r— 1)  Stellen  können  alle  Elemente  ohne  Unterachied 
erscheinen.  Uierana  entatefat  folgendea  Schema: 


A  an 
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•  ■  * 

•  >  * 

i>iis  4<  tretiiite  Rlement  hinter  dem  Funkte  niiniot  eine  feste  Stel- 
lung eiü.    Jede  ZusaiiimeustelUiug  von 

m 

(aa)'^»P'{fli,  a»,...«n)>....(ii«)'^P'(Äi»  Oi»--«»-^* 
briDgt  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Eleuieutes 

r(r-A)...2.1  _r 

1.2...(r— 

Versetzungen  hervor.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  der  Aufgabe 
genügende  Gruppenzabi:  ^ 

r 

^=j.w(fl-l)M9-r-l. 

r)  Geht  man  nun  zwei  Stellen  tveit^^r  mu]  delint  iVif^'^c  Be- 
trachtung auf  (r  +  2)  Sff'üon  ans.  so  krmiien  z«ei  fremde  Ele- 
mente zwischen  die  auilusemleii  (irupjjeu  treten.  Die  fremdeo 
Elemente  inüssen  aber  auf  den  (r-f  1)  ersten  Stelleo  vorkomnei; 
weil  sonst  die  nnter  a)  nnd  b)  vorgesehenen  FftUe  eintreten  wfr 
den.  Diese  föbrt  zn  folgendem  «Scbema : 

(01) »^»^  (flii,ns . . ,  Oll)* .  «i  /»'(«i ,  Ol  • .  •  a^K-^ 

(02)  ^^  P'{a,a^,,..  ««)* .  a2    («1 , 112 . . .  On)?-»^ 

■  •  «  * 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feiste  Stellung  ein.  Tlie  voransorehenden  (t^\)  Elemente  können 
unter  sich  jede  beliebige  ätellun^;  eiiinriinieu.  Die  aus  dieses 
Versetzungen  sich  ergebende  Vervieitachungszahl  ist 


(r-H)(r)(r— l)...3,2.l  r(r+l) 
1.2-1.2. ..•(r-i;    "   1.2  ' 

Sie  gehört  jeder  einzelnen  Gruppe  in  der  vorstehetuieii  Zusaniiaeß' 
,  Stellung  an.  n  Gruppen  sind  es.  Die  hieraus  sich  ergebende 
'  Zabl  der  der  Aufgabe  genCIgenden  Gruppen  ist 

^1  =-TX^  ("-  D'irt-'-« . 
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Setzt  man  nun  die  angcLrebene  Nchlussweise  durch  alle  stellen 
fort  uDd  zählt  die  hieraus  messenden  Gruppen  zusammen,  so  hat 
man  nofort  folgende  G^ammt- Gruppen -Anzahl: 

1)  -4=4+^+^  +  


r(r4^1)(r-h2)....(y-l) 

X 

«  dnrcblSn^      Werth«  0,1,  2,  3....(y-r). 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 
ebeeschobenen  filemeiile  die  rta  ClaMe  nicht  erreichen. .  Er- 
teidien  sie  diese  und  erbeben  sie  sich  darfihety.  so  werdes  za 
viele  Gruppen  gesählt,  und  xwsr  alle  diejenigen ,  welche  in  ^en 
Ansdrflcken 

und  d^n  zu|;ehörigen  hühero  Classeri  enthalten  sind  und  die  Ei- 
genschaft hatten,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  mflssen  fixirt  und 
▼on  1)  ansgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem  Ausdrucke  P*  (u^tQ^. .  .anY  ent- 
halten sind«  haben  die  Fonn 

(«•)'>  («s)S  («iy...(a«)'. 

n^e  Zahl  ist  (ji—l),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
Einheit  Terkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
der  naehslehflndeii.  Reihe: 

« 

und  in  ihnen  durch  die  Ausdrücke 

bedingt.   Man  findet  nnn  die  auszuscheidenden  Gmppenanzahlen 

leicht,  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nach  der  Glei- 
chung 1)  behandelt.  Diess  geschiebt»  indem  man  7i—l  statt  ji  und 
allmänlig  r,  r+1,  r  +  2,....  statt  g  schreibt  und  die  fehlender) 
Stellen  aiirch  die  Versetzungen  mit  YViederholungen  ergänzt  Da- 
durch «Mit  man  felgande,  ansauseheidende  GruppemmSahlen: 


2»4 

i^i==[r]r4«ii((i^--l)fri-l)HT(fi'-t)(it-2)(ii-l) 

+  [r]t(ji-l)(if-2)»>iir*-i 

/^4= w  ((«—1) (Jt—l)»  t  j («-!) («-2)  (n-1)« 

+  [ri(i«-l)(«--V<«-l)  +  W«(n-l)(ii-"2)«)iif-^«. 

•  •  •  •  f 

•  •  •  •  • 

Ä+i =[»•]»■  »{(«—1)  (»-!)'  +  r  (»— I)(n— 2)(b— 1)"^» +... 


Man  kann  nun  die  Klammern  auüüi^  und  anders  or^BtS» 
Dadnrek  gebt  2)  über  io 

3)  i?=n(«-l)[[r]rfif-«^  +  lr]r+i(n-l).tt«-«^* 

-f  r.«(ii-l)(n-2)Hrlr+inf-«^*+  [r]H*(«-l)«f-*-« 

?  ?      .  ^ 

+  |>-i,r4  3(>^-l)n9-3''-H..'l 

+  [r]irfi(«-l)««-*-*+-l 

Die  Darstellung  3)  lasstsich  mittelst  der  X  aof  eine  die  lieber- 
sieht  Ol  leichtemde  Weise  wiedergeben  md  swar  auf  folgeode 
Weise: 


4)  Bssin(n-l)£^lr]^i.^(n-t)».nr'*^ 

• 


• 
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oder: 

Id  5)  hat  man  stattv allmäblig  dieWertiie  0,  1,  2,  3...^— 2r 
(also   bis    an    der   Wihe ,    wodurch    der    Exponent  von  n 

in  0  übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  für  jeden  elnzelneo 
bestimmten  Zaiilernverth  für  y  allmahlig  die  VVertne  0,  1,  2,  3... 
für  .T  einziifiifirf'Ti  und  z>var  bis  aa  der  Hühe^  wodurch  der  £xpo» 

iieiit  von  n  iu  U  übergeht. 

Die  hier  gema<  htnn  Schlüsse  sichern  so  lange  ein  richti«*es 
Resultat,  bis  der  ExjiofK  nt  von  (n — 2)  sich  auf  r  und  darüber 
erhebt.  Von  da  au  sind  wieder  x\usscheidungen  au'!^  -i)  m  oiacheo, 
Bad  zwar  in  Beziehung  auf  (n— 2),  nie  sie  vorher  auf  (n — 1)  ge* 
nacht  wnrdeo*  ^ 

in  dem  Ausdrucke  (Nr.  4.} 

tr]r»(jt~l)(»--2/  -Sj^VwC«-!)'««-^«^-' 

fit  {t^^y  aach  der  Gleichung  1)  zu  behandela  und  sa  dem  ßnde 
fssr  und  (n— 2)  statt  u  an  setaeo.  Dadurch  erbfilt  man  als  ans- 
imcheidepde  Gntpiienaabl 

[rym(fl  -l)  Mrjtf^  (it^l)'  n^-*-^.  (^3). 
In  dem  Aaadrugke 

von  iNf.  4.  ist  wegen  (»— 2)'^>i  in  1)  der  Werth  (r+1)  statt  q  und 
(n-2)  statt  II  air  aetieft  Uan  evMlt  aefiirt 

(ii-2)(w-2)  +^(n--2)(fi-^. 

Dieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Ansdruclc  einzuführen.  Hie- 
durch  entsteht  die  auszuscheidende  Gruppeiizahl : 

^]^H«(»-l)  4l'-lir+i+*««-'^-*-'  [(«-2X«-2)+r  (fi-2)(«-^)J. 
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Fährt  utai)  nnf  diese  Weise  fort,  erhilt  nan  Mgande  amii> 
scheidende  isru|ipensahl : 


0)  C=[r]rJi(i^-l)(ii— 2)2?p[rir+.#(»-'J)'««~*'^-' 

>c[(«-2)  +  j(»-3)] 

+  [r]r+«ii(»-lj  («-2)  4  War-hL+r  {n^lym-^r-^-- 

X((i^-2EP+ r(i»-2){i.-3)  4  [rl,(«-^] 


•  •  •  • 

•  •  •  > 

:•  :  :  : 

Auch  diese  Zii^ainineiiflleltQiig  lässt  sich,  wie  in  Nr.  3^— 5,  g—clnh, 
anders;  ordnen.  Stellt  man  sie  nach  den  VertikaMben  wnmasBom, 
80  liegt  In  ihnen  folgeodes  Gesetz: 

In  dieser  Darstellung  darchlfinft  t  alliDftblig  die  Warthe  vm 

0,  ],  %  Z,,,,,(q — 3r)  (bis  zu  der  Huhe>  wodurch  der  Exponent 
von  H  auf  0  sinkt) ;  für  jeden  bestimmten  Werth  von  z  durchläuft 
dann  y  die  Werthe  0,  1,  %  3,....  bis  zur  erforderlichen  Hohe 
(d.  Ii.  bis  der  Expoueut  von  n  auf  0  sinkt) ;  und  endlich  fVir  Jo  zwei 
bestiuuiite  Werthe  von  z  und  y  (zusammen  genommen)  durcbläutt 

X  alle  Werthe  0,  1,  2,  3,  bis  zar  erforderlichen  Hohe.  'KtüM 

der  drei  veränderlichen  GrOseen  kann  ÜEIr  eicb  den  Werth  (q-^ 
übersteigen.  Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesammtbeit 

Das  Gesetz  für  die  Gesaninitsabi  aller  anflOaeaden  Gmppai 

Ist  hiernach: 

eder 

-  n«l-»  -So  W»  (»-2)!/(i?o  Wr+»i^  («  -  iy  «f -«mH) 
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Das  FortganssgeseU  dUim.  Omtellnng  lie^t  kJar  vor  AngSB. 
Das  erste  Glied  in  9)  erseiigt  o— r  +  1)  Glieder,  das  zweite 
(y-2r-l-l)(,-2r+2)^  ^  (^-3^^■iK^--^-^-2)(y-ar-^-3)^ 

das  vierte  [q — 4r-f-l]4  Glieder  u.  s.  f.  ^ 

Die  Exponeoten  von  x  im  ersten  GIrede,  von  .r,  y  im  zweiten 
Clif  le,  voD  ar,  «,  z  im  dritten  Glied e  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Gruppen  der  Verbindunt^eu  mit  Wiederbolurtgen  aus  den  Ele- 
menten 0,  1,  %  3... (9—)')  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
O9  i,  %  3^...*.(#y-^)  ztir  Bwetten;  aus  den  filementen  0»  h  2,  3«.*. 
..(q—Zr)  zur  dritten  Cla$:$e  u.  s.  f.  Man  kann  sieb  hMurch  ein 
Schema  l)i!den,  welches  die  Blldüng  der  einzelnen  Zablenaosdrücke 
von  9)  seht  erl^htert. 

Man  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  anfgefiinde- 

neu  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Verset/iin^en  mit  Wie- 
derholimcen  beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
von  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Gr  u pp e  n an  zn h  1  der  Versez- 
zunge  n  aus  1'' lementen  zur  «jrten  Classe,  wenn  ein  Ele- 
ment böchäteas  (r — l)mal  wiederliuit  erscheint,  durch 

Eben  so  kann  man  nun  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
bestimmen,  worin  Irgend  ein  Clement  gemde  mal  wiederholt  er* 
scheint  £s  ist 

r      r  r  r^i     r+|  rfi" 

,und 

f 

r     r        r  r-^^l  .  ^ft4ht•  • 

Ans  9)  erliSit  man  sofort  -dvidi'  ElnfiBhTnng  der  betreffenden 
Wertfae  die  nOdiigen  Zahlenansdrficke* 

Die  Gruppenansftbl  der  Versetswwen  nve  >^  fiieoienten'  mr: 
<Hen  Cleese  soll  bestimmt  werden ,  worai  lr|^d  el»  ElMieiit 
Qfgstens  dneimai  wM^hoit  erscheint  >: 

Man  hat  in  9)  statt  an  aHmShUg  %  1,  %'  8|  iid=6'^  red9  i» 
eisten  Gliede  und  0  stalf  Xf  md  0  statt  y  im  «weiten  Gii^e  111 
Mtiea.  Dadurch  wbd 
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BeliBndelt  man  die  Avfi^ft  nach  {•  II.  6)«  «o  ist 

2u  setzen,  und  man  erhält 

+  15x6.5+0x0.5+6 
=7200+7200+300+  1ÖÜ0+4ÖQ+180  +  6 

Die  hier  i^pfundeuen  Gleichungen  lassen  manche  Anwendung 
zu.  Line  sehr  einlache  Anwentluog  er<4t)>t  sieh  auf  ila«  Würfel- 
spiel, deuii  hier  kommen  die  Versetzititi^en  mit  uubeächraukten 
und  beschränkten  Wiederholungen  in  Frage. 

Wie  gross  ist  die  Wabrscheinitchkeit  mit  drei  Würfeln  eineo 
Pasch  d  h.  trcniirstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  grätigen  Fälle  ist  in  folgendem  Ausdrucke 

2    2    3  2^ 
'P[ag9  «Tat  «k«*-cä' 

begriffen  und  -ergibt  «»ich  aus  9)  13.  wenn  dort  it=6,  r=^% 
und  fär  x  die  Wertha  0,  1  geaatst  werdan.  Hiernaiii  ist 

0ia  Wabradraitiliafakait  iat  daher  für  den  fiagiiclieD  Fall 
•V  .  iir 

I 

und  es  ist  4  gegen  &  zu  wetten»  daaa  ili  J«daiii  Wi«r  •  nH  drei 
Wltof^  cMi  PM«h  laUea  wiid. 

*  Wiegroaa  iat  die  Wahrscheinlich Ireit  inff  sechs  Wffifelii  In  eben 
Yhatt  wenigatatta  avei  gialdie  ZdMao  sa  warfeal 

'  Die  2Salii  der  gdnat^an  FSlIe  Iat  in  Aem  Auadrodce 

2      2  2 

begriffen.  Sie  wird  gefunden,  wenn  9=6,  r  =  2,  n=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  für  x  im  ersten  Gliede  die  Wertbe  0,  1» 
2»     4,  für  y  lind     die Doppelivarthe  0^;  0,1;  €^2;  1,0;  U;%0 
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im  z««ltan  OM«,  «rf      t,  f,  »  «•  W«rtlM(MU>  !■  Mtten 

fi  r  2  .  r^'^-^i»  .  2.3.4.5  -1 

i  ^- Li. 2.3*^^  1.2.3:4 I 

+  6.ö.4.yyy.f;3Tj-j» 


oder»  wenn  die  angezeigten  Zahlen-Wertiie  ermittelt  werden : 
i<=6[l296  +  2160+2700  +  3000  +  3125]=+ 73686 
-^30[ia6+iaO  +  126]  ss~l€690 
-2aOL24  +  2Öj  ^  =-11700 

-1440.S  ^-790a 
+  120.15  =+lSOü 

♦ 

= 75405—29556=:  «086. 
ffiemaeh  ist  die  gesuchte  WahrseheiniiehMt 

45936  319 
^  '  40656  -  324  • 

Dass  die  in  1)  und  2)  gefundenen  Werthc  richtig  sind,  lässt 
sich  auch  durch  die  in  §.  11.  gegebenen  Gleichungen  nachweisen. 

Ihre  Richtia;lceit  lässt  sich  aber  auch  noch  ijanz  einfach  da- 
durch zeigen ,  dass  man  bemerkt,  dass  die  Zahl  der  Lninstigeu 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift,  worin  Wiederno- 
langen  vorkommen,  also  diejenigen  ausschüesst ,  worin  nur  Ver- 
MtmMwn  ane  6  Elementen  Torkommen.  Die  clliislkBe  Aosabl  ffir 
Nie.  r  ist  daher  ■ 

Die  günstige  Anzahl  für  2)  aber  Ist  aus  dein  nStoltclien  Grande 

=0'^-6«f-»=466ö6-7-20i=45936,  *       '  , 

wie  eben  Runden  iniide* 
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Wie  {;ro8S  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  thun,  wonn  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr,  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zueimal 
und  die  letzte  gerade  dreinntl  vorkommt? 

Die  Zahl  der  &;ünstigeu  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  %,  7.  aas 
folgendem  AusdruciL: 

2      2  t2       3      3  3 

10.9.8,7.6.5.4.3.2.1  ^o^^^«^  ' 

^1.1.1.1.2. 1.2. 1.2. 3  •l.2.3T:2n"'^'^' 

die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  Ist 

•i^      w—  i0-9»8.7.6.5.5.4.3     5 . 7 . 5 . 5  _  875 
6.0.6.0.6.6.6.6.6.6"  33.63  ""öSSä: 


§.  15. 

Eine  weitere  Anwenduii«;  der  hier  gegebenen  Eptmcklungen 
lässt  sich  aui  das  Polynomium  machen. 

In  §.  ^.  haben  \\\r  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  deo 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  herrscht, 
nachgewieseu.  Mau  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  ableiten,  wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  elnfSbrt,  oder 
umgekehrt  ausstOsst  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  darsteUen: 

aj, . . .  ün}^  =  PIC  (fli,  Oa, . . .  an)i] . 


Durch  das  P  auf  der  rechten  Seite  vor  der  eckigen  Klammer 
soll  das  EÜnfOliren  der  Versetzungeo  In  die  Elemente -de*  ans 

'  C(ai,  Oa, ... ci»)?  und  C a-i, ... an)9 

hervorgebenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  W1ede|holungen)  aus 
einfiel  Elementenzahl  und  zu  derselben  Classe  herrscht^  erkennen. 
Sie  ist  folgende:  '  .  j 

3)  in  den  Gruppen  der  V  ersetzungen  ohneWieder- 
holungen  einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  es  gerade  60  viele  unter  sich  verschiedene  Grup- 
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en  als  Id  denen  4%t  Verblv^ingen  ohne  Wleilerlia« 
OD  gen  Bar  Dfimliehen  Clause' od  d  Elementen  sah  1 ; 

öder  die  Anzahl  det-  unter  aidi  verschiedenen  Gnippen  in 
P(a.,  a^,.  .an)9  ist  gerade  so  gross  als  in  Cia^y  %,...att)^  denn 
das  Mehr  der  Grnppen  in  P(o^,  fi^,  .On)' häns^t  von  Hrr  VersrtzTinof 
oder  verschiedeiieu  Stellnun  (\rT  nämlichen  Kleiiientc  i»  einer  und 
de^^elben  Gruppe,  nicht  aber  von  venschiedeneo  Elementen  ab. 

-i)  In  den  GruppeD  der  \' p  r  s  et  z  n  n  ?  r»  n  nn  t  Wieder- 
lj<»luiigeu  einer  hes  ti  ni  ni  t  e  n  Cl  ;i  s  s  e  u  n  d  einer  bestimni- 
teii  Llementenzabl  gibt  es  gerade  90  viele  unter  »ich 
rersebledene  Gruppen  als  In  denen  der  Verbisdnogen 
mit  Wiederholnogea  sur  ofimlichen  Classe  nndElemeo- 
tenaahl; 

oder  Jie  AmM  der  notei  «idi  venehiejienen  Grafpen 

vnM^iai,  0^*,aii)i  ist  gerade  so  gross  ab  10  0(dgt  o^' 
dem  oben  angeführten  Grunde. 

Hiemnch  Ist  die  Grappentfahl  (Ap)  der  unter  sieh 
denen  Grappeo  In  a^„.jai^ 

■  ■ 

ö)   i72t::^ — • 

■ad  die  ChoppensaU  idar  unter  sich  veisoUedenen  Grappen  In 

9)  ^-L»]«-  1.2.3...  V  * 

'  Ein  diese  SStze  erörterndes  nnd  bestätigendes  Beispiel  wnida 
schon  oben  §.  %  angeßfhrt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhang  zwischen 
den  Versetzungen  mit  Wiederboinngen  einer  bestimm- 
ten Classe  und  bestimmten  Elementenzahl  und  dem 

Polynomium,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  dos  Po ly no  m in  jns  und  der  Classenexiioncnt  mit  der 
Potenz  des  Polynomiuras  zusaminenf{illt.  Beines  sind  näm- 
lich verschiedene  Darstellungen  einer  uud  derselben  öache. 

So  ist  z.  B. 

(a -f  6-^«  4^  ^«=5=0^ + 4- 3o% -f  3<M -I- +6ff6c2 

Genna  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  In  f.  2.  erhalten,  filer- 
nach  hat;  nmn: 

(a  +  A  +  c+rf)»=P'(a,  6,  c,  cQ* 
und  In  Rticksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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Diese  Schlüsse  Iaamo  sich  leiciit  ins  Allgißmeiiie  übertragen, 
und  man  hat  6oiurt 

7)  (%+«t+<%  +  ...fl«)«=l*'(«i.  <%>..»OiO«=l^t^(iJ 

Stellt  man  uiui  dl*  son  Satz  in  der  gcwrihnlichen  Poiynomlalform 
dar»  so  ändert  das  in  iNichts  die  gemachte  Schlussreibe  und  man 
hat,  weoD  die  ordnende  Grüsc^e  x  eiogefuhrt  wird. 

Durch  die  Dar$tellans  8)  bat  flM  nar  dtoOrdn«»«,  ia  wel- 
cher die  entatehenden  Grappen  avaaiiniiengestellt  werdea,  atcirt 

•dhvr  die  Gruppen  oder  ihre  Anzahl  j^eändert.  Man  kann  da- 
her die  gewonnenen  Sätze  benutzen,  um  die  Glieder,  welche  bei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiunis  entstehen,  xuzlUlieo. 

Hiebei  unteracheiden  sich  folgeade  awei  Fragen: 

a)  wie  grosa  tat  die  Zahl  aller  iii5gliclieii  Glieder  elaM 
Polynomiumn? 

ö)       gross  ii«t  die  Zahl  alier  eoter  eieb  vereobledeaae 
Glieder  deaselben? 

Die  Zahl  aller  möglkheft Glieder,  welche  dercb  die  ent^rlekeKe 
DarateUoog  eines  Polynomiums  entstehen,  föllt  mit  der  AnzaU 

der  Gruppen  zusammen  ,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
aen  mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  EieniciUen  der 
Grundreihe  des  Polynomiums  zu  der  so  yielten  Classe  als  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.   Es  ist  sofort^ 

Die  Zahl  aller  unterzieh  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellung  eines  Polynomiums  lallt  mit  der  Zahl  der  Gni|h 
MD  suaanmen,  weno  die  Verbioduagfo  mit  Wiederbolunsea  aai 
aee  Elementen  der  Gruedreihe  aur  ae  vielten  Classe  gebildet  w«- 
den  als  die  Potenz  des  Polynominma  angibt.  £a  iat  aofort 

n(l»•fl)(n^-y>>♦>(n^^g~l) 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10  )  hat 
Brianchon  im  Journ.  d.  I'öcole  polyt.  T.  XV.  Cah.  XXV. 
Pk*  158.  (Memoire  sur  les  puisi»ances  des  Polyuümes) 
an  (eine  aelir  «reitl&nfige  "Werne  entwickelt«  ao  daaia  na»  aieh  Ii 
der  That'über  den  Aufwand  der  dort  gebranchten  Mittel  wondevt 
muss,  um  einen  so  einfaahan  fiats  zu  beweisen  und  'mm  Gegen- 
stand einer  hesondern,  umfangreichen  Abhandlung  SU  nUU»0D* 
Er  hat  den  ^tz  unter  folgender  i'orui  gegeben: 


4 


m 

,,v     .  •  .      w(w  f  l)...(w+7-l)  l'«f«->li 

_  (y-i-1)"-^l*_(g-ft)(y+2)...  (n-f  y^T)  r... 

'  Wendet  man  min  die  gefondenen  Sfttze  auf  den  vorfiegeodeit 
besondern  Fall  an,  sa  ist 

Aiß,  b,  c,  <!)•=/*' [a,  b,  e,  dff=:4*s=M, 


Wendet  man  nun  die  in  {.  6b  — 13*  g«bii(leri(3D  Sätz«  aaf  das 

Polynomium  an,  so  bietet  diess  reichlichen  Stoff  zur  Anwendung 
uncf  es  lässt  sich  m\n  eme  Reihe  von  Fragen  beantworten»  wovon 
die  von  Brianchon  gestellte  den  Anfang  bildet. 

I>as  PolyMinHmi 

+  %  + 

wird  entwiekelt. 

a)  Wie  gross  Ist  die  Zahl  alier  möglichen  Glieder,  worin  irgend 
ein  ^lied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  rten  Potenz  vor- 
kommt?  9)  §.  13.  ; 

6)  höchstens  in  der  (r—ljten  Potenz  vorkommt?  10)  §.  13.. 

c)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  verkommt? 
11)  §13.; 

d)  worin  irgend  ein  fili^Ml  u  (Miii>;stens  in  der  rten  und  hilfhotonn 
in  der  (r-|-*)ten  Potenz  vorkommt?  12)  §.  13.. 

e)  Wie  gross  ist  die  ZabI  aller  unter  sich  vprschiedenen  Glie- 
-  der,  worin  irsrend  ein  Glied  der  liruaUreihe  wenigstens  in 

der  rten  Pott  nz  erscheint?  6)  §.  12.; 

f)  höchstens  iti  der  rten  Potenz  erscheint?  9)  §.  12»; 

g)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Poteoa  eraeheint? 

10)  5.12.; 

k)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  hOchatens 
in  der  (r-|-«)ten  Potenx  oraebeint?  Ii)  Ist; 

u.  s.  w.  In  den  angefüilutten  Paragrapben  aind  all«  die  Fnagen 
allgemein  beantwortet 

Hieran  knGpft  aieb  eina  andere  Reibe  von  Fragen. 

Das  Polynomium 

(a|    -f  %     -f  %  ^")* 

wird  entwickelt 

a)  Wie  grosa  ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  entwickelten  Dar» 
Stellung,  worin  die  ordnende  Grüaae  s  gerade  in  der  «ten 
Potenz  erscheint? 


Digitized  by  Google 


i)  wMtgstraa  in  im  «(m  P«(mm  «ncMatf 

e)  htkhtitem  in  d^r  «ten  Poteox  ereeheint? 

d)  wenigstens  in  der  <teo  und  höchstens  in  der  (ß'i-r)tBa  Po- 
tenz erscheint? 

u.  s.  w.  Hierin  kann  das  Polynomium  nur  eine  oder  mehrere  be- 
liebig beschrankte  oder  unterbrochene  (irundreihen  hahen. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  hängt 
mit  Prohiemen  zusammen,  die  ich  in  eioer  besondern  Schrift 
„die  Versetsungen  mit  ^ederholungen  zu  bestimmten  Summen 
aas  einer  oder  mehreren  lieliebig  beaebrihilctea  EieaMBtsweibev 
nehst  ihrer  Anwendung  auf  Analyeie  und  Wahrscheiniichkeits- 
Recbnung**  aBtereaelU  habe  und  weeiregeD  ieh  derüiln  venvmw. 

WM  im  Poi^Mniiim  * 


worin  ein  dlicd  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz 


gebfitjpt,    5!o  ist  die  Zahl   dfr  iintnr  sich  verschiedenon  GHeder, 
worin  ein  (ilicd  der  Gm 
erscheint^  nach  6)  i'i. 

irrr^    ^  10  11       1-3        Q. 10. 11. 12  0.10 

^l"^'   ''»«J  -   1.2,3.4    +      1.2.3.4      '  TX 

s2200--4ft=2U6. 

Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder«  vorin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreilie  gerade  in  der  dritten  Potens  ersdieial^  iit 
naeil  10)  §.  12.  ' 

__10. 11 . 12 . 13  9 . 10 . 11 . 12  9J0 
^    0.3.14  i.2.o,4  "Irl 

to.n.12  <M(hii 

1.2.3  1^2.2 

=2200—090=1605.  •  ' 

D?e  SSalit'dler  möglichen  Glieder,  worin  efnCSlIed  derCkjod* 
reihe  irenigeteoe  \ß  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  vadi  9)  }*  18^ 

=  158500  -  m  =157600, 
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Die  Zaii4  aller  niöglichen  (ilieder,  worin  irgend  ein  Glied  der 
Cirundr^ihe  gerade  in  der  drlUeu  Puteuz  er&clieiot,  i«t  nacbll)  §.  13 


» 18860D    imO=r  144900. 

Die  ele'ichen  Resultate  erhält  maiit  wenn  man  diese *ProMeine 
nach  $.  #  und    Ii.  behandelt. 


geo  aoll  auf  das  Zahlensystem  gemacM 

Die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  bilden  bekanntlich  die 
Vereetsuugea  mit  Wiederhola ngen  aus  den  Elemeiiteii 


die  0  Bichl  die  epste  Stelle  einnehmen  kann,  •lu  den  Zahlen  eiBusr' 
iind  derselben  Classe  können  daher  die  eli&elnen  Ziffern  ein 
oder  tnehrere  mal  wiederholt  erscheinen.   Alle  Zahlen,  welche  eilt 

?^iffern  ?infl  niphr  haben,  niflssen  daher  irpeTn]  ei?i  Element  mehrere 
Wüi  wiederholt  in  sich  lühren.  Bei  Z  ihicii  aber,  welche  zehn 
Zfffern  und  weniger  haben,  müssen  nicht  nuthwendig  wiederholte 


Mau  kann  daher  bei  den  Zahlen  einer  bestiuiiulen  Classe 
fragen:  wieviele  Zahlen  ko ninien  darin  voi,  worin  irg«od 
e|»ef^|ffer 'grade  einmal»  ai^slmal,  dreimal  n.  s.ir.  wie« 
defbolt«  odec  In  beliebiger  Verhindnng  mit  einander 
wiederholt  erschaint  « 

Um  nmi  die  eben  angeregte  Frage  für  einen  bestimmten  Fall 

b^Mlfworten  zu  können,  rouss  eine  auf  die  Stctilung  der  0  sich 
beii^hende  Vorfrage  beantwortet  werden.  Sie  ergieht  sich  frus 
dein  7. Abschnitte  uiciiier  ConihiiiatiohsLelirc  ^.4l.Nro.  V22.  oder  r25. 
S.  9ö.  u.  f.  it'kv.lit  Es  handelt}  sich  nämlich  um  die  Zerstreunag 
der  Elemente  iu^Fücher,  oder  um  Einweisung  einzelner  Elem^s^ 

Sbier  eines  Elementes)  in  hestimfluts  Stell e«  bei  jlen  C^pp^n 
er  Versetzungen  «lit  Wiederjwldngen.  e 

Sollen  nämlich  r  Elemente  ans  »  Elenenten  ausffehoben  Und  * 
auf  t  Stellen  serstreyt  werden,  so*  wird  ^ie  entatehende  wuppeniibl  ^ 

Band  XV.  91 


i.  16. 
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80  vielmnt  genommen  weiden  li— en  als  eine  der  McMehevdtii 

Gl^icliiiiigea  AogUit :  ^ 

l)    Z     ;  <li,  09,       . . .  Ob]''—  (»)r.  («)r=- 

=«(K-i)..»(»-r+i). — räx::;^ 

Im  ersten  Falle  kommen  keine  Versetzun<ren  in  Frasje.  Im  xwei« 
ten  geschieht  diess.  Der  BuclistalM-  Z  bedeutet  Zerstieuungeo 
in  Fäclier  oder  Eirivveisunj;  der  Klemcnle  in  bestimmte  Stellen. 


Sind  die  zu  zerstrencrulen  Elemetite  gk?ieh  ,  so  ändert  dicss 
an  der  Schlussreihe  tik  hts.  Es  tritt  nur  die  Beschränkung  eioi 
da^  Elemeotenzahl  uud  Classenexponeiit  einander  gleich  werdet» 
Hiernach  Ut  ave  1) 


3) 


1||  dem  Zahieusystem  iäiit  nun  die  0  unter  da^i  Gebetz  3).  Sie 
kann  alle  Stellen  mit  Anenabme  der  ersten  durchlaufen,  endM** 
scheint  dann  entweder  einmal,  oddl^  zweimal  oder  dretnial 
wiederholt  u.  s.  w.   Ktimmt  sie  nun  bei  einer      |-l)stelJigeo  Zahl 

in  Fraire,  sn  fcnnn  sie  nur  die  (s)  letzten  Stellen  in  den  t^^cTuiTinten 
Dimensionen  durchlaufen.  Sie  erj&eugt  dann  im  betreffenden  Faüd 
folgende  Vervietfaclmngen:  * 

«         Z|s;  öüf  =  (*)3=  • 

II.  m,  w.;  • 

denn  eid  bringt  In  jeder  einzelnen  Gruppe»  womit«  sie  i%  Verlir. 
dung  tritt ,  die  gleichen  Erscheionngen,  alip  aeeh  die  gleiebu 
Vervielf^ungea  hervor. 

N^chr  diesen  Yorismerkongen  soUen  nnn  dil  Eligenadaf" 

*ieBi  aller ,  sechsstelligen  Zahlen  nntersnebt  werdaü 
^weldie  durch  wiederholtes  Vorkommen  der  sie  erzeujren- 
d^  Zifforn  bedingt  sind.  Die  seehsstellifen  Zahle«  strlalieii  ll^e^ 
^ßijjji  in  toigemie  Arteo:  f 

S^  sölclie,  worin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  0  7er  eine  Ziffer  er- 
scheint sechsmal  wittltrhoit.  »Diese  Eigienscbaft  wird  afl* 
«         gedeutet  durch  das  Symbol  (nach  $.-8.)« 
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•  • 

i6)  soldietU^oiüi^wei  ver«»chieilene  Ziilera Torkommeo;  oder 
eine  Ztfer  enebeiat  eiemal,  die  «weite  ffjLfaials  «Im 
üiffer  sweimal,  die  zweite  viermal;  eise  Ziffer  dreinal« 
eine  zweite        dfeioiaL   In  Zekiien 


^  e>  e»,  e»  «*,  e«i 


c)  solche,  worin  drei  verschiedene  Ziflfern  vorkommen.  Die 
^inzelim  fälle  laseeR  «ic^diird^  ^olgeii^e  Stjpnboie  erkennen  j 


solche,  worin  vier  verschledeoe  Ziffeiiii Terkommen»  nach 
f^lj^ndea 'S  ymbolen :  ^ 


c*; 


4  eel<^e ,  worin  fünf  venettediee  ZUet»  wkmmmk,  »aeli 
geilem  Symbole: 


«1  «1  6* 


■    ■      I « 


/)  tfolche ,  worin  s  e  ch  s  v  e  r 8  ch  le d  Q[,n  e*  ^iffcm  -  Torkoiemeiig 
.  naeh  folgendem  Symbole. 

gl  gl  ^1  gl  ^1  .  - 

\\lle  hier  aofgezlAilten '  Fälle  mfissen  nun  mit  Rücksicht  aof 
die  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleichung  7)  §.  7.  untersucht  wer- 
den.  Ueberau,  wo  die  Null  in  Frage  kommt»  soll  sie  durcb  d^s, 
Zeichen  Ogy  angedeutet  werden.  .    .  '  *  *  ' 

5)  Des  fi^ynbol.  e^  deutet  wti  folgende  Onippeniahh 

» 

« 

6^  Das  Symbol  deutet  auf  folgende  Fälle,  und  2war 

ohne  ö:         ■  ^  '  ^ 

.  «r       »       *     •    •      Vi,  6.5.4.3.2,1^^ 

Mit  der  0  ab"  ^fn&cliee:  '  ^ 

*  » 

Mit  dft  0  als  Fünffaches:  * 

_  _ .  _  •4.3.2.1 
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7)  Das  Symbol        erzeugt  £»lgeiide  GrnppensabU  und  zvw 

otiae  0:  '  '  ' 

•  ■ 

Mit  der  0  als  ZweifaxOi^s:  «  • 

4     4«"         «'  54 
IVlit  der  0       Vierfaches:  - 

Pill  «oi»=»-!rfo4=*^ 

•  •  • 

8)  Um  SynM  <*  •*  «iMgf  MfMwIe  GnippeDzahl,  «bne.  0: 

0 

Df'    '  6.S.4.3.2.I  9.8  .  ^ 

Mit  der  0  als  Dreifaches: 

P[al  4' . .  flj]^  ^[5 ;  ao>=9 .  J^«»  • 

9)  Dag  Symbol  0*  erzeugt  foJgeode  ür^pj^tealUeD, 
ohoe  0: 

«r     '  *  •  6.5.4.3.2.1.9.8.    ^l-^  . 

P[ai»  «^•«•fl»;  «1,  27i7X72TJ^4*  o*^'^'^* 

Mit  dar  0  als  EAn^hes: 

■ 

Mit  der  0  als  Vierfttcbes: 

10)  Das  Symbol  erzeegl  folgende  Grufpenzahleo» 
ebne  0*  .       ^ . 


« 

2     2  S      8      i       ^  S_ 
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Mit      0  als  Binfiuiiie«: 
0«lfZweiradiM: 
mt  <ter  Ndl  alaDraifiwhM:  '  ' 

m 

11)  Dm  Symbol  ^  ^  ^  erzeugt  folgende  Gruppeozahleo , 

«r'^    *        ^«     6.5.4.3.2.1  9.8,7  ' 

Mit  te  0  db  Zvr^hes:  « 


12)  Das  ^Symbol         €^      Mngt  folgetde  Grappeasalileii, 

nr  vi    »    .8        6.5.4.3.2.1  9.8.7^ 

P[ai,  «i,  fl!|,...g9j»»*=       ^  ^^^^^ .  j-^.dsseOiaO» 

Mit  der  0  ai«  Eiofaciie»: 

5.4.3,2.1  9.8  5 

ixro  172  •  ^  1 

Ifit  dar  0  ais  Dr^tedm:  - 

■ 

».     3.2.1  9.8.7  5  4  .3 

PK.     .  .  «.I'ZP;  ^0?= 0:1  •  rssTS  1.2.3=»«>-  .  . 

13)  Da»  i^fiBbDl  enmgt  feilende  Gnippeiiiabk« , 

ohne  0:  « 
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«    »      a,„.    6.5.4.3'.2.1  9.ft  7.6 

t 

um  der  0  als  £ififMl»t :  .  ^  • 


Mh  d«r  0  aU  ZwelfiuBliaB : 


• 


„Vi7r-    %    m.l  ,9.8  54 

14)  Das  Symbol  ef     e\€*  «^bedbgt  foffeiideChriipiiMiiä^ 

»    •  6. 5. 4.:?. 2.1  9.8.7.6  ^  ■ 

BTit  der  0  als  Einfiulies:  * 


V  •  =JW200. 

» 

Mit  der  0  als  Zweifacbea:  ^    r     «  « 

nr  lAo^r    '  4.3.2.1    9.8.7.6  5.4 

Pla^,  «2   .^öJ^^Kj  «or=l.l.l.l  1.2.3.4  O" 

15)  I>as  Symbal  bedingt  tolgeode  Gruppen- 

zahleDj  ohne  Ö : 

Mit  der  0  als  Elnfacfiea: 

96  7t6  5  & 

/^fli,  g»,»..ffft]^Z[5;/?o]^=5»4.3.2.1.|'^'^^^g..^^=: 73600.  . 


Digitized  by  Google 


311 

•  * 

Stellt  man  nun  nach  dieser  Anfzfihliins^  der  eiüzclricn  Fälle 
di|  gewonuenen  iiesultat^  zui^antiiuMi,  60  ie»t  uitter  den  sccliäsi!»!- 
Ggvii  Zahlen  die  Anzahl  derjenigen: 

0)  worin  nur*eme i^er  vorkommt  nach  5)   9 

6)^irorin  swoi  Forachieden«  ZSfforo  vorkommen*  6),  7),  8)  2511 

c)  worin  drei  verschiedene  Ziffern  vorkommen,  9),  JO),  11)  58320 

d)  worin  vier  verschiedene  Zitiern  vorkoiuuieu,  12),  13)  .  294840 
worin  fiUof  veraehiedene  Ziifem  vorkommen«  14)  .  .  408240 

/)  worin  a«^8  veracbiedene  Ziffern  vorkommen,  15)  .  .    136080  . 

Die  iSuuime  aller  dieser  Zahlen  beträgt  UÜUOOO 

wie  dieaa  aein  muaa»  denn  die  Zahl  aller  aechaatelligen  Zahlen  iat 

f^l^  «1,...«»]«— /^[«o»         .Ö9l*=10«-10*=y000ü0.  ' 

Die  hiernntersachfen'F&lle  beantworten  alle  auf  diesechsstellisen 
Zahkn  bezuglichen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl  deij^enigei  ZahfaOt 
«orin  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  vorkommen,  die  eine 
gerade  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
(Ireimai  wiederholt  nach  ^ro.  10)  (e^      e^)i  % 

30240  +  3600  +  2880  +  2160=38830. 

Am  grossten  tat  die  Zahl  derjenigen,  worin  ffinf  ver^^Iiidene 
Ziffern  vorkommen ,  nHmltch  vier  unter  sich  verschiedene  Zahlen 
je  einmal,  eine  lüolte  zweimal  nach  14)  ^e^  «*): 

226800+  151200  +  30240  =  408240. 

*  Anf  die*hler  gezeigte  Weise  sind  alle  das  Zahlenayateitf  betref- 
laiden  nnd  hier  eiuschlagendan  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller  zehnstelligan  Zahlen  bestimnft  werden, 
worin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 

ODd  den  vorlpren  verschiedene  Ziffern  je  7u  eimr\I  un<l  eihe  aethate 
dttimai  vi^derhoU  erscheint,  so  hat  man  das  iSymbol 

ei  e»  e«  " 

Dach  7)  §.  6.  und  ISro.  3)  dieaea  Paragraphen  ztf  behandeln.  £a 
^tebi  eo^oii  ohne  0: 

2      S       ^      3       »  9 

_I0.9.8>7.6. 5.4.3. 2.1  9.8.7  6.5 

*  •  .       -1.1.1.1:2.1.2.1.2.3  fxa  o** 

^62048000. 
Mit  der  NuU  aia Einlache«; 
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9.8.7. 6.5>4.3.3.1  ».8  7.6  ^  9 

=  1. 1. 1.^^.1. ä.i.i.f'Tr^o'^i 

»514382400. 

Mit  der  0  iiU  Zwetfscliea: 

8.7^6.5.4.3.2.1  9.#^     ^  9^8 
=^l,l.l.l.i.l.«.3  iTä-a  ^'•^•U 

Mit  der  ü  Ureifacbe«: 

7.6.5.4.3.2.1    9^8^7  6k6  W|;^7 
"-1.1.1.1.2.1.2'  1.2.3*1.2' l.U 

*  s=133358400»4  • 

Ulernwb  l«t  die  gesucIite^AiuMihl: 

il=762Ü48Ü00  4-&14%2400  -f  a048192U0HhI333ö8400 
i=^17J4fi08000. 


Das  allsjemeine  Geasetz,   worauf  die  iu  ditvsern  Farasira 

gegöbeneii  Entwicklungen  beruhen,  ist,  wie  man  i.iebt,  eine  Ver- 
induiig  deü  Sat/.es  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  Paragraphen.  Bezeich- 
net man  der  Kflne  wegen  die  sa  7)  $.  7.  gehörige  GruppeoflU 
dnreli  Ist  sofort  « 


« 

■ 

lind  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Gruppen  der  Vergetzung^ 
sollen  unter  den  zu  7)  §.7.  angej^ebcnen  Bedinuungen 
gebildet  werden,  und  in  jede  Grii])|)e  soll  ein  neues 
Element  (^o)  aU  ^ifaches  eintreten  und  bestimmte  JSte!* 
l«n  (beUebig  eu  Anfang;  in  der  Mitte»  am  Ende)  dnrcb- 
lanfen.  n 

Hier  gibt  die  eben  ^chon  angegebene  Bedingujjigsgleicbung 
die  Be^elnränliUQg  für  die  Vertbeiluogs^pouenteu  und 


Digitized  by  Google 


»13. 

die  ßefitimniung  för  die  Dimensionen  der  ßlemeiitey  die  in  jeder 
einzelnen  Gruppe  vorkomuieu  sollen. 


.   4  ». 

Schliesslidi  Ist  zu  bemerken,  dass  der  Oft,  wo  die  Jiier  hu 
$.6. —  §.16.  entwickelten  Sätze  in  der  ComlÜMtionslehre  ihreSteilfl 

finde«,  klar  vorliei?t.  Sie  gehören  zu  den  Conibinationen  (Ver- 
setzungen lind  Verliindiingen)  mit  und  ohne  Wiederholun'^en.  Die 
io$.  12.  und  §.  13.  uufgpfuhrten  Gebilde  lassen  sich  auch  nucii  einer 
andern  Ansicht  unterordnen  und  scbliessen  sieb  deswegen  aueli 
einer  mideni  ClaM«  i^on  Coinbiiiatidii«ii  aa,  die  idl  la  emer  Ab- 
handtung  ^»dia  Reihenfolge  der  Elemente  beiden  Vet« 
Setzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einer 
oder  mehreren  Elementenreihen  und  ihre  Anwendung 
aui'Wahrscheiniichkeitsrechnung"  behandelt  habe,  denn 
siejeeben  die  Zahl  der  Gruppen  an.  worin  die  erzeugenden  £le- 
neDiB  ein  oder  mehrereroaT  wiederaelt  oder  an  dnaDder  gereibt 
treclfeinen.  Von  dieser  Ansicht  ans  sind  sie  betrachtet  und  un- 
teffsucht.  Weiss  hat  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  (Nro. 
i."nnd  II.)  die  in  §.  9.  aufgeführten  Probleme  (wozu  auch  die  Ver- 
setzungen mit  lieschränkten  Wiederholungen  gehören)«  die  sich 
üacb  unserer  Bezeicbta^g  so  darstellen: 

und 

k     k         k  8  a 

untersucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vereleichung  der  hi^r  ai'if* 
^sl;ellten  .Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
wählten Beispielen  ergibt;  bat  aber  die  in  §.  8.  und  iL  av%eateU* 
teu  Probleme  nicht  berflcksichtigt»  die  ich  durch 

*      •  '  » 

2  » 

bcMlchnet  habe.  Beide  Arten  von  ftiblenien  gehleren,  wie  Ucr 

ge[K^igt  wurde  (6.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegen- 
seitig. Der  üeberj»ang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die 
anderen  ist  deswegen  nicht  s^wer,  wie  aus  den  hierhergehorigen 
Paragraphen  hervorgeht. 

Die  in  §.8.  —  6.11.  entwickelten  Gesetze  führen  auf  keine  ge- 
schlossenen Fom^io.  Diener  Vorztig  kommt  nur  den  in  %.  12.  und 
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§.  13.  entwickelten  Gleichungen su.  Weiss  hat  in  Nro.  j 

seiner  Abhandiune  noch  weitere  Probleme  ans  der  Coi 


iv.--yiii. 

lg  nocn  weitere  iTobienie  ans  aer  »  onibinations- 
Lehre  behandelt,  und  die  von  ihm  näher  untersuchten  Gebilde 
Permutationeo«  Combiuationen  und  Variatiooen  mit  be- 
schränkter Stellenbcsetsung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  lohnt  die  Wisseoscbaft  dankbar  mit 
reicher  Ausbeute,  wie  sich  dort  zeigt.  Der  von  ihm  dort  behaji- 
deltelilegefifetandordiiet'sich  nach  mmeinemlMBrfaalten  der  too  «ir 
Im  fiten  Abeehnitts  meiner  CorabinatiuDslehre  aafgeführten  Abthei- 
lang  unter,  worin  diejenigen  Combinationen  untersucht  sind,  welche 
durch  Verbindung  der  Gruppen  verschiedener  Elementen -Reihen 
erzeugt  werden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  des  Ge- 
sagten auf  die  33.,  34.,  35.,  36.^  und  37.  der.  Combinatiuu.slehre, 
TT»  die  Gnmdstffe  des  angeregten  i&egenstandM  nach  deiü  ZjHrerli 
dimr  Sehfift  «ich  entwielelt  finden.         '  •  / 

At^  hier  kehrt  der  Wunsch  wieder ,  sich  über^BenenouDe 
vnd  Bezeichnung  in  der  Combinationalehre  zu  yerat&ndffteo.  Wtä 
nun  aber  aus  irgend  welchen  Gründen  dennoch  von  dem  eioto 

oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Benennungs-  und 
Bezeichnungswei.se  gewählt,  so  liegt  es  in  ;illseitigem  Interesse, 
dass  der  Ort.  ^vo  der  behandelte  Gegenstand  im  System  sich  eio 
reiht,  ferner  Nomen  und  Bezeichnung,  unter  weichender  nämlicbe 
Gegenstand  iroo  äiiä^ttsä  'aiifoeflUk^  Wörde;  mit  angegeben  wefd«. 
Es  lassen  sich  gar  manche  Problöi^  nnter  verachiedeneh  Gesicltt^ 
punkten,  wie  aus  dem  hier  Geiiagten  hervorgeht  behandeln  und  bqr 
leuchten.  Jeden falLs  hätte  eine  solche  Zusammenstellung  deo 
Vortheil,  dass  sie  den  ÜeberbÜck  und  die  Zurechtfmdung  erleich- 
terte, und  so  Gelegenheit  böte,  den  Vorzug  der  einen  Bej^ennuog^ 
und  Bezeichnuugsweise  vor  der  anderu  icstzusteiien. 


«  » 
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Hethode^  die  ser adlinigen  JUy mptotei» 
iiner  Curve  an»  ibrer  PolarsleiehmiK 

zu  bestimmen« 

■ 

Herrn  H/A.  Neil, 

Baupraktikaoten  xu  Uains. 


-fr 


Setst  man  In  der  Gleichung 

r=f{<p) 

faf.  VIII.  Flg.  1.  tlen  Lcltstrabl  r=OD»  8o  wird  er  der  Asymptote 
wattel.  Wird  dafiir  ddr  Winkel  ^ssd,  so  ht^n  wir 

<t  d«iBii8  2er  Winkel  d  beitimint/ao  erhilt  nun  den  Abiitand 

U»3=9  der  Ajsymptute  vom  Polo  fcdgeftde  Art:  Fifr  l^^end 
«I«  äteUang  dea  LeitBtralib  ilC  ist        «   ,  «  ^ 

l>F=ail£=s/>C+  CF=r8in(d— 9))  -|< 

|nn  man  das  Stüek  CF  durch  u  bezeichnet.  Da  dieser  Aus- 
»ock  fiir  jeden  Werth  von  (p  gilt,  so  setzen  wir  jetzt  9=^ also 
«MrsQo  und  «sO« 


sie . 

Um  den  Werth  dicm  lubeifliiiatia  Alwliiidto«  m  tottnoM«, 
luübeA  wir  • 


Setzen  wir  uuu  (p=zif,  so  wird 


dr  «• 

Wir  erhalten  daher  die  Richtung  der  Asymptote,  wenn  wir 
den  Leitstrahl  unendlieh  gross  werden  ia^dfen  und  den  zugeSuri- 
gen  Winkel  sücben« 

Den  k(irB68ten  Abstand  der  Asymptote  vom  Pole 

erhalten  wir,  wenn  wir  das  Qua(!r;it  des  Leitstrahfs  durch  den 
erster)  Differentialcoeflirif'nten  dividireo,  und  darin  ^9=^  äetzeo. 
Trägt  man  diesen  Abstand  senkrecht  auf  die  zuerst  geftiadeae 
Richtung,  so  geht  diu  Asymptote  durch  dieseu  Puni^t. 


Diene  Rei^i  wdUen  wir  auf  melirere  lanien  anwenden. 
I.  Die  PolargleicliuDg  einer  Curre  iet 

'  Man  eoU  ihre  Asymptote  lieettinm^n. 

■ 

Tssoo.   g)=d,  ^  '  •  ' 

osin«a 

Da  der  Zähler  nicht  nneiidUcli  greee  werden  I^nn;  so  mew 
Nenner  gleich  Nnli  werden»  daher  Taf.  VIIL  Fig.  %s  ' 

'  dr  _^    2sio(j3cos^qp  -f  sin^y 

d(p    ^'        cos*y  .* 

•  

'  d=9(y>  giht 


by  Goflgl 
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Üei^  Abstand  u  muss  a^u  auf  der  AbscisseoUnie  ^i?  nehmen, 
weil  maeVt  num  BF  sei^eebt'  so  ABp  m  «rhilt  man 

üe  Asynptoto  BF.  * 

(Diope  Curve  ist  die  Cissoide.^ 

Anmerkuiis.  Die  Gle'uhuni^  cos<5  =  0  gibt  anssiT  d~i^  auch 
noch  0=270«,  welchem  Werthe  die  liichtung  AD'  ent- 
spricht  Für  5=270«  wird  ♦ 

t>ns  negative  Zeichen  sacrt,  flnss  man  a  von  A  nach  i5 
*  avii fragen  mO^se.  Denn  nach  faf.  VIII.  Fig.  1.  wird  die 
Grösse  //  immer  senkrecht  zu  AD  und  ^war  in  einer 
Richtung  auCgetrasen ,  welche  derjenigen  entgegengesetzt 
istyiimcli  der  am  der  TerSoderliche  Winkd  o  bewegt 
Der  zweite  Werth  von  S  zeigt  daher,  daas  ifj^  Aaym* 
ptote  für  den  unlferen  Theil  der  Cnrve  ist 

m 


I 


r  =  Qo,  9=5] 


Ta^.  VIII.  Fig.  3.  Die  Asymptote  ist  der  L^nie  xiB  parallel  Das 
-negative .  Zeichen  im  Ausdrucke  für  zeii't  an ,  dasa  man  die 
GkSa«B  a  «icht  von  A  nadi  F,  aondern  nadi  der  entgedeogesets- 
tea  Riclitang  AD  auftragen  miiaae  (varileiohe  Taf.  Vlll.  Fig.  1). 

*    ,  (Byperboii«che  Spirale.) 


C0S9' 


■ 
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♦  ftr  bfiintp    ^  •        ■   '  ,  ' 

(gcosy  -f  6)^ 
•         cosV         (6-f  a  cftsg))* 
^         6smg)  ,  ^Mücp     *  ^ 

Taf.  Vm:  Fig.  4.  Die  Asymptote  steht  s«rkracht«iifilB;iiir  Ab- 
stand vom  Pole  ist  =  6. 

«  '  (CoDclioide.) 

A 

00=  — .  — r-p  • 

TS     ;5ID0  ' 

Der  Nenner  wird  0,  wenn  dssO;  allein  dann  wild  aadl  der 
Zähler  s  0.  . 

Nimmt  man  dagegen'Vss^r«  so  idrd  der  Ausd^ck  od« 


2a   sincp  —  (pcosy  skiy—^cSJ  * 
«  *  sin^9 

♦  n 

»  *  *    ^  2a« 

Dad  =  9r,  so  läuft  dio  Asymptote  der  Linie  AD  paralieL  IJn 
ihren  Abstand  Taf.  VlU.  Fig.'5.  von^  m  erttaUen,  i^merkea  wir» 
dass  in  der  Cai^cbung 

2aK 

■m 

für  9=90^  r=o  wird;  daher  ist  JF=a,  Machen  wir  FE^=Mf 
mod  aslehen  JfiCr  parallel  ^^Z),  ^o  ist  EG  die  Asymptote. 
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Nrannt  man  4eii  Winkel     uegat^»  , 

80  folgt»  dass  die  Curve  in  Hezuj»  auf  ilie  Axe  ganz  symme- 

trisch Igt;  sie  h%t  daber  noch  eine  zweite  /ksymptot^  £^6\  wo 

^  (q^adratriz.) 

1 


5.  r  = 


1  +  1+^,C089* 
1 


ist 


^  .    '  1 


2V  ^  Vi  17 

Da  hier  cosd  jedenfalU  nesativ  ist,  so  liegt  9  im  zweiten  oder 
im  dritten  Quadranten;  wir  eraalten  also  zwm  Aejmptoten. 

Ist  woM^q  negativ.,  eo  wirft  sowolil     ab  auch  %osd  imaglDSr. 

Ist  7=0,  80  wird  Ä=180o,  <7=od.  ^ 

Nur  wenn  q  positiv  ist  uit^  einen  endlichen  Werth  besitzt» 
liat  die  Curve  Asymptoten. 

Nun  druckt  aber  oh'r^e  Polarsleichunc^  alle  Kegelscbnittslinien 
4is; --j»  und  ^  haben  dietselbe  ljt:3deutuiig,  wie  in  dw  Gleichung 
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Ist  ^  iMffttiT»  80  ist  dip  Lhie  ebM  KIRpM«» 
Ist  «^0  M  »>  M  PfTAbeL 
I«t  9  positiv    f,  n  HyperM. 

Alto  nur  die  letstsro  Linie  hat  Asymptote». 

Taf.  \ III.  Fig.  6.  5uia  a,  b  die  Ualbaxeu,  c  die  ExcentricUS^ 
so  ist  • 

4 

daher 

1  a  a 


1+ 


Mittelst  dieser  Wertlie  von  cood  ood  g  sisd  die  Asymptoten  leieht 
*  so  eonstrnireQ« 

Bei  der  Parab«!  fallen  die  Asymptoten  in's  .Unendliche;  (im 
ifcr  wird  sncli  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Sxfi  Immer  kM* 
ner,  je  weiter  sieb  dls  Quakte  Tom  Scheitel  entfernen. 

Anmerkung  Die  Methode  zeii^t  es  daher  au<ih«^eiitlick  aOf . 
'  wenn  die  Curve  keiue  Asymptoten  he^^t.  "  , 


I+eotjr-  tg| 
k 


0D=  J-»  t 

l-l-cot^.  tgj 
l  +  cotj  .tg^  =0, 


^  \  f  s 

 r  =  -tgi  =  tg(-2^. 

cot^ 


f 
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9 





(1  +  cotj  tj{|) 


f 


9 


^ = 2Ä  tg  I .  cos*  j  =  —  2  A  tg  j  dos*  j  I 


Taf.lX.  Fig.  7  Der  I>qI  der  Qmre  M  ^;  iter  ver&wieriicli« 
wiukel  9  tvird  von  .^1^  aus  geiftUt 


Ist  der  Wmkel  9  positiv,  so  fallt  er  auf  die  Seite  von  Aß 

narh  //.  Da  hier  Winkel  6  =  -~b  <iefnu(}en  wurzle,  so  mua^imAn 
Winkel  -ßJD=«  machen ,  um  liie  lliclitiing  der  Asymptote  zu 
erbakeo.  Das  Zeichen  —  im  Ausdrucke  von  g  zeij:^t,  dass  man 
dMrOsse  kslvB^AG  von  A  nach  G  tragen,  muss.  (^GJ//~yO 

UCb  Gle^uog  der  Cur?e 


r=- 


giht  fyr  jeden  ,Werth  von  ^  nur  einen  Werth'  r.  Den  Ast  EB 
erMIt  man.  wQpo  ;&ian  a>  zwischen  — «  und  0  'hiromr.     ,  -  *  « 


*  .     ;  ^CF,voq  jgp«=löOo  bis  9=360«-«. 
•     *  *       •*  • 

Den^  nehmen  wir  einen  M^inkel  BA^rsaf  grOsaer  als  180^  so 


A  -A 


1— cot^cat^      cot  j  cot  j  — 1 


Da  j^^t  r  negativ  ^geworden,  äo  mugä  der  Leitstrahl  nicht  nach 
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4m  Riebtang  JA*«  füitoo  BMb  der  eptgegepgutititw  UmMv« 
AB'  att%ctwgm  w«r4itk 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (Brennpunktslinie).  ^  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  KegelschoittsliDien,  welche 
eotsteben .  wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  .auf  der  ObeHUkfce 
cioe«  «enmobten  Kfeitkeeel«  alle  fl^tgliclieiiEbaiei^Iegt«  welche 
senkrecht  auf  der  durch  aeo  geiiMwteft  Paskt  und  die  Axe  das 
Ki^eb  gthmdm  Sbeae  steheo. 

Mit  dieser  Linie  beschäftigte  sich  zuerst  Dr.  E.  Kfilp»  Pro- 
fessor an  der,  höheren  Geweroschnle  za  Darmstftdt;  man  scIm: 
Prancoeiir's  AnalytiacheGeometrle  In  der  Ebene,  uber- 
setzt und  mit  Zuefttzen  Tereehen  von  Dr.  E. .  K0tp; 
Seite  22L  u.  f.  Bern,  CbQr  nod  Leipsig«  Verl#g  tob 
J,  F.  J.  Dalp.  ISdf^. 

Die  Feeaie  Üesl  elcb  eeiir  MbA  mi  fe^eede  Art  eoe- 
stniireii* 

.  Taf.IX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK,  welche  durch  die  Mitte  voo 
AB  geht  und  zur  Seite  des  Kegels  parallel  ist,  enthält  die  Mit- 
telpunkte aller  Kegelächniltsüuieo.  L^t  Juan  nun  durch  den  Pol 
A  irgend  eine  Gerade  AH,  fMm  äK  Im  Mi  iMt,  mi  ^ 
schreibt  aus  JP-  mit  dem  Halbmesser  ItC  dett  Hallilneli  MCff, 

an  flind^d  und  B*  Pnakta  dw  Gnm. 

•    •  • 

^'  "^^(ßMidim  -I-  (a-f  6)eowt8«» ' 

Damit  r=x  werde,  muss der  Neoner  =0  ir erden^. indem ^ 
Zahler  nicht  od  werden  kann.  •  ^  * 

•  >• 


d  * 

^         (c— 6)sina-|-(ü+6)cosatg^5=0, 

-        a  —  b 


^    ^(a-|-6)coscrtgdcesM— (a-f6)cq^asioM  ^      •  * 

^ "  (aH^)ceiMin^(c^  -f.  ain^ '    .        •  ' 

f 

2a6sin^cos^5 

Um  den  .Wjiukel^  ä  aus  «diesem  Aasdipck^  zir  aatfgnicitji^ 
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ßinö^  ---  -----  G08J= 


 STfiOCM»  ~  («-|-*)flOM(t41^' 

•  * 
2a6  (a  —  b)  sin«       ^  . 


Die  Asymptote  kuunen  wir  dqd  auch  coDgtruireti. 
1d  Taf.lXFig.  a  Ut  • 

daher  Jie  Richtoiig  Aer  Asymptote  an*  ^ 

Halbirt  man  lerner  die  l.inif  n  /IC,  /?C  durch  die  Sotii^rccti* 
ten  JK  und  LM,  welche  die  Linie  €JI  in  K  und  ilf  schneiden, 
uniLziebt  die; Geraden  AK,  liM ,  so  ist  der  Abstand  NO  des 
DvilhssIlgltflspigDhtip  Jf  voo  der  JM»  CH  gleidi  der  <Si0asf(  * 
Errichtet  man  daher  auf  CM  die  Senkrc(  liie  nd  maflht  sie 
gfflftei'AO»  so  gilit  die  4ByiiiptDte  durch  ^  • 

■ 

Beweis.  Das /le^ative  Zeichen  von  t^dzei^t,  dass  der  Winkel 
d  »an  CG  aus  itach  der  Seite  gegen  B  hin  aufzutragen  ist. 

Sehen  wir  nun  von  dtaseni  Zeichen  ab,  imd  iierücksicbtigeo 
nur  den  älisuiuteo  Werth     ^  a 
•  • 

♦  *    II— Ä 

iß  -f  i>jcaf  a  siad    jflr^)  mm  costf » 

toegstod  -f-  5cosas{iidss  eeis«eosd— M«r€Ssd^ 

«ria  («— d)=s6       -l-d) « 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Jid.  iA.  Fig.  8.  uod  denkt 
sich  die  Liiae  CH  so  gcsesgeD»  da«i 
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80  igt  *  • 

t 

daher  •  ,  ..  ' 

Dahei  «faid  die-  lichhrhikJigeu  .Dreiecke  BQH  APB  idev- 
«iMsb,  IblgUdi  «     '  i 

Der  Wiiikel  GCV  iet  daber  =sd,  wenn  Clf  dereb  die  WM  toi 
Ji?  gebt 

Es  ist  Dun^noch  nachzuweisen,  dass  NO— ff,  • 
Aue  den  äbnlicbeo  ilreiecke  APK»  NOK  iolgt: 

«  NOiAP-KO:KP^€O^CKiKP,  * 

■ 

Cranz  ebeoso  erhält  mao  aus  deu  ähnlichen  Dreiecken  BOM» 
MBQ^  I,  *  •»  ' 

Addirt  man  beide  Gleicbongea  und  berQckfiichtigt,  dass  BQssJP'' 
^  NO  •*> 

'  ^  •       •  •  •  < 

Nun  ist  *    •  V     *  • 

Jlf  Q  =B^?.tg(90O—2(«-.a))=^P.cot2(a-^ ; 

irfeXP.tg(90»— 2(«+d))s  APAs^uJk^i^^ 

*   ^^__CL__       e  ' 
^"ensBPM  -  2co»(«-d) ' 
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am 


% 


Ffilurt  naa  dicae  vier  W«ttiw^«lii,  so  wird  * 

NO 

  g        ft   ^  * 


.1»  »  , 

a  6 


 fc.^::  — '  -  '  • 


7VO==^   

eotil(«-H)+cot3(€f-H9) 


% 


sin  4  CK 


Um  aun.hi  afihler  die  Klammer  auf,  so  erhält 


mau 


(<lr-«6)co8a  cos5 — (a-f-6)  sin« sind 4=  • 
(3i^e  Seite  32a.  unteik) 


A  ö  —    "f*  ^)      WPfr    d)  sip  («4-  6)     .  . 
.     '   «Smr.äaiiuicosar  '  * 


Da  aber 


siii(a — d^s=  sinocosd— cososiod  35  ahuKcoad  ^1 —  • 

•  ,     ^    26sinacosd  • 

•  •  .  ,  .  ^  S«rin«cogd 
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(a  ^6jeüsa 

Diestr  ^ustdrtfck  stimmt,  allgMelieii  vom 
^ßm  tw«t  erhalteDen  V^ertbe  von  g  tlbertiin* 

Bei^dietera  lieidipieie  zeii^t  t»icb  de?  V<»rtlieU  unserer  Metliode 
sebr  auffieülend.  Hätte  mati  die  Asymptote  nach  einer  der  ait«i 
UfetbodeD  lieetfmiBteB  wdleo,  so  bfttlüdllMi  zuerst  die  Peleiglei* 
diupg  auf  reehtwinldiffe  Ooordioatai  tmoeformiren  mfisseD,  wh 
durch  man  eine  GleidiQQg  vpvi  Grade  erhalten  haben 

würde.  Deoa  seUt  man  '  . 

•  di£=;rco89»  so  ist  r=Sf  as^-^y^»  * 

4 

Diese  Werthe  lQ.  dieA:*olargietchiuig  eingeCührt  und  geordnet,  §U»t 
Diese  tteichng  ist  abw  eeht  woMumA  m  behandeiik 


*  Unsere  Metbode  bietet  noch  den  Vortbeil,  dass  man  uur  Am 
lieitstndil  o»  werden  »u  laeeen  braucht,  wdirend  man^bel  'dtr 
lifirBii  {Mvthii4^  beide  Co4»dtnaleii  naefa  einaadev  mm  eefcoi 
muAg  um  alle  garaden .  Asymptoten  an  erhalten. 

*  Auch  finden  wir  den  kürzesten  x^hstand  der  Asymptote  vooi 
Pol$,  welcher  daher  immer  einen  eudlicbea  Werth  hauen  uiusd. 


Ueberdiess  sind  die  Pebirgleichungen  der  meisten 

Linien  viel  oinfacher,  al-^  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezo- 
genen Gleichungea.  Ilei  den  sieben  Beispielen  kommt  der  Hadius* 
vector  Tuir  auf  der  ersten  Potenz  vor,  wahrend  die  andern  Glrf- 
chuugea  vumzHeiien,  dritieu  uud  «»elbät  vierten  Grade  (Coocboide) 
efaML 

•    •*  .  • 

*    DIp  in  dem  Vori<]^en  entwickelte  Methode  fand  ich,  .als  ich 

mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte*  den  Glanzpunkt  del  Ma* 
gel  zu  bestinunen. 

Diesa  Aufgabe  ISast  sich,  da  die  Reflexion  1o  der^bene  vor 
sich  geht,  die  doich  den  Mittelpunkt  C  der  Kugel»  ^nreb  dis 
Licht  B  und  das  Aage  A  geiegt  werd^i^  bann»  ^^ä|^«e 

drücken:  .  * 

£s  ist  (Täif.  IX.  Fig.  9.)  ein  Kreis  um'  C  und  ausserhalb  zwei 
Punkte  A  und  B  gegeben;  man  eoU  auf  d^pn  Umfiuige  ^ee  Kreises 


• 
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•d^nje^gen  Punkt  i>  finden,  so  dass  die  \Vmkel^i>£,  BDF, 
^^fidlcliew' 8ie%  von  \^  ^fid  Dgch  D  gezo^euen  Linien  jut  d«f 
'•Tangept^  £F 'bilden,  einander  gleich  sifid. 

M  •  .  •  ... 


I 


Cb«wo  findet« man  Im  iiCDB  .       ■  ^ 

» 


• 


Aus  dieser  Gleichung  ist  nan  def  VVifikel  cp  zu  bestimmeü.  Wir 
Lttsen  de^balil»  die  KJatümetn  auf*  und  findjen  naeb  €aner  kWbten 


R^daction: 


sing» — ^9? = («— 6J  tg«  • .  " 

Da  in  diesem  Ansdiucke  singp  und  tijg:  getrennt  vorkommen,  so 
lässt  sidi  der  VVtnkei  ^>  uiclit  difect  beieciuiüii;  dagegen  kommt 
die  Crftaw  r  nnr  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  man  daher*  * 
tUv  9  •bttaÜaimte  Wertbe  an»  so  iassen  sich  die  zugehörigen  * 
Warthe  von  r  leteM  berechnen.  Es  eleUt  daher  ehiger  Ausdruck 
die  Poktr^^letchung  einer^Cm«.  dar^  letfiir  p  de»  TwBndiylicIlo 
Winkei,  r  der  Leitetrabi 

*     •      •  ... 


Taf.  IX.  Flg.  8.  Der  Diirchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
vom  Raf^ins  r  gibt  den  gesuchten  Glanzpunkt.  Diese  Linip  ist 
also  der  ecometrische  Ort  der  dllaiizpuiikte  aller  aus  dejuseiban 
Punkte  C  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln.  • 

Wie  man  bemerkt,  schneidet  die  Tiinie  den  Kreis  in  vier 

fonkten  D,  Di,  0\  Df".  Der.  Punkt.  W  i^t  der  (^ianaboakt  üSr  ! 
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den  Hohlspiegel.  ly  imd  1^  bähen  aor-^ae  ^eometiisKh^  B^« 
deatuDg.       •        ^  • 

Ta£'lX.  FIff.  &  Die  Conre  llsst  s^b  leicht  auf  folgeQ^e  M 
conhiniinn.  In»  jnnriwlbe  9mm  ikreis  um  C  mit  den»  MA* 

MMer  CA  =  b,  ziehe  von  /I  aus  irgend  eine  Sehne  AEy  fiaTtslre 
sie  durch  die  Scnkrtichte  CF,  so  ist  der  Dnrchticbuitt  der 
Linie  BEI)  imi  Cl  ein  Panl(t  der  ('urve;  denn  es  ist  offenbar 
^CDA=~^CDE,  Besciireibt  man  über  aU  Durchmesser  eioeo 
Knie»  80  liegen  auf  ihm  die.  Mittelpunkte  etter  m  A  gea^geneD 
fl^eii;  maa  kane  aU  atee  dedoreli  dle^Miell  erfdehteni. 

lM an  kann  die  Curve  juk  }i  dadurch  construiren,  dass  man  um 
C  irgend  einen  Kreis  beschreibt»  von  den  beiden  Punkteo  A 
und  %  aus  Tangenten  ^n  den  Kreis  legt,  so  geben  die  viär 
DareheebnlttapnDkte  ^esefr  vier  Tangenten  aneb  vier  Ctkrrenpiniktei 

i 

Als  Ich  nun  flle  As^Tnptote  flreser  Unie  bestimmen  Ttollte, 
fiei  es  mir  auf,  dass  man  noch  ftegel  hatte  |  diefielbe  au 
der  Poiargleic^httDg  abzuieiteo.  •■'  " - 

Die  weitläufigen  Entirlekeliingen ,  welche  zar  Bestimroung 
der  Asypsptote  dieser  Curve  nach  den  frühejr  bekannten  Regeln 

erforderlicn  sind,  Veranlassten  mich,  darüber  nachzudenken,  ob 
es  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direct  aus  der  so  einfachen 
Poitirgleicbung  herzuleiten,  kam  ich  auf  die  oben  entwickelte 
Methode.  Im  riebent^  Beispiele  fihde^mao  sie  auf  die  Glaoi* 
curve  angewandt  #  .  . 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  et\ta8  aufmerksam  rrtjicbpfi 
Verofleichtman  nämlich  die  Figuren  Taf.  I X.  Fig.  7.  u.  8.  miteinander,60 
findet  man,  dass  sie  in  der  Gestalt  ztemiich  übereinstinimeni  oft' 
üentHch»  wenn  man  Taf.  IX.  Flg.  8.  herundrebt,  so  daaa  B  obei 
Jiin  kommt.  Beide  Lbaien  babeo  elDe,.Scbleifev-'  einen  Doppel- 
punkt, eine  AsyMptoter  Äffoer  eine^geriide  Ltoie« .  welche  aarcb 
den  Doppelj^udkt  geht  und  zur  Asym]>tofe  parallel  ist.  Alfes  dip'^s 
ffihrt  aut  den  Gedanken,  dass  beide  Ifioien  nahe  verwandt,  »  viel* 
Leicht  ganz  identisch  sind.  i- ,  ■ -  .m- 

•  ■        ,  •  •  ■*  ' 

*  Soll  da«  LetzHeNi  eiatt£ndea,  ne  rnttumn  ibf»  Gleicbungei^ 
auf  dasselbe  Coordinatens^stem  bezogen,  genau  mit  einander 
übereinstimmen.  Wir  wollen  diess  näher  untersuchen.  Ziierst  trans- 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi« 
dinaten  (Tat.  IX.  Fig.  10.),  nehmen  M  als  Anfangspunkt,  JUQ  als. 
Abscissenaxe,  MA  tX»  OrdInMnaxe;  bezeichnen  M^.  dnrcb  ^ 
MC  durch  m»  nnd  LÜ^LH^g,  so  hebest. trtr  zufolge  depCpe* 
straettott  dieeer  Lbie  (Siebe  S^ie  322.):       .  • 


..* 


m — i^t  c  sso; :  c-^a' 
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...»   

Wir  woTIcTi  nun  auch  die  (*leicbaDg  der  GlMiicimre  fllr  das 
MmUche  Coorditiatci^ayateai  «Dclieiili; 

;  JWfr'  Linie  Cff  in  Tai.  IX.  Fig.  8.  entspricht  offenhar  de^ 
Vm  CJ  m  Taf.  IX*  Fig.  7. ;  denn  beide  geben  ydnreh'  den.  Pqp* 

|wlpunkt  C  und  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  Cii  dient 
m  daher  als  AbeciiMltaM.   In  Taf^  IX^^  F^.  7.  haben  wir  AM 

Ordinatenaxe  angenommen;  wir  aber  in  Taf.  IX.  Fii?.  8.  dm 
«iera  Punkte  ^  in  Fig.  7.  PTifs[ir(  <  licudeT)  Pinikt  noch  nicht  ken- 
OW,  80  nehmen  ^ir  ihn  zuerst  \MllkiihrliLli  in  A'  an,  bezeichnen 
Abstand  CM'  von  der  Linie  A'M'  durch  /,  uud  hoU^o  die^ 
(CB  /  sobeatimmeD»  dass  beide  Gleichungen  inOglichet  nahe  fll|er- 
Ciiuithamen.  * 

Aus  Taf.  IX.  Flg.  11.  finden  wir  nun  leicht 

rcos(o-|-d)=/ — ' 

räin(97-i'^)=^* 

•  { 

Aqs  diesen  beiden  Gleichungen  sind  r  und  cp  zu  bestimmen 
^  in  die  Polargleichung  der  Glanzcurv^  ein^safänren.  Man  findet 


1^  •  *  I 


M 
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Setzt  tum  MB  Mint  dkem  Wcrthe  von  tg^  ugA  ia  die 
Cvieidiiii^  ^        ^  . 

  ;2fl6sipy  . 

(a— 6)sin«  +  (a+6)cosatg9  * 


 T  

'~  •  (.-»)A.+(.+»)co«.«Ejq^J 

8te5cos%--y--ar)tga)(/~ar-hytg^) 

(j*+(/-aa2)(((»--6)8ina(/-a;i^ytg5)+(a+6)cosf^(7/-(/^^ 

Betracbten  wir'  »MMt  dä  AMaämtk  ta  ider  gnNNMB  KlmiMr 
mid  bMMkm;  dask' 

so  hal^ea  wir  !  -  .         •  •  ' 

und  weil 

1 


C08d= 


M  ist 


l-|-tgV=:  


I 


r 


* 

Bmidum  wir.  dar  Mfine  balto  den  |gooflkianl|Ni 
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fhi  cb'     mT  ist 

VerjdeldMO  wir  nun  diese  Gleichung  Glied  %  Gii«d  mit  der 
Uleßlmi^  der  Fdode  (Seite  329.),  eo  findet  eicbr 


Ans 


liintfeti  Wertii  vaa  Z  in  die  folgeade  Gleicbimg  ge^et^,  gibt 


,  0-t?W_  (l-tg^(T)^ 


Setz(.i|ifiq  \%  ^  liK^ften  atzten  AnAdiP^ok^ 


m=;/inid 


.  .  i.. 


Da  aleelbtfid^  Glelcbitif^D  auf's  Genaueste  übereyieliiiniieii, 

'die  Food«  «d4  die  Qia«ram  eine 


^«a  geht  daraus  hervor,  (In 

ttDdPdte  näBküdie  JLdnIe  sie 


sind. 
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Es  ist  Dun 


also 


>  '  \  tg£  2abs\nÖ9o^H 


.    c6cosM(l— t£f*^) 
IflSSfÄ— 7 — r^r  • 


Aus  diesen  Wertben  yoD  c  und  kümen.  wk  auch  4eii:Wi«* 
kel  d  wegbriugen: 


* 

Vergleicht  man  den  Werth  von'e  mit  dem  früher  gefuDdeneo 
Wertbe  von  NO  in  Tal*.  IX.  F'is.  8.  (Siehe  Seite  326.), 
so  jiiidet  mnn  ,  dass  sie  einaDder  gleich  sind,  dass  also  der 
Puiikt  ist  ,  der  dem  Punkte  A  in  Taf.  IX.  Fig.  7*  entspricht  Auch 
folgt  DUO  CO=^m,  . 

Seite  322*  haben  wir  eine  Gonstniction  der  Focale  aoge- 
geben;  diese  können  wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcurve  anwen- 
den.  Zieht  man  nämlich  Tat.  IX.  Fig.  8.  durch  den  Pqokt  N  irgend 
eine  Gerade  BNB'»  weiche  die  Linie  CH  in  M  schneidet  um! 
macht  man      =  -  ' 


so  sind  ß  und  J5'  Curven pnnlcte.  Hieraus  lässt  sich  aber  leicht 
umgekehrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A  und  Ii  der 
Punkt  N  finden.  Denn  halbirt  man  die  Linien  AC,  BC  durch 
die  Senkrechten  JK,  f^M,  welche  CH  io  K.  und  M  scbneitleo, 
so  gibt  jetzt  def  1larcliri6lHilft  dfcir  Linien  AK  und  RM  den  ge- 
BnehteirPaiikt  JV,  weil  offenbar 

AK^KC       MB=^MC.       .    /  > 

Es  folgt  darauä  j\  0=^c^g  =  dem  Abötaad  der  Asymptote 
vom  Pole.  •      •     *     V*  *  • 

Dieser  Beweis  ist  viel  anschanttcher  aisider  ob«ii-  gs||e|si|^*  * 
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» 

fte  e  and  m  erljalt«!!.  wir  dl»  AosdrOcker 


wo 


Di»  Mi^n  Gtusscn  c  und  m  «hankMünD  die  Factfe  fioil* 
lig;  man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  GiOsseo  a,  b 

ütid  c  der  Glanzcurve  berechnen.  Wofite  mati  alyor  nmc^nkrhrt 
aus  den  gegebenen  Ctrössen  c,  in  der  Focale  die  entsprechenden 
a,  6  und  (K  der  Glanzcurve  berecbnen,  so  hat  man  dafür  nur  zwei 
GlelchungeD;  man  Icann  daher  eine  der  drei  GrGsseo  a  will- 

kfilulksh  aonehmen  und  dann  die  zwei  andern  beiecltneo. 

Dividireo  wir  den  Ausdruck  von  c  durch  den  von  m,  &o  wird 
TaCIX  Flg.  8,  , 


daiier 


Also  ist 


%  Ist  daher  e  und  m  gegeben»  «o  jgl  Winkel  d  nicht  mehr  will- 
käbriwh. 

.  Selsen  wir*  r^*»  ^kd 
II 

Nehmen  wir  fiir  ii  irgend  einen  Werth  an,  fc;o  iSsst  sich  Kinkel 
a  berechnen«  Man  hätte' ab^r  auch  Winkef  a  willkühriidtf  »anneh- 
men und  das  sfigekOrige  it  berechlfaeB  kDnnen :  *  *     »  ' 

-    '  tga~tg3''  sin(i^-~d)         .  : 

"^1*«  +  tgd  ^^-elnC^+d)' 

Hat  man  nun  n  und  jVinkei  m  bestimmt^  kann  man  j^tzt  a 
und  ^  berec^en:         *  •  *  • 
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VW 


6 


Wir  kSnneo  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  Consfmcfj^ 
erhalten.  Tragen  wir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8-  nur  den  willkiihrlich 
aagooottoene«  Wectb  tob  «  xa  hMw  3eiteB  der  Lime      j  alsa 


so  ist  CTi  das  neue  b  und  das  IMV«  4k  ftiiinil  wir  4^ 
Luiieo  %D  liod-        «o  Ist  luicb 

■ 

#  r 

Wir  könnten  daher  auch  in  ^  das  Licht  anbringeA^  Ho  Vk  wie» 
der  am  />  der  <>iaiuipiiukt  ffir  da«  in  21  befindliche  Aoge. 

Die  Glanzcurve  enthält  daher  iMcbt  aur  die  Glanzpunkte  f&r 
alle  eoncentriaehen  Kugeln,  aondem  sie  ertaubt  aaeh,  oms,  weos 
sie  iur  eine  bestimmte  Stellung  dea  Lichtes  und  Auges  gegen  dal 
Mittelpunkt  der  Kngel  con^truirt  ist,  einen  jener  Punkte  willkühr 
lieh  auf  ihr  anzunehmen;  dann  ist  aber  die  Lage  des  aadea  be* 
atimmt. 


»  j 


« ■ 


♦      .    ♦  •    •  •  •  • 


* 
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I^Qffen  am  der  HedhaBik* 

Man  4eni 

  4 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höheren  Börgerschole  zu  £Ueiiheiin. 


L  Ueber  die  Kurvet  die  ein  Hnnd  beeehrelbt»  der 

seinem  Herrn  folgt  ' 


E«  eel  der  Weg,  fitierbaapt  die  Bewegung  des  Herrn  vdllly 
bekannt;  zugleich  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  beide  Bewe- 
P^Qgen  in  aerselhen  Fl)ene  vor  sich  gehen.  Es  seien  am  Ende 
der  Zeit  t:x,  y  die  Kotirdinaten  des  Ortes  des  Herrn,  w,  v  des 
fluiides«  60  Ist  y  aU  Funküon  yow.x  bekannt^  wührend  beide 
bcl&QDle  FaaMioDeie  Vee  i  eled.  e  Jet  cSne  Fmilrtkui  von.u  und. 
wt  letitere  wiede»  veo      alee  auch  Ten  t  Sei  nnii 

,  (i) 

worin  q>{x)  liekannt  Ist  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  ^  des 
Herrn  in  jedem  Augenblicke  iit< mal  so  gross  als  die  Geschivindig- 
keit     4ee  Hondee»  f»  Ist. 

nwMw/el^-s 
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Hio  Geschwindigkeit  des  Huncles  am  Ende  der  Zeit  <  i«it  nach  der 
l^iuie  gerichtet,  «lie  von  nach  {u,v)  geht.  Dies»e  LiaionUM^t 

nül  der  Axe  der  x  eioeu  Wiokel,  desaeu  Co&uMi«  gleich 


dilitB  SliAui 


f^r  9(1    y — r  du  9tf   .r  —  n 

Uiwaus  Coigt; 


odar 


0»  y 


An«  dieser  Gielclmiie  ergiebt.elch^  diass  die  Linie  von  (Xyij)  ttA 
(im»)  Tangeate  let  im  ninkte  («^i»)  am  die  Emrwm  dep  flaMt. 

Man  zieht  aas  (4):     '  *  '     '       ;  *  * 

•  -  •  * 


■  I 

Durch  Verbindung  der  Gleichuogeo  (3)  und  (5^«erl^äit  mmi' 
od«  ■  V  :.  •* 
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Die  Glektoig  (4)  IM  ancb  . 

9(»)-»s=!(«— ii)!^.  (7) 

Man  eliininire  nun  zwischen  (6)  und  (7)  dieGrusse  x,  so  erhält 
man  eine  Diflferenzialgleichun^  in  v  und  ?<,  ans  der  die  eine  dieser 
Grossen  durch  die  andere  au.»^i?e(lrüclct  werden  kann.  Diese  (»lei- 
cbuni;  ist  die  Differeiuialgieic-hung  der  Kurve  des  Hundes.  \  er- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  u,  t?  als  Funktionen  Ton  /  bestiut- 
meo  imd  Timiltttlst  (7)  die  au  eiamider  gehörigen'  x  und  ii  er« 
kennes. 

Wir  welleil  den  besonderen  Fall  betrachten»  in  dem  der  Herr 

eine  gerade  Linie  schreibt  Nehmen  wir  sie  aU  Axe  der  «an» 
eo  let  in  (I)  9<jr)ss0»  alae  eiod  die  Gieiehnngen  (0)  nnd  (7)s  . 

HIenuie  folgte 

Um  (ö)  2u  integrirexi  setze  ich 


alao 


ao  bt  atua  (ÜQ; 


Warane 
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worin  C  eine  uillkührlicbe  Konstante.    Hieraus  ergiebt  sich 


p 


ferner 


p"V  "äöiSi-^^-äa-«)^"  2(111+1) + 

wo  O  eine  neue  wlUkfilirliehe  Konetante. 

Die  Gleichung  der  kurve  des  Hundes  bt  also 

vorausgesetzt^  dass  nicht  m=1.  In  diesem  letztem  Falle  läode 
man; 

«=t-^  +  f^-¥-  (10) 

In  diesem  letztem  Falle  würde  die  Kurve  des  Hundej«  der 
Aze  der  s  (oder  u)  sieb  oftbem,  obne  sie  za  etrelebeo.  Im  AU- 
gemeben  ist  abo  nothwendig  m  <  ]. 

Um  einen  besondere  I  all  festzustelleD,  woUen  wir  mok^ua^ 
dass  im  Anfauge  der  Zeit  t: 

sei,  so  folgt  aus  (70  im  Anlang  gj=0,  d.  b. 


0=1— C5^«««, 

mid  aus  (9): 

""-^+2ai-«i)"~2^Hn5- 


Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  foigl: 
nnd  ans  der  sweiten :  . 
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^- ^^W^)  ^2(1+«)--  ««-1 


DemuMSh  i«t  ih  dium  Falte  die  Gleichm^  der  Kutte  diMt  Hondetf  i 

Horifi  cbe  oberti  vimI  «iteni  Zeichen  nmmmeD  geh5M. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  nach  der  Uicbtung  der 
ititen  X  geechal         ~       "*  ~  '  ' 

len>  und  mtn  hat: 


Sosititen  x  geechalit  mo  nrilaaeii  dBe  «Dtoin  Zeichen  gew&hlt  wer- 
f 


Die  Zusammenkunft  geschieht  In  dem  Punlcte,  dessen  Ahscisse 
am 

13— ist,  auf  der  Aze  der  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
aei  gMehDlnnig  gewesen«  deasen  deadbwindSgfceit  £±a;  ao  ist 

IKe  Bewegung  dea  Hundea  ist  ebenfall»  gMchfoimig;  aeine  O«- 

schwindigiKeit  —  •    Um  t<«o  als  Funlttionen  von  t  zu  erhalteo,  bat 


abo  ana  (7"): 

"  ä«*©"»  l-^m»""  2a"»(iii  +  l)  ^  id-j»)^' 

woraus  v  als  Funktion  von  t  zu  bestimmen  bi  Ana  (9")  ergiebl 
Ä  aodänB  aneh  «  als  Fnnirtiofl  Ton  t 

F«r  4FÄ|:^=««la4  «=^(1^::^» 

■ 

e«*+»      ,  a<*e**"n 

"  2a»»©»'    ^Ll^^~*  1— w?**  2*"(m+l)     2(1  -m) J 
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woraus  rr=0,  «o  das«  also  wlrklkfa  dM  ZoMnmMltMlm  Mit 
hat  und  zwar  am  Ende  der  Zeit  "^f^^iffy  Weg  des  Hud- 

dee  iet 


26Xl-m)  ^  2(m+ 1)  ^  2(1— wi)  2(m+l)a 

mid  folgticfai  Ton  e=stf  bis  e=0: 


4t  0 


wie  natürlich,  da  seine  Geschwindigkeit  —     Uebrigens  ist  da« 

Letztere  ridrtigr  wsIcIms  auch  die  Art  der  Bevregel^  des  Hflrni 

gewesen. 

Da  im  Anfange  der  Bewegung  (die  GleieliaBg  i^)  venwaft* 

setzt)  g^  =  0*   so  ist  die  Axe  der  y  Tangeuto  der  Kurve,  im 

Punkte  ^'~~\~^       S^^'  ^^^^  Axe  der  Tangenlfl 

an  die  Kurve. 

Die  aUgemeiDe  Fem  der  Gleicbeeg  der  Kurve  ist  eigentlich 

•  ""V.r^  ^  2««'(m+l>~2(l— m)y  ' 
snd  es  slod  ale^  sirel  Zweige ,  die  beiderseitig  mit 

rtm        -  am 
nss-i— "3-  oder  — 


1— m*^  l—wi* 
enden.  Die  Kinrve  (9")  gehl  nur  Ten  esa,bb  r&=0.. 


II.    lieber  den  vor  tlieilhafte^ten  Ahlian?  eines  Kanals, 
an  d elften  Eude  das  Wasser  einen  industrieli  m 

beeetsendeii  Fall  bilden  eeli 

Wenn  Wasser  in  einem  oflFenen  Kannle  fliesst,  der  eioeo 
gleichförmigen  Fall  bat  und  dessen  Durcii^clioitt  überall  derselbe 
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i»t,^  80  findet  man  die  gieichfurniige  GoBcbwiadi^keU  0«  die  M 
anniiDuit.  darcfi  die  Gieicliuug: - 

worin  A  die  Fläche  des  Schnitts,  C  «ein  benetzter  Umfang ,  1  der 
Fall  auf  jeden  Meter,  a,ß  zwei  Koustanteu,  die  bestimmt  wur- 
den SD 

(Man  sehe:  INavier,  Uesuuie  des»  le^oiis  sur  iappiication 
de  la  Mtftaniqae.        Partie.  §  122.) 

Gesetzt  nun,  es  belinde  sich  iu  einem  Flusse  eine  Insel  und 
der  Fluss  habe  Walser  genüge  dass  man  die  Kraft  desselben 
induatriell  aowenden  kOnne.  Man  wolle  zu  diesepii  Ende  durch 
die  eanze  LSnge  der  Insel  einen  Kanal  srahen»  an  dessen  finde 

das  Wasser  einpn  kleinen  Fall  bilden  soll,   dessen  Kruft  ntin  an- 

fevvendet  werde.  Es  i^^t  mm  <^anz  klar,  dass  man  ilen  i»rössten 
all  erhalten  würde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben ^flies- 
sen.  Dagegen  wOrde  die  gritaste  Masse  Wassers  durch  densel- 
ben fliessen,  wenn  man  ihm  dieselbe  Nelgong  gäbe»  die  der  Fluss 
hat;  in  diesem  Falle  hatte  man  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aeussersten  nun  lie^t  der  Fall,  da  man  bei  grusst* 
möglichem  F^alie  die  grüsstmogbche  Masse  Wassers  erhält. 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  AB  =  CD  die  (horizontal  gemessene) 
LSnge  L  der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar;  sei  i  dessen  Fall  auf 
den  meter,  so  ist  DE=Li;  endlich  sei  AC—H  der  Unterschied 
der  Niveaus  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
z=H—Li.  Bedeuten  A  und  C  was  oben,  so  ist  die Geschwiodig- 
keit  des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 

Die  Menge  Wassers,  die  in  einer  Mekufide  durcii  den  Schnitt  des 
Kanals  fliesst,  ist  Av;  also,  wenn  q  das  Gewicht  der  Knbikehilieil 
dM  Wnssers  Ist.  deren  Gewicht  Diese  Masse  fällt  dmcb 
die  Solle  jff^Xdw  bm«  «iso»  nntea  m^koauneo»  die  Arbeit 

wnchlen,  wenn  man  daranf  nicht  achtet«  4iass  sie  sphon  eine 
eolSoglfebe  Geschwindigkeit  besitxt  Achtet  man  darauf«  so  mu» 
m$m  dUfger  Grösse  noca 

ziifäi^en.  Alsdann  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Sekunde  durch  das 
iaUsude  Nasser  Terrlchtet  werden  kann: 
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w4ch#  GrOMt  niio  du  Maifmia  Min  soll*  M»n  fiodat: 

U^tte  man         vemacbläösigt,  so  hätte  sich  ergeben; 

•  3^  +  W  9/3»+5np' 

Keimt  mßn     «q  findet  siehe 

woduidi  oott  der  verteilbmeste  Abfall  gefiioden  let» 


HL  Uelier  das  Prineip  des  TeltnriiiiB«. 


Eine  Knjrr'!  drehe  sich  mit  der  ^Vinl^oI^res^h^Titld^^rl^'eit  w  um 
eine,  ausser  ihr  lioirende  Axe  Aß  (Taf.  X.  hvj;.  4.),  und  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  e  zugleich  um  eine  durch  ihren  Mittetpuekt 
gehende,  mit parallele  Axe  CD,  und  es  sei  die  Richtung  foa 
8  der  von  m  sntgegengesetzt;  man  Tsrlangt  die  Läse  einer  Delle» 
bigen  (festen)  durch  den  MHtelpvnkt  f^enden  litnie  EF  m 
£nde  der  Zeit  t 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  z  an  und  lege  durch  A 
Kirel  Axen  der  x  und  tf,  die  anftngliehe  Rfchfnnff  Ten  AiC  f^ehe 

die  Üehtung  der  positiven  Axe  der  x  an^  und  die  positive  AxS 
der  y  sei  so  gewählt,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  o 

von  der  positivrn  Axe  der  r  wriniittrlbar  zur  positiven  Axe  der 
t/  gehe.    i>iM(  Ii  (It  n  ]\1itfp!|iunlvt  der  Kindel  Ic^e  man  eben  so  ein 
in  ihr  feste*»  i^.ü()rdinateii.-.\stera ,   von  dem  OD  die  positive  Axe 
der  Zi  und,  in  der  anfändichen  Lage,  die  Axen  der  uod 
ien  vorigen  (der  s  und  |f}  parallel  seien.   EF  sei  so»  dass  sit 
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Im  Anfange  mit  den  festen  Axen  in  A  die  Winkel  a,  ß,  mache, 
welche  \Vinkel  sie  also  in  diesem  Aagenblick  aucli  mit  deodiirdi 
O  geiieodeD  Azen  macht  , 

Offmbar  mrdeu  wir  uqsere  Aufgabe  auch  dadurch  lösen  kön- 
nw,  dM  wir  zoei«t,  wSbreod  einer  Zeit  der  Kugel  bloss  die 
Beilegung  im.  AB,  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ortlieüen.  Lassen  wir  al^o  zuerst  die  Kugel 
«loh  bloss  um  AB  drehen  und  suchen  wir  am  Ende  der  Zeit  t 
«iie  Lage  der  Axen  in  O  in  Bezug  auf  die  in  A.  Die  beiden  Axen 
d^r  smd  noch  immer  parallel  Die  Axe  der  .r^  (durch  O)  macht  mit 
der  Axe  der  x  (darch  A)  den  Winkel  ol,  mit  der  der  y  den  Win- 

l^ei  ^~(ot,  mit  der  der  z  den  W  inkel  ^  ;  die  Axe  der  macht 
mit  der  der  x  den  Winkel  ^+fi)^,  mit  der  der  y  den  Winkel  <»< 

«nd  mit  der  der  t  den  Winkel  t^.    Bei  dieser  Drehung  sind  also 

die  durch  O  gehenden  Axen  beweglich  gewesen»  als  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  non  die  Kngel  sich  um  CD  wfihrend  einer  Zelt  t 

drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  dc^,  y^,  ff'st  (:ds 
feste  Linien  im  Räume,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
so  wollen  wir  die  Lage  von  EF  in  Ijo/.ug  auf  die  durch  O  ge- 
henden Axen  am  Ende  der  neuen  Zeit  L  i»uchen,  au  deren  Anfang 
natOrUch  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  u,  ß^y  machte.  EF 
maebt  mit  CD  ständig  den  Winkel  y\  legt  man  also  durch  EF 
und  CD  (die  Axe  der  i,)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Diirch- 
schnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  r^yi,  so  macht 
diese  Durchschnittsiinie  am  Ende  der  Zeit  /  mit  der  Axe  der  ^r^ 

TP 

den  Winkel  o^^ft,  mit  der  Axe  der  fi  den  Winkel  *f  ^ 

mlt^der  der  %  den  Winkel      wenn      der  anfilngliclie  Winkel 

mit  der  Axe  der  :r|  ist  4^  Ist  au  bestimmen  ans  den  Gld- 
ebiin|(ett: 

coBa=cosa|Sin]r,  cosjSsstna^sioy; 

4  b. 

Ffir  nmiem  2weck  wäre  es  vollkommen  genug,  a|=.0  zu  setzet^ 
bl  welchem  Falle  /3bs^»  «ss^— y  wllre.  Doch  wellen  wfar  die 

Allgemeinheit  beibehalten. 

'  Sind  nun  e'j  ff 9  /  die  Winkel,  welche  die  J5F  mit  den  dttreb 
O  gellenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  t  macht,  so  bat  man 
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Man  wird  nun ,  wenn  man  beide  erbalteoeo  Resultate  zusAmmeii 
nimmt,  leicht  einsehen,  dann  die  mehr  genannte  DurchscboittS' 
lioie  mit  den  Axen  der  v,  %  falttDde  Winkel  aMdift  am  Ende 
der  Zeit  t  (w&brend  weiener  hme  Bewegungen  angleich  g»- 
echaben) ; 

mit  der  Aze  der  »  den  Winkel:  C9<-Kai  —f<=ai  -f  (co— f)^ 

mit  der  Ax»  dar  y  den  Winkel:  2*-«<il-'(ak--ff9s={^-^'<-(ci— <)i, 

uXi  der  Axn  der  %  den  Wlpff  e|  *  ^  ' 

Sied  also  jetzt  ^\  ß",  f  die  Winkel  der  Unle  £F  mit  den 
drei  Axen  durch  A,  so  iat: 

Für  den  besondern  Fall»  daae  «ssc»  wie  dieas  beim  teUnfinm 
der  FaM  iat,  folgt  aus  (3):  t 

cosa''=cosa^fciin}',  co$^"=slna|,8iii)'«  y'  ^^y»  W 

d.  h»  wenn  man  (4)  mit  (1)  Tergleicht: 

eder  die  Linie  bleibt  bentfindfg  mit  sich  ee1%at|»a* 
fallet 

VM^  alae  eine  Engel  sich  um  die  Axe  AB  und  eagleich  mp 
die  mit  ihr  parallele  C/)»  sind  die  beiderseitigen  Winkel- 
i»^e.schwindi«i;kellen  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet,  so  bleibt 
jeder  durch  O  gehende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mit  sich 
parallel.  Diess  ist  nun  das  Princip  des  Teiluciums^.  Viß  |^4|m'ich' 
tuijg  <lesselben  ist  iiitersichtiicb  folgende: 

Eine  Stan-e  Ali  (Taf.  X.  Fic.  5.)  ist  um  drehbar.  An 
AfiV^  ist  ein  hurizoutales,  nach  unten  gezähntes  liädchen  G  fest 
in  dieses  ?relfl  ein  TeKtikates  RSddien  C  ein,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letstere  in  £  und  Faii  AB  befestigt,  sonst  aber 
gans  frei  ist.  In  D  ist  ein  vertikales  HUdchen,  ebenfalls  fest  an 

und  ganz  gleich  dem  in  C  wpIpI  es  dann  in  das  horizontale 
//  eingreift«  das  gleich  6r,  aber  innerhalb  der  Kädchen  C  und 
D  ist.  •  • 

Die  Axe  diese«!  Rh'(1(  lion<;,  die  an  demselben  fest  ist,  trägt 
den  (Halb-)  Ring  KLy  an  deiu^  an  der  (schiefen)  Axe  KJj.  ein^ 
Kugel  ist  Man  siebt  leicht  ein,  dass  diese  Vorrichtung  die  obi* 
g«n  Vnrauseetianeett  verwirklicht,  so  dass  Kh  bei  der  Beweeuog 
von  AB  um  M'S ^  wobei  also  die  Kugel  sich  um  üfiV  und  ff J 
drebt,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erde 
in  ihrer  Be\vep;ung  um  die  iSonne  vorstellt  und  KL  um  23 
gegen  MN  geneigt  ist)  immer  mit  sich  parallel  bleibt,  was  b«* 
KanntUch  mit  der  Firdaze  der  Falle  ist. 
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Heber  Corren  zweiter  una  dritter 

Ordniuiff. 

Von  iem 

Herrn  Doctor  ClauseUi 

ObMrniiiMr  «■  der  Sterawarte  su  Dorpat« 


Der  elegante  PascaTsche  Satz  in  Beziebaog  auf  Curven 
Streiter  Ordnung  veranlasste  mich  einen  ähnlichen  In  Besiehung 
auf  Curven  dritter  Ordnung  aoCstSVcbeii.  '  Bei  dieeeii  letatem  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleictiungen  viel  verwickelter;  so  dass  ver- 
nulhlich  mehrere  solche  Sätze  exi^tiren,  die  man  erlangt,  wenn 
man  die  Gleichunsf  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behaniiclr ; 
wobei  man  bei  Curven  zweiter  Ordnung  auf  einerlei  Resultat 
kOniint«  bei  denen  dritter  Ordnung  alMr  Teracbiedene  Remltate 
findet  leb  gelangte  durch  eine  vuUig  gleiche  ßehandlungsweiee 
zu  dem  Pascal'scnen  Satze  und  zu  einem  ^  wie  ich  qiaube»'Miiefi 
einfachen  Satze  in  Beziehunj^  auf  Curven  dritter  Ordnnna;,  der 
mir  der  VeröffeutUcbui^g  .Wcht  ^iiv^ertb  schien >  fyeäl^alb  ich  ihn 
mittheile.  ♦     .   •  -i  • 

1.  Zuerst  suche  ich  die  allfreraeine  Gleichunsr  einer  Curre,  die 
durch  vier  gegebene  Ptinkte  P^,  Pi,  P3 ,  P4  geht  Zieht  man 
durch  zwei  dieser  l*ii!ikto  und  P^j,  eine  Gerade  und  betrachtet 
diese  als  Axe  der  a:;  und  seLzt  man  den  Anlangspunkt  der  Coor- 
dinaten  im  Punkte  A  i  so  hat  naa'för  die  beidetf  Punkte 

ond 

Ea  sei  A'rrrO  die  Gleichun??  für  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
K,  um  den  beiden  Wertben  zu  genügen«  von  der  Form  sein  müsse: 
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io  welcher  Formel  Ki  uod     amim  Polynome  von  x  uod  ff  odtr 

ronstanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  ferner  die  GleichuBgen  flbr 
eile  (veradeo«  die  durch  /\  uod  P^,      und  P^  geben: 

oel  foreer  /ssjf»  oo  hat  man: 

(l  und  l*  bodonten  Cosotanton)  also: 

JTs^.J^.iTi (1) 

worin  A3  efai  ftlnlidiM  Mynom  als  bezeichnet  Auf  ganz  iho- 
liehe  Weise  findet  man,  wenn  man  die  Gleichung  itir  dieCieia^ic^ 
die  durch  P^  und  P^  gesogen  ist«  ^=0  setat: 

K  — 1\      •  A4  "I"     .  A5  •  (2) 

Subtrahirt  man  nun  die  Oieiehnngen  (1)  und  (9)  tob  emander,  m 
findet  aich: 

l\  •     •  (  Aj--~ A]|)  —  /j  .  A5  —  / .  A3  . 

l>a  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  /  und  weder  /,  nocii  /} 
verschwinden,  so  muaa  — in  dieaem  Punkte  =0  sein.  £i 
musa  daher 

sein ,  wo  wiedoram      uodA^  Polynome  von  x  und  y  heaeiohaea 

Demnach  ist;, 

wodurch  die  Gieicfanngen  (1)  und      aich  verwandefai  ins 

Demnach  ist: 

En  muas  also  sein: 


*)  Kürze  halber  werde  ich  im  Folgeyaden,  wenn  kein  Mlssterstind- 
nis8  zu  befürchten  ist,  statt:  dia  Garad«  deMaCIlMcAoag  ^=0»  «cbkclU* 
weg  die  Gerade  L  ■chieihen. 
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K%  "f*  ^  •  /  »Kt^^^i^ 

Ir^  »  l^.  K.^        /•  1%  •  •••«•  (3^ 


2.   Bei  Cunreo  zirdter  Ordnneg  werden  die  Grössen  A.  und 

Constanten.  Nimmt  raan  nun  zwei  andere  Punkte  P^,  auf 
<ler  Curve  an,   und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,   die  durch 

und  geht:  4=^^'  Geraden,  die  durch  und  P^  geht: 
4=0;  und  der  Geraden,  die  durch  jP«  und  P^  geht:  4=0;  so 
hat  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  auf  die  Pnokte  JP^» 
^e*  ^4  felgende  Glelohang  fik  die  Ciirve: 

A^ifcj[4.4-f  Jfc'^./»      (4)  ^ 

wo  i&  and  kf  Constanten  bezeichnen«  Eliminirt  man  nun  aus  den 
GteiehoBgen  (3)  und  (4)  1,,  zo  «tliSit  nun: 

Da  ^,  A;',  Agj  A9  Constanten  sind,  so  wird 

die  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  neun  Durchschnitte  der 
drei  Geraden  4*  4  und  4  ^^^^  ^^^^  anderen  Geraden  /,  4 
mid  L  liegen  also,  da  In  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
▼eraenwinden»  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  Ij, 

Nun  aber  schneidet  die  Grradn  !^  die  Geraden  l  und  1^  auf  der 
Cnrve.  Sie  kann  die  Ctir\  o  nur  in  zweien  Punkten  schneiden, 
afso  mus8  der  Dun  h;<ichiiitt  mit  1^,  da  er  von  den  beiden  andern 


im  Allgemeinen  veräcbiedea  ist,  aul  der  Geraden  L  liegen.  Eben 
le  mtlseeo  die  Darehecbnftte  4  nnd  4*  4  •  ^  deiaelben 
Geraden  liegen.  Dieses  Ist  der  PaseaPeche  Satz. 

3.   Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grossen  Kg.  Kg 
in  der  Formel  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel- 
ben .muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein ,  da  sonst  die  Cnrve 
I  Qor  von  zweiter  Ordnung  wäre«  In  dem  Folgenden  wird  ange- 
I   Bommen^  dass  beide  die  Gleichnngen  von  Geraden  darstellen,  dass 
I  also  die  Glelchnng  fi^r  die  Cnnre  von  folgender  Form  sein  wird : 

Cssl.4.4+4,4.4  (6) 

Die  Gerade  l  gehe  durch  die  Punkte  P,,  P4,  Pr  (Taf.  VIL 

Flg.  5.);  4  Punkte  P,,  P^,  P«;  I3  durch  P, ,  Pj,  P,; 

4  durch  P4,  P5,  P«;  so  sieht  man  leicht,  dass  4  durch  die 
I  Penkte  P3,  Pß,  P9  ;  und  dass  4  durch  Py,  P«,  P9  geht  Weim 

man  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pi ,  P», 
!    Pi,  P^  die  vier  Geraden  zieht:  1)  P1P2,  die  die  Curve  überdies 

in  P>  aefaneldet;   2)  P4P«»  die  die  Cnrre  In  P«  «ckneidet; 
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3)  Pi  P«,  die  dia  Cmw  Mck  in  #V  ackpeldet;  4)  P^P^,  die  di« 
Curve  noch  in  P.  scboeidet!  so  schneideD  die  CmdeoPsA  eii 
PrP^  die  Curre  In  dmniflbea  Pnekte  P«. 

Es  werden  die  Geraden  /  und  beibehalten,  oder  die  Punkte 
Pj,  P«,  P,,  P4,  Pf,  und  vier  andere  Gerade  gezogen:  durch 
die  Ptonkte  P„  P»*,  P,;  dnreh  P,,  P«,  P«;  /'4  dntdi  /»^ 
P»,  P'«;  l'ö  durch  P7,  Pg',  Py.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf 
der  Currx;.  Statt  des  Viereck«  P^,  P<,,  P,,  P^  entsteht  also  ein 
neues  Pö,  P«,  Pq,  P9,  dessen  verlängerte  Seiten  die  Curve  in 
denselben  Punkten,  wie  die  verlänsrerten Seiten  des  erstem  schnei 
den.  Da  beide  in  der  Curve  eingeschrieben  sind,  so  hat  mao 
dbeefidis  fOx  das  letirtere; 

Eliminirt  BUn  ans  den  Gleiokuagw  (Q  .and  0)  U»  eigieM 

sich: 

K  oder  die  <^leichuog  ftr  die  Gurte  kum  eieiit  dwck  i  tkeilte 

sein,  folglich  muss 

sein,  wo  Ii^O  die  Gleiekuag  einer  neaeii  Gendeii  iet  tkmr 
nach  ist: 

Die  Oemde  /|  kmui  die  Gurre  nur  in  dreien  ▼erschiedeoen  Pol* 

ten  schneiden,  nemlich  in  ihren  Durchschnitten   mit      ,  /i, /»; 
der  Durchschnitt  5  (Tat*.  VII.  Fig.  5.)  mit  l'.^  liegt  daher  auf  der 
Geraden        eben  t^o  liesjen:  a  der  Diirchscfmitt  von      mit  Tj;^ 
.der  Durchschnitt  von  lU  mit  1^,'^   y  der  Durchschnitt  von  1^  mit 
auf  derselben  Geraden.    Wir  haben  also  den  6at2: 

„Beschreibt  man  in  einer  Curve  dritter  OrdeVBg 
zwei  Vierecke,  deren  verlängerte  Seiten  die  Curve  in 
denselben  vier  Punkten  schneiden;  so  liegen  die  vier 
Durchschnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit 
den  den  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechende! 
Id  dem  andern  Tiereeire»  anf  einet  Geraden.*' 

Durch  Flnlfe  dieses  Satzes  lassen  sich,  wenn  die  acht  Durch- 
schnitte der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  einsreschriebenen  Vier- 
eclüs  imi  der  Curve  bekannt  sind,  mittelst  eines  neunten  Punkt«! 
wenn  dieser  nicht  der^obeierwiknte  neunte  Punkt P^  ist,  eine  ob* 
etfilidie  Anzahl  Punkte  der  Curve  durch  die  leichteste  Constru- 
ction  finden.  Es  sei  nemlich  (Taf.  VIL  Fig.  5.)  P^  dieser  Punkt 
Man  ziehe  P^  oder  l\,  die  die  Gerade  1%  in  dem  Punkte  a 
schneidet;  P^I^'ö  oder  die  Gerade  die  /■>  in  dem  Punkte/? 
schneidet  l^urcb  a  und  ß  4Hehe  man  nun  die  Gerade  Li,  die  /| 
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Im  PimLte  y,  Ii  aber  iiu  Pankte  6  p<*bnei(let,  so  sohen  die  Gera- 
den i\  durch  Pi  und  6,  /V  aber  dmch  Pj  uod  y,  wodurch  dun 
^vmmm  Viereck  TSlKf  hcittiiifct  i«t#  Ha»  iadkit  dbo  aaf  dieM 

Weise  drei  neue  Punkte  durch  Uulfe  des  einzigen  P'^  Durch 
Vcrwecbselaog  der  Geraden  i,  ^  und  unter  einander  und  /s, 
^4,  lassen  sich  mehrere  neue  Punkte  Mo»;  durch  P^  ünden; 
wenn  man  aber  «lie  ueu  geturulenen  aul  diot  ll>e  Art  als  P^  he» 
bandelt,  oder  die  neuen  Com|»lexe  von  drei  und  drei  Geraden 

anwcodftt,  «nd  die  OpvntloDeii  wMerlicrft,  famn  mau  jed^  beRe*  . 
AuaUPtakte  aaf  der  Com  ftideii. 

4.  Es  «eicB  in  einer  Cnrve  zweiter  Ordounj^  sirei  Vierecke 

eingeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  4,  U,  /, 
und  l\  y  „  t%  eiiid.  Mae  hat  alao.  wenn  ^=0  die  GleklMniff 
der  Cnrve  ist: 

folglicil  durch  Eliiniiiatloe : 

Von   den   seehszehn  Durchschnitten  der   vier  Geraden  ,  i% 

und  mit  den  vier  auderu  1 ,  1^,  4  h  ^^^^  i'ur  achl  aul 
der  Cofve,  «nd  kSnnee  eieht  nehr  ▼enebiedeee  liegen»  weil  jede 
Gerade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die 
Obrigee  acht  Durchschnitte  /  und  mit  t  und  ;  lg  ead  4 
l'i  und  r ^  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  eder  eiaeM 
tSyateme  ?oo  zweieii  Geraden,  deren  Gleicfauug 

iat  Mab  kann  ktcraao  fdgeedea  bekannten  Sata  folgern : 

jyWenn  Ton  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
•ekriebeeen  Vierecken,  die  drei  Seitee  dee  einen  die 
entapreelkenden  drei  Seiten  des  andern  anf  einer  Ge* 

raden  schneiden:  so  Hegt  der  Ihi  rrh  srhnif  f  der  vier- 
ten Seite  m\i  der  ent*iprech  en  d  en  in»  andern  Dreiecke 
auf  derseibeo  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
schnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
entsprechenden  gegendberatekenden  In  anderen  Vier- 
tcke  anf  einer  anderen  Geraden.** 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordriuii|^  e^eitn  zwei  v erschie«!pne 
Vierecke  eingetäcbrieben^  in  denen  blot»  zwei  eiuaiider  jgegenüber- 
alakende  Seiten  die  Cnrve  fai  denselben  beiden  Pnnkten  eebnel* 
dw.  Va  eei  ake  ITacO      Cieithnng  der  Cnrve,  ee  lat: 
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ElWairt  man  hieraus     so  ergiebt  sieh: 

4-4)  K^l'xd^da^.k—k^UJf^  Jf^ . 

Von  den  fünfundzwanzig  Durchschnitten  der  Geraden  l\,  If^i 
1*9      h  mit  den  Geraden  4^  1%,  liegen  die  m  dem 

miteiistelienileti  Schema  mit  0  bezeichoeten  DoTchscbnitte  der  ia 
der  obem  horizontalen  Reibe  mit  denen  in  der  vertikalen  auf  der 
Ciirve.  Die  übrigen  liegen  auf  einer  andern  Gonre  oder  Systeme 
von  iweien  Geranen,  deren  Gleichung  , 


ist 


k 

h 

1^ 

\n 
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0 
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0 

0 
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0 

0" 

410101 

i 

0 

Hieraus  fnl^t  sos^leich,  dass  wenn  drei  dieser  fetztern  Durch' 
schnitte  auf  einer  (Jeraden  lie<;en ,  die  sammtlicben  zehn  Durch- 
schnitte auf  zweien  Geraden  liegen  müssen»  und  swar  auf  jeder 
fünf  derselben« 
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Zweite  BMirlieMnnir  Am  In  ilen  Auf- 
sätze Thi.  xm.  IST.  x:i:xiii.  «e«^ 

benen  Pewetoes  eines  Keometrtedieii 


Von 

Hem  Tbeodor  Lange 

SB  Berlin. 


Es  erscheint  biermit  eine  neue  Bearbeiluog  des  Beweises  za 
dem  In  Tbl  JUlI.  Nr. XXXIII.  S.  341.  aufgestellten  Satie:  Vf^n  aus 
iwel  Punkten  ^1  und  B  einer  gemden  Linie  zwei  gerade  Linien 
uod  BD  ausgehen ,  welche  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a  und  b 
biltlon  TTirtsren,  und  wenn  eine  aus  c!em  Punkte  A  auf  die  Gerade 
gezogene  Linie  von  der  Län^^e  r  <\en  Winkel  a  in  demsel- 
ben Verhältnisse  theiit^  in  dem  eine  aus  dem  Punkte  B  auf  die 
Uile  AC  gezogene  Linie  tob  derselheii  L&nse  r  den  Winkel  d 
fteilt,  so  sind  die  Winkel  a  und  b  ^nander  gleieh.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint»  abgesehen  too  seiner  grSssern  Einfach- 
heit, rlp5:hall>  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
in  K»_li)t'iH  A  li  liiul  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
istj  das»  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ses SatM  zu  geben,  gescheitert  sind.  Isdelii  nämlicb  die  Bedin- 
gung, das«  dfie  HsUmissser  in  deo  WiakelD  a  und  b  liegen  inüs* 
seoy  einmal  begrenseDd  ood  dami  wieder  ansscblicssend  wirkt;  da 

dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  a'y^PBA  ist,  die  Gleichung  "7=^ 

die  Gleichung  o=//  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a  PBA  ist) 
die  Gleichung  unmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
sich  nicht  schneiden ,  ganz  ansschliesst;  aber  auch  die  Gleichlingen 

^Sj^  Hsd  fkld^  eintreten  läaaL 

(Voo  aaa  aa    m*  Taff.  X.) 
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Alle  geraden  Linien  aus  einem  Punkte  A,  aaf  denen  Punkt« 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmteu  Abstand  r  - 
haben ,  sind  Secanten  aus  A  für  den  mit  r  als  Halbmesssr  am  deo 
Punict  B  beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Lioien 
aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen ,  welche  ron  dem 
Punkte  A  den  bestimn^ten  Abstand  r  haben,  Secanten  aus  ß  fär 
den  mit  dem  Halbnies>ser  r  um  A  gezeichneten  Kreis.  —  Man 
stelle  sich  vor^  eine  Secante  für  den  Kreis  um  A  aus  dem  Puoktu 
B  drehe  sich  um  diesen  Punkt  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA 
als  der  nrsprönglicben  sieh  nach  einer  Richtunt^  bewege ,  ois  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  gekommen  ist.  Der  uei  dieser  Drehnng 
zunehmenae  Winkel,  ivekHen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  so  wird  jeder  Halbmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  von 
denen  der  eine  «  'mit  dem  Winkel  6  gleicbzeitie  zunimait»  mdesr  \ 
sen  der  ihm  der  Lage  nach  entsprecnende  IVinkel  €^  am  andnn  > 
Halbinesser  ibriwSbrend  abnimmt  Man  bezeichne  lemer  den  wls> 
ke! ,  den  eine  beliebige  Secante  aus  A  für  den  Kreis  um  B  mit 
AB  bildet,  mit  a  und,  der  obigen  l$ezeicbnnng  der  Winke!  et  und  , 
a'  entsprechend  ,  die  Winkel,  welrhe  die  auf  diese  Secanten  ge- 
zogenen Üalbmesser  gegen  AB  büden*  mit  ß  und  ß'» 

Da  die  Winkel  ff  und  0  beständig  denselben  Werth  behalten, 
dagegen  b  und  a  gleichzeitig  zunehmen «  so  nimmt  das  Verhaitois« 

^  ab.  Indessen  7 annimmt«  Es  Icann  also  nnr  hCehstens  eiD« 
a    b  ^ 

mal  ~=:^  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se* 

^  n  I 

eahte  gekommen  iet  Da  aber,  wenn  a=sb  ist,  immer    ^7  ^ 

ob 

i^.,miisfi  ^ch  umgekehrt,  wenn  — ist,  a=^b  sein« 

Jdit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  die  Untersuchong  verimo-  1 
den,  unter  welchen  Bedingungen  dio  Qnotienlen  p  und      efaiaa«  1 

der  gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zun elimen.  Man 
stelle äitb  \  ot,  b  nehme  immer  um  einen  beständigen  W  inkel^  zu; als* 
dann  wird  4/  um  Winkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu- 
ilehmen,  wenn  AB^r  ist,  oder  Immer  gleich  bleiben,  wenn  AB  ' 
ssr  ist,  oder  stetig  abnehmen,  wenn  ÄB^r  Ist  WShreod  da- 

her  das  Verhältniss  3>  von  Null  beginnend  bis  ^  immer  am  dlt* 

tt  €1 

s6lheit'  Werfhe  sanlmmt,  raus»  ->  von  -  beginnend  Ms  M  VD* 

er  %  ^ 

endlich  grossen  Werthen  zunehmen,  üaraus  folgt,  dass  das  Ver* 
hfltblss        wühreod  4>   nilA  Immer  glelehe   StQeke  amritt^tf 

um  immer  grossere  und  grössere  zunimmt,  deon  dieses  V^ilC* 
niss  mnss  sich  Immer  In  dersdben  Welse  Sndem«  D»  »no  aber. 
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weou  l)  gleich  a  wird,  ^  dass  auiaogs^^       i»t,  danti 

aber  ^*=^>  «w»  ^>i,>*  "»^  «nlutal'  ^ 

^M.  -tni  AlljfjmelnA  tetiM  daber  zwtimal  ^   gKeieb      '  mit» 

den«  ufid  2U'ar  einmal  «renn  a=6  ist« 

.  Weoo  gleich     mir  oicbt  j^elangen  ist»  die  Gteoze  gemHi  za 

bestimmen,  wann  die  Gleichnnj?  ~  =  -j,  die  Gleichheit,  wann  diu 

ff  p 

Un!^loi(  hheit  der  ^^  inkel  a  ütkI  />  bedinge,  so  zeigt  doch  folgende 
Uotcrsucfaung,  dass  unter  be^ondcni  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jener  Fiill  «lotreifti  kui.  ^ 


A 


Bs  net  ssMt  jIB  und  r  se  gc^beiii  dase  die  IMee  am 
nod  am  B  sich  scboeideOi.  Wenn  in  diesem  FsUe  a>|8'  gege» 

h  ü 

beo  ist,  und  6  gleich  ß'  wird,  so  ist  af^a,  folglich  Es 
j.  P  * 

muss  daher  schon  ehe  b=ß'  j^cworden  ist,  einmal  ^=^/  c^ewe- 
sen  sein,  «sd  es  niu«s  auch,  wenn  6>  i3'  wird,  nocn  einmal 
%mtTA  werden.  Ds  b  Vier  Idelher  Iiis  iti^  Isl,  hnd"  wenn  d^vilrd. 

di«  VefbAltiwMiB  p  und  ^ .  gleieh.  sied.»  «e  felgt«  dtss.  wenn 

^ss^,  ist,  während  6>j3'  i^t,  die  Wioliel  ^  und  ö  einander 

gleieb  ftbid.'  —  Wenn  aber  a'</i'  Ist«  W  wird,  so  ist 

,     d      «  11/  a  h 

Ä>«',  ali?o  .    Da  nuo  aber,  als  o=«  war,  gcwe« 

sen  sein  muss,  kann,  «renn  6>ß'  wird,  die  Gleichnng  ~,=^ 
flicht  eintreten.    Wenn  aiso  beide  Kreise  sich    schneuien  und 
^  =     ist,  wfihrend  6>|3'  ist«  so  muss  auch  der  Winkel  ß  gleich 
dem  Winkel  6  sein. 

Es  sei  AB  und  r  so  gegeben,  dass  die  Kreise  sich  niclil 
schneiden,  so  zeigt  die  Figur  deutlich,  dass  die  Winkel  a'  und 
nicht  gleichzeitig  in  den  Winkeln  a  und  h  liegen.  Wenn  mvtxi 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  et'  und  ß'  gleichzeHi'r  in  den 
ihnen  entsprechenden  Winkeln  a  mid  b  liegen  sollen,  hv  schlicsst 
uian  den  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  sicli  nicht  schneiden ^  auH, 
indem  man  die  Bedingungen ,  welche,  wenn  die  Kreise  «ich  schnei- 

den,  die  Gleichungen  ^  =  ^    und  a=6  gleichzeitig  auftreten 

n  h 

lassen,  erfüllt  —  Wenn  daher  »st»  wählend  u'  und 

.       ■  •  •  • 
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f  Tbeile  von  a  und  6  sind,  so  ist  dor  Winkel  a  gleich 
dem  Winkel  b. 

En  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  uoter  welchen  Bedinguogen 
die  Gleichung  ^  =  g>,   oder  auftritt.  —  Da  da«  VeiMt- 

niss  -  immer  abnimmt,  wenn  3>  zunimmt,  so  kann  hOchstent 

einmal  werden,      Wenn  a  kleiner  als  ein  Rechter  Ut, 

a  p 

wtß'>ß,  mithin  ^<|;  das  abnehmende  Verhältniss^  wird 
daher  bei  grösserem  Wertbe  von  b  das  Verhältniss  |;,    als  das 

b  t  oh,  A       ^  D 

Verhältniss  ß  erreichen,  so  dass,  wenn  ßs/*. 

immer  b  grösser  als  n  sein  müsste.  Wenn  aber  a  grösser  ist,  als 
ein  Rechter,  so  üodet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass,  wenn 

^  =  ^,sein  soll,  6  kleiner  als  a  sein  milsste.  —  Aus  der  Gleichimg 

a  p 

-=1;  folgt,  wenn  a  kleiner  als  6  ist,  oder 

a  +  p  <64-a.  Es  kann  abernie  a  + jS' <6+«  »ein,  wenn aadeis 
nicht  b>R  ist.    Und  wenn  a>6  ist,  folgt  aus  der  Glekhong 

a— a>6— /S'  oder  a+/3'>6  +  a.  Es  kann  aber  a-f  1^ 
nie  grosser  sein,  als  b+«f  wenn  nicht  b  kleiner,  als  ein  Rech- 
ter ist.  Wenn  demnach  — =4  sein  soll,  mnss  einer  Ton  beides 

cc  p 

Winkeln  a  oder  b  grösser  und  der  andere  kleiner  sein,  als  eis 
rechter  Winkel.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleicbnng  ^=^* 

Bedingung  tritt  aber  nie  ein,  wenn  die  Winkel  und  ß  oder 
«  und  ß^  gleiehzeitig  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a  nnd  ^ 
fallen« 

ab,  , 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  dass  erstens,  wenn  —=:p^ ist, auch 

iron\er  a=6  sei,  dass  zweitens ,  wenn  '^t,  und  gleichzei- 

tig V  und  ß'  in  ihre  entsprechenden  Winke!  n  und  b  fallen,  aucli 
:a=:6  sei,  dass  drittens,  wenn  af  und  ß  oder  ß'  uud  a  gleicbzei- 

S  V 

tig  in  iliren  entsprechenden  Winkele  a  und  b  liegen,  nie  ß> 

o  b 

odet^^^jj  werden  kann,  so  hat  man  folgenden  aUgemekiea 

Satz; 

Wenn  aus  zwei  Punkten  A  und  ß  einer  geraden 
liini4»  swei  LinlenilCandj91>  ausgehen,  welche  mit  der 


♦ 
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Linie  AB  die  Winkel  a  und  b  bilden  mögen,  und  vrenn 
eine  atts  dem  Punkte  A  auf  die  Linie  gezoc^ene 
Linie  von  der  Lanpe  r,  den  Winkel  a  in  dem  selben 
Verhäitoiss  tbeilt,  in  dem  eine,  au«  dem  Punkte  Ü  auf 
die  Linie  AC  gessogeoe  Linie  von  derselben  Länge  r, 
d«»  Winkel  b  thellt,  so  elnd  die  Winkel  a  nnd  b  elnan» 
dev  gleiob* 

Dieser  Satz  umfasst  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines 
Be%veisi>s  Im  kannten  8atis :  Wenn  eine  aus  einem  Drciecbsvrinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Linie  r  diesen  Winkel  in  demselben 
Verbältniss  thellt,  in  dem  eine  aus  einem  andern  Dreiecicswinkel 
anf  die  Gegenseite  eezogene  Gerade  ton  derselben  LSn^  diesen 
swelten  Winkel  theilt,  se  ist  das  Dreieck  glelehaefaenUM» 

Mit  diesem  Satae  steht  folgender  auf  gleicher  Linie:  Wenn 
eine  gerade  I/mie  von  zwei  anderen  ireschnitten  wird,  und  tbeilt 
eine  aus  dem  einen  Schnittpunkt  auf  die  andere  gerade  Linie 
gezogene  Gerade  von  gegebener  Länge  r  einen  der  Winkel  in 
demselben  Verbältniss,  wie  eine  ans  dem  endiera  Sebnittpnnkt 
tnf  die  erst^  gerade  Linie  gezogene  CNmde  von  der  gegebenen 
Länge  r  dessen  Wechselwinkel  oder  dessen  glelchUsgeSden  Win- 
kel  fliffllV  M  sind  die  beiden  Linien  paniM. 
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VVie  raa^  dqn  körperlichen  Inhalt  der  |j(«lhkiigel  oder  d^r 
Ku^el  4iivcli  Vergleicbung  derfellpaiL  «j|  fiom  Kegel  and  Ham 
Cylnid(9r  2a  bestimmen  pflegt,  iÄt  Mdiont  geoi^,  oad.iodet  Mi 
Xwt  in  alteo  Lebthächero  der  QeQmetrie.    Nicht  so  b^iuqvt 

scheint  zn  sein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  aucli  an  sich 
ist,  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Bemer- 
kiins^,  dass  man  last  mit  derselben  Leichtigkeit  ganz  auf  dieselbe 
W«Ue  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eine«  beliebigen  Kugei- 
«•gments«  aod  dann  ferner  auch  dessen  sphSdsehe  Oberfläche« 
bestimmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  In  der  Kürze  gezeigt 
werden  soll, 

Ist  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  allgemein  bekannte  Figur  för 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  6riV  parallel  mit  AB 

Sezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  von 
^DGN,  ff  EM,  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandenen 
KOrper,  welche  respective  ein  CyÜnder,  ein  Kttgeisegment  uod 
ein  abgestumpfter  Kegel  sind.  Betrachtet  jnan  nun  einen  beliebi» 
gen  mit  GN  paraUelen  Schnitt  G'N',  so  ist: 

Sehnitt  im  Cyiinder  =K'G^.m, 
Schnitt  in  der  Kogel  —K'H'^.n, 
Schnitl  nn  Kegel  ^K'J^.n. 

Zieht  man  aber  CH',  so  ist  CB*^K&»  nnd  aMerden  ist  offen- 
bar K'J'^CM!%  also  ist 

Schnitt  im  Cyiinder  =  Cif^.s, 
Schnitt  in  der  Kugel  s=ik'//'^.x. 
Schnitt  Im  Kegel       =  CM'^.n. 
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Weil  npn  naeb        pythai^lischea  Lehmalxe 
«o  ist 

Sthmti  im  Cylinder  ;  i 

8=  iSdmitt  in  der  Kugel  +  Schuitt  im  JCflgdi» 

ivuuu«  ottch  einer  bakannteu  i^€blusHueiM  folt^t,  dass  der  durch  • 
Uwdieliviig  vwsi  /rX^6'iV  ium  iCi<  entatiindene  Cy Ii ad«r  gleich  der  , 
Somme  de«  durch  Dmdrcli»ny»»i>  UEM  bmME  entdtattdleaeD  KügeU 
Kcgroents  und  des  durch  Ünidrebuog  von  1}JLF  nm  KE  entstan- 
deoeo  abgMhiniplItD  Kagefii  wt  i 

ßezeiciiiieii  wir  jetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
setzen  ausserdem  K£=.h^  sq  it»t,  weil  ofieobiir 

i«t|  KJ=:r  —  h,  und  folglich  nach  Uekaonteo  Sätzen: 

4 

Cylinder  =r'^nh, 
l 

Abgeatumpiter  Kegel  =  ^    l    -i-  r(r— 4-  (r— A;^  | ; 
d«o  oacb  dem  Obigen 

u\i-«|.    J     ,  '  *•    ■         Ku^eUögmeot-  •      •         *• 'i'« 
=  i^A-*  7 Ir*  +  r (r-Ä)  +  (r— 

.  li'l  »    /     |'\      -II     ».fil  'Uj  ♦U!  »Ii 

Honiua  man  miUelst  leichter  Kecbnung 

Kngelaegraaiit  ^tdk*(r — ^k) 

erhält  Nun  iat  aber  nach  einem  bekanoten  Satae  Yom  Kreiae» 
wfm  wir  Kü^f^  aetzen,  oilanbar: 

.  «        ■  *  i  ,  'S  ;» ».Ii'»-!«  t  * 

folglich  nadfc'tUl^IÖMgiSii'  '      ■   *    '  •  ^ 
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welches  die  bekannte  Formel  fttr  den'  fcGrperllchen  Inhalt  doM 
Kngelaegmeotn  tat 

Bezeichoen  wir  ferner  die  sphärische  Oberfläche  des  Kuf^el 
Segments  durch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  eiofaclicn  Betrachtung 
auf  der  Steile  die  lüchtigkeit  der  Gleichung 

•  ■ 


woraua  nach  leichter  Rechnung 


3 


folfift,  welches  wieder  eine  längst  bekannte  F'ormel  ist,  die  ßr 
A=r  auf  der  Stelle  zur  OberflSche  2r^n  der  Halbkugel,  atao  lur 
Oberfläche  ir^n  der  ganzen  Kugel  führt. 

Solche  Erweiterungen  bekannter  Darstellungsmetboden,  die 
gewöhnlich  nur  in  specielleren  Fällen  angewandt  zu  werden  pfle- 
aen,  mSgen  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  eimaes 
interesae  haben ,  und  Terdienen  daher  vieUeicbt  nicht  ganz  uwBe* 
achtet  gelassen  zu  werden.       .  & 


i 


Schreibeo  des  Herrn  W.  Mink,  Lehrers  der  IVlathematik  au  der  hölierea 
Stadtfchule  %u  Crefeld  aa  den  Hemnfgeber. 


Ihre  Aufforderung»  im  letzten  Hefte  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Ph^'^slk  (Tbl.  Xllt.),  zudemdarin  uoter  iSr.  XXXUI.  mitgetbeilten 
Satze  geometrische  Beweise  zu  liefern,  verauiasjit  mich  Ihnen 
beifolgende  Kleinigkeit  zu  fiberaenden.  Mir  ward«  dieaer  Sals 
und  Bwar  mit  derBeacfarinhang»  daaa  die  Wlikil  halUvt  wMm' 
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einiger  Zeit  von  einem  frühem  Schüler  der  Kunigl.  Gewerb* 
schule  mitgetheilt  mit  dem  Bemerken,  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  uneleich  schwierigiHr  sei,  als  der  des  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  damals  den  hier  mitgetheiltoo  Beweis  «id  fiberseof^te 
mAtk  TOD  der  Richtigkeit  jener  pemerkanff.  Der  allgemeinere  Seil 
'Wird  sich  auf  die  hier  eingeschlagene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen y  ich  werde  aber,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe,  mich  be- 
mühen, auch  den  Beweis  fiir  diesen  zu  Gnden,  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte«  Ihnen  zur  Zeit  SJittheilung  davon  machen. 

Lehrsatz,  Wenn  die  Haibirungsiinien  AD  und  ßE 
(Taf.  X.  Flf.  9.)  de?  Winket  CAB  nnd  CBA  im  Dreieeic 
ABC  gleicE  eind,  eo  jilnd  eueh  die  Seiten  BC  nnd  AC 
gleich. 

ßewele. 

Es  sei  II  AB  und  AD  und  BE  verlängert  bis  nim  Durcl»- 
flcbnitt  mit  GF,  so  ist: 

AB :  AB=z  CF:  DFss  ACi  DF, 

und 

ABiBE^CGiEG^BCiEGi 


L  ACiBCssDFiEG. 

* 

Nnn  ist  aus  den  Shnliehen  Dreiedcen  ABD  und  CFB,  eo  wie 
ABB  nnd  CGEi 

^AD  '  ™  B£  ' 

daher 

U.  AC:BC=BD.DC.AE.£C. 
Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

AB:AC=zBD:DC, 

eise 

nd  aaeh  dtnwalbM  Satw: 

ßC.  AE. 
AB  ' 
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Folglich  ist 


« 

BihstAFi* 

* 

XABDS&äk^BE,  ^DBA;s^EAß, 

AC=BC; 


Mi 


1'' 
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Die  Wielitiffkeit  einer  richtigen  Auf- 
fassung Ton  Thibaut'§  Bewei$$e  der 
(Summe  der  Dreieekisi^winkel  für  die 
fl^es^ammte  Klementar-Oeomela*ie,  und 
be»ander8  flir  die  Tiieorie  der 

ParalleleB^ 


Von  dem 

l>r#  Theol«  Harm  F.tIL.  Crermar, 

£u  Heide  m  Nurder- DUhmarücheu. 


Nach  einer  Aeusserung  des  Prokhi  s  schreibt  Eudetiius  den 
euklidischen  Beweis  des  »Satzes,  dasB  die  Summe  aller  Dreieeka* 
winke!  gleicl)  zwei  n^chton  Winkoln  sei,  den  Pythagorni»rn  zn; 
er  war  also  schon  laii^e  vor  Euklide«  in  (iel>rauch.  Oa  aber  diese 
Beweisart  sich  aut  die  Gleichheit  der  VVechselswinkel  bei  dett 
cnraden  PbralleleD  grflndet,  «o  bKeb  dem  Eaklid,  weon  er  bei 
derselben  bleiben  wollte,  nichts  anders  übrig,  als  aucb  b^  der 
deiishalb  eingeluhrten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
hfirroii.  nmh  nplolier  ,,gerade  Parallelef\  «iolrlie  gerade  Linien 
in  der  niiudiciien  Kbene  «ind,  welche  uuendiicli  verlängert  sieh 
nach  keinei  Seite  schneideu'%  wie  sehr  auch  seinem  sonst  so  rieh« 
tigep  «nd  afreagen  logischen  Tftcte  eine  solclie  DdhiUion  widev-  ^ 
«BreoheA  mochte«  Denn,  ^-eil  Keiner  läucnen  wird»  daM  es  «neb  ' 
Parallel  -Kreise,  folglich  krumme  Parallelen  eiebt ;  so  wird  man 
auch  das  logische  Gesetz  zugeben  müssen ,  oriss  die  Definition 
zuerst  auf  Parallellinien  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie-* 
heo,  und  dann  er^yt  die  differentia  s(>eciüca  iür  gerade  Parailel- 
liaies  angeben  solle.  FGr  das  genas  ^  ist  aber  sobweriicb  ein  «n- 
dstee  Merkmal  aufzufinden,  als  da^yenige,  ivelches  der  senswi 
«emiBuois  Aberaii  mit  dem  ParaUelismus  verbindet t  oSmIiob  dito 


Tbeil  XV. 


S6 


Digitiiicü  by  Google 


durcligäiisigen  gleichen  Abstand,  dessen  Beireis  bet  den 
Parallel-Kreisen  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  kann, 
weil  bei  concentrischen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  die 
Differenzen  alier  mOgUcben  liadien  zwischen  jeneo  Kreisen  Pflik* 
wendte  einander  gleich  «eis  nflsM«.  AaA  levelilel  ee  ves  aftiirt 
ein,  flass  Linien  überhaupt,  h eiche  dvichgän^ig  glefeheB iUMlM 
haben ,  einander  niemals  schneiden  können ,  keineswegs  aber ,  dass 
gerade  Linien  in  einer  Kliene,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  haben 
müssen.   Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  Abständen  zu 

beideo  £SelteD  etwa  io  dem  Verhiltnieee  wie  j»  ihre»  Iru- 

bereo  Abetandes  fortschiitte,  so  wirdeo  sie  ekih  noaaÄOrtich  nä- 
hern, ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  wOrde  noch  viel 
weniger  geschehen,  wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  aju  bei- 
den Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  solches  Ver- 
hältniss  bei  eeraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  versteht  eUh 
nicht  TOA  mbett  «nwi  «hw  emt  heuMwen  wmdm» 

Dagegen  eeheint  aber  auch  der  Beweie,  daei  swd  gioit 
lihden  in  einer  Ebene,  ifeim  sie  in  zwei  Punkten  sleichen  Ab* 

stand  haben,  den  nSmlichen  auch  in  allen  (ibrisen  haben  müssen, 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinkel 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  Paralle- 
len gefunden  ist  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  liegen, 
dass  alle  Versoebe,  den  gleichen  Abstand  sn  bew^en.  ebc»  ie 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  Bemühungen»  das  Ünbefiiall* 
gende  der  euküdiecben  BeweiMit  sn  beseitigen. 

Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  gleiche 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zieht: 
SO  lisst  sieh,  bevor  die  Somme  der  Iheieekswinkel  gefunden  lit 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  swdte 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleldisn  AlMtaOd  von  der  ersten 
habe,  d.  h.  alle  übrigen  Verticalen  jenen  beiden  gleich  seio 
müssen.  Errichtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticalen,  so  las- 
sen sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gerade 
verbinden,  nnd  dann  inuin  man  eben  so  wenig  beweisen,  dassAl 
beiden  dadurch  entstandenen  na  einander  sispssndnn  Linien  elN 
einaigo  (Sende  bilden« 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  auch  noch 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  wenn 
derselbe,  wie  gewöhnlich  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenige  Linie, 
deren  ElencBle  oder  Punkte  sämmtlich  in  einerlei  Richtung 
liefen.  Denn,  w  as  ist  einerlei  Ricbtnn|rf  Beide  WSrter  leMta 
gleich  sehr  an  Dunkelheit,  nnd  man  wird  auf  ihren  Ursprung  zo- 
räck  gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  will.  Das 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Auges  her. 
gjenommen,  und  bezeichnet  diejenige  Stellung  desselben,  in  wel- 
eber  es  den  -  kleinsten  Gegenstand  am  deutTichsten  sieht.  Rani 
nun  eine  Linie,  (d.  h.  dieCninne  einer  Flielhe*  so  wiedieFlUbl 
die  Grimo  des  eingesohlosseneo  Raums  ist),  entweder  dmA  Ibn 
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eigene  oder  des  Au^es  Bewegung  in  eine  solche  Stellung  kom- 
men, dass  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der  Linie  in 
einen  Punkt  zusammenzufalleo  scheinen,  oder  sich  decken;  so 
bat  0ie  Ia  tihm  Hven  WkmmiUm  dto  nttmllclie  Richtai^  wl«  die 
Ricbtiiiig  das  Auges,  also  einerl'ei  Richtung.  Dies  erbellet 
auch  scnon  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Linie  praktisch  geprfift 
uird.  Die  Delinition  derselben  dürfte  also  ricntiger  folgender- 
massen  lauten:  Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  weiche  in  eine 
solche  Stelluog  gtgen  die  Richtung  des  Auges  kommen  kann, 
4u»  alte  Ibre  BleiMiite  i»  eiMiPMtesMwiiiiMii  m  fidlea  acbal. 
Ben,  oder  einander  decken;  dio|aaige  aber»  bei  «reieiier  dieaea 
«MBSglieb  ial>  baiaaft  eiaa  braaiaie. 

Daraus  folgt  denn  freilich,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
Linie  So  eiaerlei  Richtung  Ueeeu  mfiasen,  d.  h.  mit  der  Rieb- 
tung  dea  Augee  xosaaunaii  fiflen  Itanaai  deegleicben,  daaaawel 
Foaktar  die  Riebtung  einer  geraden  Linie  vollkommen  bestloH 

men;  ferner,  dass  die  Ebene  diejenige  Fläche  ist,  mit  welcher 
gerade  Linien  von  jeder  Richtung  in  allen  Punkten  uisammen* 
fallen  9  sobald  dieses  in  zwei  Punkten  gescbiebt^ 

.     •  *  « 

'  Swair'wbd  HUB  ^SeUm  der  Otaadbegriffe  vad  darBawalaa 

▼00  denen  gering  geschätzt,  denen  ea  aar  um  Resultate  derGe^ 
metrie  ffir  die  pruktisclie  Anwendung  zu  tbun  ist,  dalier  dieaa 
eine  Mensfe  von  Sätzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar- 
stellen. Das  ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
Griechen  war  es  nicht  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie, 
th  ina  atrence  logische  Form  der  Bewelae  an  tban;  Ihnea  war 
sie  hauptsftcnlieh  eine  Propädeatik  der  Philosophie.  Uns  aind 
nun  freilich  jene  Resultate  w&i  wiebtiger  Ar  die  Naturkuode  nnd 
Technik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
doch  auch  für  uns  die  Bildung  zu  einem  strenglogischen  Denken 
nicht  weniger  wichjtig.  Unbestimmte  vieldeutige  Gniodbegriffe 
lichten  in  alleo  Wissenscbaiten ,  besondeia'la  dea  AcorsiveDund 
specnlativen,  unsägliches  Unheil  an,  nad  ludtlaaa  Schlüsse  ana 
erschlichenen  oder  liaihwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
hunderte den  Weg  zur  Wahrheit.  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
(lir  eine  verschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Körper  hielt  über 
ein  Jahrtausend  alle  Köpfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
lischen Beobachtungen  nahen  nocb  nicht  die  Reibe  tob  Fehl- 
•eblfiaaea  Uber  Fluth  und  Ebbe  verdrängen  bSanaa»  an  welchen 
nan  bloss  dadurch  verleitet  ward,  dass  man  vergass,  die  Erde 
sei  kein  solcher  Körper  als  die  Theorie  sie  nothwendig  denken 
musste,  um  die  Wirkung  der  Attraction  klar  zu  machen.  Wenn 
aber  solches  sogar  in  der  Physik  geschehen  konnte,  wie  viel  grös- 
ser ist  die  G^etahr  ftlr  diejenigen  Wissenschaften,  welclie  Toa 
]lkial»acbtangen  and  Erftbrangen  wenig  oder  gar  nicbt  antaialfitat 
wMfdaal 

Jedenfalls  schickt  es  sich  am  wenigsten»  für  die  reine  Geome- 
trie •  welche  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  unumstussliche 
Wabrbeit  ibftr  Labiaitia  Aaapraeb  laaebt,  wenn  aaeb  ale  aieb 
lieacbnidigen  laaaaa  mmm,  für  manche  ihrer  Grand  begriffe  nur 
«nbtara  Werte»  nnd  Ar  eiaen  ibrer  wiabtigaten  aad  fe%enreieii- 
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Es  fehlt  aUo  nicht  ao  triUijgen  iiechlieUiguDgai^rüiiiieu  iur  dal 
derjeni^eo,  wlflhe  liiMr  m»mt  V^unkm^  genuMlrt  kfr 
ben,  jeMB  viof^  tirC  tob  dflf  GeouMiite  abzuweadM.   Auch  dtt 
V^erCasser  dieses  Aufsatzes,  der  in  verschiedenen  Verbältnissea 
seines  Liti«;*»«  l^ebens  ztim   wiederholten  Vortrage  tier  Wissels 
schafl  geiiütlü^t  war,  kojHitc  si(  h  solcher  Ver>n(  be  nicht  entNchia« 
gen,   sah  sie  je<l(H:h  stets  \ereileit,  bis  schuu  ?or  vielen  JahreB 
&•  AnMt  wm  ThibftvUfiMMtrie  dMh  die  Art,  wi«dmill* 
unabbSngle  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Beweis  iiir  im 
Satz  von  der  SumniR  der  Dreieckswinkei  fiihrt,  ihm  den  Weg  zu 
liffnen  schien.    Doch  ward  er  damals  durch  drirnrendere  Arbeiten 
verhindert  denselben  weiter  zu  verloljr^n,    Wider  oeine  Vernin- 
thung  bat  er  aber  auch  nicht  eil'uhreu,  dass  jeuer  Beweis  bei  (Un 
spHoen  Vcnaehee  so  fcwwitil  wiroy  wie  er  ee  n  verdisMe 
scheint,  vielleicht  ^eil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  ab 
vollständig  ausführte.   Daher  benutzte  er,  bei  einer  neuen  Verao- 
lassTin'j,  dif»  Sarlie  %vleder  aufzunehmen,  die  unfreiAviUi^Tf^  Mof?^, 
weif  fit'   ifiiii  (im  eil  die  nun  5chon  mehr  als  zweijährige  dänische 
Verlreibuiig  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  Wichtigkeit, 
welefae  er  eieer  riehtigen  Aeffaaenng  jenen  Beireleat 
£üf  die  geeammte  Elementar-Geometri e  undbeeoedeii 
für  die  Theorie  der   Parallelen   zuschreiben    zu  roSsseo 
plauht,  der  »"fTpTitlirhpn  Prüfung  vor/MleijoTi .  indem  er  zugleich  dem 
Uerra  i>r.  V  echt  mann  lu  iVleldorl  iur  die  sachkundige  Sori>f;dt 
mit  welcher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  wie  auch 
dem  Heirn  PMfeaaer  Hern  te  GIOdMtadt  seinen  Dank  ebstittet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnuthigrn  Kosten  vieler  Figuren 
zu  er«[»aren;  sind  im  Folgenden  alh»  von  der  iSumme  der  Dreiecks- 
winkei   unabhängigen  Beweise  nur  kurz  augedeutet,  diejetugeo 
iSätze  ^er  ganz  weggelassen,  n eiche  mit  dem  Hauptziele  ia  kd- 1 
ner  netbweMigea  V^bindung  sieben. 


Will  man  jcdeeb  den  ven  PrefeMer  Thibant  angebthdei 

Weg  verfolgen,  so  muss  man  naob  seiiieni  Vorgänge  von  eiotf 
andern  Deiinition  des  Winkels  auageben,  als  die  gewubo* 
lich*^  ist,  welche  durch  den  AMs(1rurk  —  „der  W^inkel  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  ziisainnK  ii>ios»; 
eeu''  —  wiederum  den  dunkeln  Begriff  der  iNeigung  in  die  De*! 
finltien  nisebt  Denn  dieser  Begriff  kam  nur  £feb  den  Gegeif 
aata«  nftmlicb  als  Abweichung  vom  Parallelismus,  deutlich  irer-| 
den:  von  diesem  dar!  aber  vor  der  Theorie  der  Pitaliolco  iiidit| 
die  Rede  nein. 

Um  diesen  Uebeiätaud  zu  vermeiden ,  muss  man  von  deai  B^ 

C*ff  der  Kreieiiitie  ausgehen,  indem  «aniÜese  als  dasftld 
t  Wegea  belraebtrt»  welchen  der  eine  Eodpnnkt  einer  güid« 
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littole  beschreibt,  Wenn  sie  sich  mit  dem  andem  Bttdpmikte  mm 

ipinen  Punkt  \ ollstärKÜi»  herumdreht,  d.  h.  so  lan^^p,  bin  sie  s:anz 
lo  die  urs}H(itii;iiche  La<^e  zurückgekehrt  ist»  mithin  eine  voiie 
U  iiidrehuug  gemacht  iiat. 

Die  nrogedrebte  eerade  Linie  heisst  bekanntlloli  der  Radi«« 

oder  Halbmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  wel* 
clien  der  eine  Endpunkt  des  Radius  bei  einer  vollen  Uindrchun'^ 
um  den  an*ltM!i  Endpunkt  {gemacht  heisst  die  Perii)lMnie 

oder  der  ünikreis  der  von  derselben  beeränzten  Kreisiläche. 
Ein  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  wira  ein  Kreisbogen  ee- 
nannt,  und  die  Grösse  desselbeo  duieh  das  Verbältnlss  aes 
7iwil8  der  Umiirehung,  der  er  sein«  Entstehung  verdankt,  zu  der 
%  oflen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  Bild 
einer   vollen  Umdrehung    auch   zuLHeicb  das  Maass  derselben, 
der  Halbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisboeen  als 
Theil  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Grosse  entsprecmeuden 
Theils  der  volIeD  Umdrebuns.  Dass  es  aber  bei  diesem  Maasse 
nicht  auf  die  Grosse  der  ÜMen  ankomme,  erbellet  daraus,  dass 
nicht  die  Lrinirc  des  Holxens  an  sich,  sondern  nur  sein  Verhnltniss 
zum   ganzen  Kreise  die  Uii^sse  4es  Theils  der  Umdrehung 
bestimmt.  ^  , 

■  ■  ■ 

Eiu  Winkel  Ist  alse  nichts  , anders  als  das  Bild  eines  sol- 
chen Tbtlls  einer  vollen  Ümdrehung;  die  Radien»  durch  deren 

Drehung  er  entstanden  ist,  mul  wrlrhe  nun  denselben  begränzen, 
heissen  die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Theil  der  Umdrehung  erfolgt  ist»  dieSpitze  oder  der  Scheitel- 
punkt des  Winkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  Bit^  des  vierten  Theifs  einer  vollen 

adi^faung».  bat  er  folglich  den'  Vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
lem  Maasse,  so  heisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner»  so  wird 

er  ein  spitzer,  und  ist  er  grösser,  ein  stumpfer  ^renannt.  Ver-' 
jjTossert  er  &\c.h  .lUer  so  sehr,  dass  seine  Si;henkel  gerade  in  ent- 
gegengesetzter Uichtung  stehen,  also  einer  derseibeu  auf  der  rück- 
wärts gezogenen  Verl&ifferung  des  andem  Schenkels  xm  He^n 
kemmt,  mithin  beide  eine  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ihn 
dann  auch  einen  geStreeIcten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
einer  halben  Unuirehnnir,  und  hat  folglich  den  Halbkreis  zu  sei- 
nem Maasse.  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
anders  ist,  als  zwei  Radien  desselben,  welche  eine  gerade  Linie» 
o4er  jeqen  gestreckten  WinV^I 'Mden,  so  fol^  ven  selbst,  dass 
jeder  Durchmesser  die  Peripberier  iitf  sMi  gkTiofae  Tbeile  thellt.  - 

Wird  also  ein  Kreii  von  beliebiger  Grösse  in  eine  Zahl  glei- 
cher T heile  getheilt,  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Spitze  eines  Winkels  gelegt^  so  lässt  sich  durch  die  Zahl  jener 
Tneile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,  das  Maass  des 
Winkels,  d.  h.  sein  Verbaituiss  zuj  vollen  Uradrehuns,  bestimm 
men.  Die  Zahl  jener  gleichen  Thelle  ist  wlllkfibrllcb;  bekanntlich 
kritttberj  von  den  älieirtenZeitAn.ifp»  die  Eiuthellttog  in360  Theile 
pi9i  'Gtm  itm,ywm§  behniiptet«(wml  dieselbe  dorcb  TieleZab* 
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len  divtdirt  werden  kann,  ohne  In  die  Quotienten  nnhefpieroc 
Stiche  Sil  bringen    So  enthiilt  4eanMh  der  rechte  WioAcei  odet 

j  Umdrebmig        |  dereelbeA  Ut  s72i»;  ^^W^l  f-^* 


Aue  den  jetzt  vorangeschlektoA  ErHhrtemgeB  erg6ben<  «lefc 
mm  Mehstehende  Foigemage»: 

6.  1.   Jede  volle  Umdrehang  einer  geraden  Linie  tun  einen 
in  einer  Ebene  Ist  =412. 

f.  2.  In  einer  Ebene  ist  die  Suune  aUer  MridBel  mn  «Im 
gemeinschafitiiche  Spitie  sa4/2. 

Denn  die  gemeinschaftliche  Spitze  let  der  Mittelpimkl 
ein«»  Kieleee»  äse  des  Maasses  einer  vellen  Umdiehittg. 

$.  3.  Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  mit  einer  gemein- 
schallüefaen  Spitze  (Nebenwinkel)  sind  sosammen 

Denn  sie  haben  zu  ihrem  gemeinschaitiiciieu  Maassedeo 
Halbkreis,  folgüek  ^=2£. 

{.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (a  und  ß)  einander  cleich:  so 
sind  es  auch  ihre  Suppiementswinkel,  d.  h  dieienigen, 
welche  mit  ihnen  über  emer  geraden  Linie  einen  ^6cbQukel  und 
eine  Spitze  gemeluschaftlich  haben.  '  '  " 

Oeim  jeder  der  Sii]>plenientswinkel  ist  z=:^lR  ^aoAet 
^j^ß.  ist  also  ^a;=^^ß ,  so  oiüääeo  auch  die  Keste  gleidi 
aeia». 

§.  5.  Das  Nämliche  gilt  i^r  zwei  spitze  Winkel  in  Ansehung 
ihrer  Complementswiakel,  d.  h«  aegodgen,  die  mit  ihaea 
suaammen  z=ilH  sind. 

§.  6.  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  filieoe  einander 
schneiden,  so  sind  von  den  vier  dadurch  entstehenden  Winkelo 
die  gegenüberstehenden  (die  Verticai^Winkel)  eiuandec  gleich. 

Dar.  Bevrela  aoa  (•  ^  Ist  bekaant  - 

(.  7.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
mügucb. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Ponit- 
ten  eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  alle  Elexjlente  dt^ 
selben  nAstJenen  swei  Ptaikten  iät  das  Aage  la  dMiaMII 
sasamiaea  hSm  kSnneii.  Daai  uttw  aia  ibar  iralne  aweltSy 
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von  der  Mten  verschbdeoe,  soodern  die  niiiliche  Linie.  Fal> 

len  ab*»r  niffif  alle  Üire  EleiutMite  nebst  jenen  zwei  Punkten 
ID  eineu  einzigen  Punkt  zusammen,  «?o  ist  sie  zwar  eine  ver- 
schiedene« aber  keine  gerade.  (Vergi.  die  ErUäriuigeu 
oben). 

{.  8.  Folglich  kunnen  iwel  verschiedene  gerade  Linien  mar 
in  eiiiein  einzigen  Punkte  msammeniallen  oder  sich  nchDeiden. 

Denn,  h&tten  sie  z  P^vklegeiiieinschaftlleli,  so  wären 
sie  nach  §.  7.  entweder  keine  airei  vendriedene*  oder  keioe 
gerade  Linien. 

i*  9.  Zwei  gerade  LfadoD  ktoMii  keine  Fignr»  d.  Ik  keine 
überall  begrinste  flicke,  Ulden. 

Benn:  Ue^oi  beide  gernde  Linien  anf  einander»  so  bilden 
nie  nnr  eine  einzige  eerade  Linie,  also  keine  Figur»  Drdit 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  SpHne  von 

der  andern  ab,  so  können  hcifle  nach  §.  8.  keine  neue  Ver 
bindnng  haben,  also  nicht  eine  Fläche  einschliesi^en.  Der  Ho 
gga  aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
wUnb,  aber  keine  Sette  dessirfben*,  jedenfidls  wftre  er  eine 
dritte  Linie»  wid  noch  daaa  keine  gerade. 

§,  10.  Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei' 
ten  haben«  oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein. 

§.  11.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  .schneiden  sich  über  und 
unter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
dungslinie 1)  kleiner  Ist  ale  die  Snninie  Ibrer  Radien« 
aber  aqgleick  3)  grünser  als  die  Differeas  derselben. 

Obgleicb  der  TollstSndige  Beweis  dieses  Satzes  keines* 
w^es  zu  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gebOrl, 
so  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 

Dreieckswinkel  durchaus  nicht  voraussetzt  nnd  srhon  von 
Andern  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  <z[\uz  deutlich  zu 
werden«  zu  viel  Kaum  und  mehrere  Figuren  eriordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlaube  leb  mir,  dass  die  swelle  Bedingung 
bei  Kreisen  von  gleleben  Radien  von  selbst  wegßllt»  weu  die 
Differenz  derselben  =0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  na* 
gleichen  Radien  In  Betracht  kommt 

§.  12.  Aus  drei  tini»Icichen  geraden  Liniei»  kann  also  kein 
Dreieck  entstehen,  wenn  nicht  die  6uuime  von  Je  zwei  Sei- 
ten grUsser  ist  als  die  dritte. 

Es  sei  nandich  von  drei  geraden  Linien  die  eine  <z6  =  4, 
die  andere  ed^^  and  die  dritte  e/=t;  so  Ist  es  nmnoglich 
daraus  ein  Dreieck  sa  bilden.  Denn,  nimmt  man  ri6  =  4  zur 
GnuMÜlnie«  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  srhneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
dien =2-f  i  kleiner  ist  als  di^  Verbinduncrslinie  der  Mittel- 
punkte ihrer  Kreise,  n&nlicbdie  Linie  a6^4.  Will  man  aberc<2=2 
zur  Grundlinie  nehmen«  so  ist  zwar  ab-\ref,  nämlicb  4-f  I, 


I 
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grösser  als  die  Verbindungslinie  ilc^f;  aber  de  ist  sqcI 

grosser  als  die  Differenz  von  ab — i/=lf  folgüch  kann  eb«K 
falls  kein  Durchschnittspunkt  entstehen,  weil  der  Kreis  von 

nff  Jen  Kreis  von  ef  uniijiebt  olirie  ihn  zu  schneidcti.  Mithin 
kann  auch  in  diesem  Falle  kein  Ziisaninjensto.ssen  der  beiden 
Linien  in  einem  ^eiucinsehattlichen  Punkte  statttinden»  also 
auch  die  Figur  nicht  geschlossen  uerdeu. 

§,  13.  Daraus  folgt  Yon  äelbstf  dass  Wk  jedem  geradlinii^^en 
Dreiecke  rü«'  jSamme  von  je  sf^^ei  Sei  teA  grosser  ist  aU 
die  dritte. 

6.  14.  Diu  gerade  Linie  Ut  die  kürzeste  2 u  i scheu  »wel 
Punlcten. 

Denn ,  zieht  mau  zwischen  zwei  Punkten  fi  und  6  eiQ( 

gerade  und  eine  kramme  Linie;,  so  IfiOnnen  die  Elemente  dei 
rammen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gera 
den  Linie  zusammenfallen,  denn  sonst  wäre  auch  sie  eiiK 
i^ernde  Linie.  Es  rnnssen  folglioli  in  ihr  sich  Punkte  linden 
weitln^  auääerhalfi  der  geraden  Linie  lictjen.  Werden  mir 
diese  durch  £;erade  Linien  mit  den  i'unkten  a  und  ^  verbuu 
den,  so  ihre  äummo  nach  6.  13.  allemal  gröj;i«er  als  dji 
gerade  Linie»  welche  die  Crnmdltnie  dieser  Dreiecke  bildet 


§.  15.  Schon  jetzt  lässt  eich  nach  Professor  I  Ii  1  h aut's  Vor 
gange  der  Satz  streng  beweisen,  das^i  die  Sunnae  aller  Wiii 
fcel    eines    jeden   geradlinigen    Üieiecks    =.'1R  ist 

(Tal.  XI.  Flg.  1.) 

■  Beweis  L  Man  verlängere  die  drei  iSeituii  des  Drtii 
ecke  abct  und  lege  auf  die  v^rtSngerte  Grandlinie  «6  ein; 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfe^ 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  gurErkei 

nung  der  vnUcn  Urtidrr'hung  unterscheiden  zu  können.  Schiel] 
nmu  nun  diesen  Pl<'il  auf  der  verläniferten  (iruiidlinie  <j*/  s 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  dcässelben  auf  ä  liegt,  s<>  Ii« 
er  hei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erüttei 
denn  er  deckt  nach  wie  Tor  die  immlidie  in  gerader  Ricbtnn 
▼erlfin^erte  Grundlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt 
so  weit  gedreht»  dass  er  anf  der  Seite  bc  liegt ,  so  ist  d< 
Winkel  ö  die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  al>dar 
auf  der  verlängerten  geraden  LAiug  ö>  lortgesjchoben.  bis  «»ei 
hinteres  Ende  auf  den>  Punkte  c  iicj^i .  so  hat  er  durch  diei 
Bewegung  ebenfall*  keine  Drehung  erlahren.  Diese  zw  eil 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst»  wenn  er  sich  jetzt  ttM  di 
Punkt  c  so  weit  herumbewegt,  das»  er  auf  der  Dreiecks^ei 
ac  Vie^t,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswfnkel  €  gebild 
hat.  Kridlich  rückt  er  mich  auf  der  verlängerten  «eraden  Lin 
fl/'fort,  bis  sein  hinteres  Ende  <iuf  dem  l'unkte  a  angekoi 
mcn  ist,  und  ^vird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  di 
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•Vtinkei  ^  nieder  völli<*  in  seine  vorige  Lage  a;el)raclit ,  welrhes 
'  beweist,  das«  er  eine  g^anze  oder  volle  Umdrehung  iieiuucht 
hat.  Da  diese  nun  einzig  und  allein  durch  die  Dreliuiig  in 
den  Winkel»  t  «nd  (  bewirkt  werden  Ut»  ee  mm  di* 
^umme  ihrer  Dr^bimgevi  einer  vollen  Umdrehung  flfoieh  mbi'i 
Also  ist  die  iSinniDe  top  ^^a-^.^9^^iss4H, 

Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden,  die  Umdre- 
hung sei  keine  voll«»  well  sie  nicht  dorchgän^ig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,   oogteich  es  doch 
'    bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  irirklich  ge- 
schah, so  miiss  dieser  atjrh  i\ovh  weit  mehr  ;i!lf»  Rotation  der 
Uimmeiskürper  leugnen;  denn  Keiner  deri^elUen  vollendet  seine 
Rotation   an  dem  nämlichen  Punkte  des  Raumes ,  sondern 
.  .  .  j^ÜhrfiM  einer,, Bewegung  von  vielen  tosend  Meilen,  und  ^ie 
.  /:  .Träbaateji  sogar  yährend  .einer  zwie&cheo  Bewegang. 

•  '         Nun  Ist  iahsr  (aseh  §^ 

Aif^ft  ■  •  •  •   ,*'/*' 

$.  16.  Daraus  ergebeil  sieh  umnitteibar«  folgende  fiitse  fär 
jedes  geradlinige  Dreieck: 

«  a)   Der  T«>cbte  Winker  is^t  grüsser  sie  jeder. der 

beiden  andern. 

b)  Es  ist  nur  ein  rechter  qder  stumpfet  {Winkel 

•  darin  möglich.  ■  ,  ' 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senlcrecht  nuf  4lincedrit- 
teu  stehen»  können  sich  niemals  schneiden. 

Denn,  könnten  sie  sich  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden,  fhmn  enthielte  aber  die  Sürame  der  Winkel 
dieses  Dreiecke»  mehr  als  %H,  im  Widerspruch  gegen  15. 

'  '  ' '  .  >  " 

Anmerkung.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  fdr  die 

enklidiscbe  Dettnitlon  der  Parallelen  geftbrt,'  'aber' frei' 

lieh  nicht  för  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  cso  ist  der  da- 
'  ,  "durch  entstehende  Sitseere  WlnKel  gleich  der  Summe 
I" '  der  beiden  gegenflborjsteh'enden. 

Denn,  ist  der  äussere- W!inkel        sein  ]Nebenivir)kel im 

•  Dreieck  die  beiden  gegenüberstehenden  =y  und  d;  iM>  ist 
H.^  a^ß^'lR  (§.  3.)  xmi\  \^ß-VY'¥^^'ULi{^  II);  >l|to  kit 

^«+^=^/3  +  y+dj  folglieb  ^ass/fd.  . 
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{.  17.  l>le  faigeoden  Sätze  von  der  Coogruenz  der  Drei- 
ecke und  einige  andere  sind  freilich  unentbenrlich ;  aber  sie  be- 
dürfen liiar  Mner  Beweise ,  weil  diese  elnuBlHdi  tod  der  Summe 
der  Dreieckewiokel  imabhSngig  and  bekannt  genug  sind,  Ee  eind 
feigende: 

a)  Wenn  alle  drei  Selten  den  einen  Ureiecks  den 
drei  Seiten  eines  anderen  gleich  eind«  so  decken  sie  einan* 
der,  folglich  aueh  die  Winkel ,  welche  gleichen  Seiten  gegen* 

.  gberetehen. 

b)  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nämlichen  Starken  in  einem 
anderen  gleich  sind;  woraus  folgt»  daee  gleiche  Bogen  gleiche 
Sehnen  haben. 

*  c)  Auch,  wenn  zwei  Seiten  und  ein  anliegender 
AVinkel  den  namlicfien  Stücken  in  einem  anderen  Dreiecke 
gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstehende  Seite  grösser  ist  ak  die 
anliegende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Also  auch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken 
eine  Gathete  und  der  anliegende  spitze  Winkel  gleich 
eind;  denn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  zweite  anliegende. 

f)  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grandlinie  einander  gleich;  und,  eine  aus 
der  Spitse  ^ee  gleiehechenkligen  Dreiecke  geftlite  Ve^ 
tloale  Mhiit  die  GmndUnie  deeeelben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
/  so  Int' es  gleiehechenkllch»  d.  Ii.  die  gegenühereteben* 

den  Seiten  sind  einander  gleich. 

§.  18.  In  jedem  geradlinige t»  Dreieck  steht  I.  der  prüsse- 
Ten  Seite  der  gfrössere  Winkel,  und   nmijekehrt  Ii.  dem 

früöseren  Winkel  die  grüääere  Seite  gegenüber.  (Tal.  Xi. 
ig.  2.)  . 

Beweis  von  I. 

-  ,  ab*^  bc  (ex  hvn.),  folglich  kann  bc—bd  von  ab  abge- 
nommen w(;rden.  Zient  man  nun  cd,  so  ist  ^a=jCß  ($.  17. 0) 
Aber  j^ci=:^y  \-  ö  (§.  16.  d));  also  ist  auch  ^ß=^y  {-6; 
folglich  ^ß-\-i=z^/i-2ö,  mithin  ^jS-f  d  oder  ^acb  grös- 
ser als  ^y. 

Beweis  von  II. 

j£Lacb'!>  (ex  hyp.),  also  kann  der  ^d=}'  wom  ^tieb 
abgenommen  uerden.  Dann  ist  aber  ad-=.cd  (J.  17.  #jr)) ;  also 
aa-\-db=zcd-i-dO.  Da  nun  cd\db  ^rö^^ser  als  cb  (§.  13.);  so 
ist  aueh  nd^^-db  eder  4i6  grösser  als  e6. 

$.  19.  In  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  die  Hypete- 
nuse  grösser  als  Jede  der  Catlieteii* 
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Denn  der  rechte  Winkel  Ut  grGaaer  al«  jeder  der  übri- 
gen (j.  16.  d)),  aUo  die  gegenüberstehende  Seite»  die  üy- 
poCmmse,  grtaer  als  jede  andere  (§.  18.  1.). 


20.  Zwei  leekliriiikliM  Dfeieeke  sind  congraent»  

I.  die  Hypotenaee  und  ein  «pUser  Winkel,  deei^eichen 

IT.  ()Ie  Hypotenuse  and  eine  Cathete  in  dem  eineft  Drei- 
ecke  den  nibnlichen  Stücken  in  dem  andern  gleich  sind. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  «ind  aneb  die  beiden  anderen 
als  Compiementswinket  zu  dem  zweiten  rechten  Winkel  des 
Dreiecks  einander  gieicb  (§.  15.  und  $.5.),  folglich  gilt  J.lT.d). 

Im  "zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  gnisser  als 
jede  Cathete  (g.  19.),  löblich  sind  die  Dieieeke  eoiigriient 
nach  {.  17.  c). 

21.  Die  Verticaie  ist  die  kürzeste  aller  Linien  swl- 
mhva  einen  Punkte  und  einer  geraden  Linie,  folglich  das  Maass 
•eines  Abatande  von  dentelheDr 

Denn  alle  übrigen  sind  Hypotenusen,  iolgUch  läoger  als 
die  ▼ertteale  Cathete  ($.  19.).  " 

(.  22.  In  jedem  geradfiDigeii  VIereek«  let  die  Svaae 
aller  Wlnkel%s4JI. 


Denn,  ilelil  man  eine  Diagenale,  so  erhäk  man  iwei 
Dreiecke.  Nun  ist  in  jedem  die  Stimme  der  Winkel  sssSJ^ 
eleo  In  beiden  snaammeii  .s4A. 

§.  23.  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
Bweier  Winkel  =2/2,  so  ist  die  Summe  der  beiden  anderen 
ebenfalle  imd,  elnd  dieee  beidmi  elmuider  gleich,  ee  let 

Jeder  dare'elbea  ssUL 


Jetst  sind  alle  Vorbedingmigen  Forhanden ,  deren  ee  bedarf, 

um  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  fiberall  gleichen  Ab- 
stand der  geraden  Parallelen,  und  die  Gleichheit  ihrer 
Wechsels  Winkel  nach  der  eukUdiscbtn  Methode  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  bevreisen. 

24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Verticalen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  ee  sied  sie  Derellel,  d.  b.  ei« 
babea  fibereil  gleleben  Abetand.  (Tat  Xf«  Flgvd.) 

Hypotbeets:  ^A<M;s^e6yssA 
Tbeeie:  «jr#^. 
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•     '  Beweis.  -  !  - 

•  '  ■  •  ' .  .  <       .    .  ks\  //,  • 

Man  mache  in  beliebiger  Eotferoung  von  a  und  b  die 
Linie  ac=bdf  und  ziehe  cd  nebet  den  Diagonalen  ad  und 
büf  so  tat: 

•  i.  ahz=.ab\  j^bac=z ^abdz::R (ex  hy^.) ;  6c=  ar/(px  constr.). 

Also   ^abc^^abd  (§.  17.  b)) ; 

folglich  6<;=ad;  ^ß=iit;  jCs^C;  und  ^fssd  ale  Conipie* 
mentewinicel  (§.  ö.).  .   .  > 

Ii«  edsstcdi  aessbd  (ex  conatr.)  adsz^h(]L) 

Also  Ac<2aS^e«l6  (§.  17.  a;); 
folglich  4^^:^^ri;  und  da  ^£s=f  (li)j;  so  ist 

r  '  *  4 

J  ■ 

Da  nun 

n.j,  .    wJ.6Är=-<:«6y=Ä  (ex  hyp.) 

so  ist 

. ,  Ul. .  bd==bd;  üd=^bc       ^a^tl'-^  ^Oäc^R  (IL). 

Also   ÄÄifl^AWc  (J.'20;  IL);  • 

folglich  cd^ab\  und  da  ^abd=R  (ex  hyp.)  und  ^bdcsR 
nach  iL«  so  ist  der  Abstand  cd  =  Abstand  a6  (§.  21. )• 

IV.   n.i  endlich  ac,  bd  beliebige  EotfernuDgcn  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  für  jede  Entfernung  von  abi  also  ist 

'  *  §.  24.  Wenn  von  zwei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
vtin  einer. dritten  geraden  Linie  Vertlcal  geschnitten 
werden»  so  sind  sie  parallel. 

,        Denn,  verlängert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  ax. 
.,,.bif  unterhalb  der  Linie  inc,    so   \^\r^\  diese  die  schneidende 
Linie,  und  da  unterhalb  derselben  eben  tsuwobl  rechte  Winket 
sind  als  oberhalb  nach  ^.  3.,  so  muss  hier  das  ^^ämliche 
gelten,  was  oberhalb  bewiesen  ist  ^ 
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<    f.  25^  ^^ff«Rtt<  von  wel'giiadcli  Earallel«!  di«  eine  durch 

eiTiie   flritfe  ijerade  Linie  verticaf  geschnitten  ^virf! ,    so  gd- 
diu»  iNiamiiiUie  aucli  iiel  der  jAud^sa,  (Tai Äl. Fig. 4.) 

Uypotb,  1)  uv:^wx 

2)  ^hay=R. 

tties.  ^dea^R» 

Man  errichte  in  beliebiser  Entfern ung,  z.  B.  in  6,  die 
^  erticule  id,  so  Ut  sie  aU  AliötaDdälioie  =äc  (§.23.).  Also: 

1.  ct6=a6;  ac  =  bd;  j^bac=: ^abd=Il  (ex  hyp.  et  constr.) 

Also  ^ifhe^/^tOd  (i,  17.  b)); 
folgHeh  be:^ttd  und  ^/^j^i* 

n.    cd:rrcd;  av^bd  (l.);  ad~bc  (1.)     /  • 


.  AJßo  ^ccZa^4c£i6  .(5.  17.  a)); 
*  »,'-.  . 

.  llf.  Da  nun  auch  jCi—y  0*);,so  Ist 


:  t"» 
•  «f 


9ß 

oder  ^dea^B, 

{.  26.  Wenn  zwei  gerade  Parallelen  in  einer  Ebene 
VOM  einer  dritten  geraden  Linie  durchschnitten  norden,  so  sind 
die  Wechseiawiniiel  einander  gleich.   (Taf.  XL  Fig.  5.). 

flypoth.  «o^tBix 

Thes.  ^a=.^ß . 

Beweis. 

Man  fnllo  i\us  a  und  il  Verticalen  auf  die  gegenüberste- 
hende Paiailel-Liiiie,  so  ist: 

ad^ad;  ac=:db  (ex  hyp.  und  {.2S.);  ^d=:^]^=A(ezconatr.) 

Also  ^adc^^adb  ({.  20.  II.); 

folglich  ^a=^ß. 
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|.  97.  Wenn  bei  zwe!  in  einer  Ebene  liegenden  geraden 
Uoien»  welche  too  einer  dritten  geraden  Linie  durchschrntten 
werden,  die  Wechaelswiokel  gleipb  md,  so  sind  die  Li- 
nien parallel. 

Hypotb.  ^ßssßi  Tbe^  mitwx. 

Beweis. 

bt  flgar  und  Constmctioo  eben  wie  oben«  «o  Wt: 

I.  ad=ad\  ^a=^jCß  (ex  hyp.)»  jLf=^^  (ex  constr.) 


II.   Za=l3  (ex  hyp.)}  und  ^c=£  (I.),  folgllcb 

also  Vertical«  oe  a  Veftleale  bd\  mitbin  av^toa?  ($•  24«). 

§.  28.  Die  übrigen  Sät^e,  nämlich,  dajbs»  bei  geraden  Paral- 
lelen» die  Ton  einer  geraden  Linie  dnrchsehnitten  werden,  der 
ini^ere  Winlcel  dem  an  der  nämiicheD  Seite  gegenüber- 
•lebenden  gleich  ist,  und  dass  die  8umme  -der  beiden 
inneren  Winkel  180"  betrfi<^t,  iiobst  deren  Gegensätzen,  sind 
nun,  durch  Uülie  der  Vertical-  und  Neben- Winkel,  auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  8o  leicht  zu  beweisen,  dass  eine  nähere  fät- 
Wickelung  dieser  l^eiieise  völlig  überilüftfijg  scheint 


Alao  ^adb^^ade  ($.  20, 1.); 
folgiicb  Msa«  and  ^tss$. 
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lieber  die  s eometrlsclie  Monstruktton 
der  imaginären  Wurzeln  einer 

Gleieliiins« 

* 

Von 

Herrn  H.  Scbeft'ier^ 

Bta-Candiietettr  bei  dos  iI«fiogl*  BmaMchwaiglicheii  BiarabtluMi  %n 

Br  AB  Ute  h  wo  Ig* 


Das  gewöhnliche  Verfahren  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  nülteUt  geometrischer  Konstruktion,  wo* 
Wi  man  dk  UeMannto  x  wie  eine  ver&nderliche  Abszisse  und 
den  Werth  der  gesehenen  Funlction  für  jedes  zugehörige  x  wie 
eine  korreBpondirende  rechtwinklige  Ordinate  behandelt,  und  die 
Altszissen  sucht,  für  welche  die  nurch  die  Endpunkte  der  Ordina* 
tili  fr(Oei?te  Kurve  die  Abszissenlinie  durrhschneidct,  ist  nur 
brauchbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 
finden. 

Wenn  aber  die  GleichiiDg 

F(a?)=0  (1) 

toeh  inaginftre  Wnrteln  von  der  Fenn 

«Äwf^^  =  r  (cos^  +  ein^V^^)»  .m*..  (5) 

weiches  überhatipt  die  allgemeinere  Zahlform  ist.  In  der  auch  die 
reellen  Werthe  enthalten  sind,  besitzt;  80  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Auädruck>(  für  x  über  in 

F(re^V-i)  =  F[rvcü.s<p  +  sin9V^)l=:0  (3)    -    .  \ 


r 
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Hierdurch  erhält  ni^in  eine  Gleichuog  zwischeu  zwei  rou  eiaan- 
fler  gati£  unubhängi^eu  Grööäen  r  una  9.  Die  Letzteren  sind  aber 
wegen  Gleicbung  (2)  an  die  Bedingung  geknüpft,  das«  r  stets 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  ^  Irgend  einen  po- 
eitivcn  oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Werth 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  j;esetzt,  die  Untersuchung 
blo«»s  auf  reelle  (Tiüssrn  zu  beschränken,  welche  der  Gleichung 
(2)  ein  Genüge  leisten.  Ühuc  die  genannte  Bedingung  wurde  die 
Gleiebang  (3)  den  Gbarakter  der  Unbestinmitbeit  annebmen ;  man 
könnte  dann  z.  B.  flir  tp  jeden  beliebigenWerth  setzen,  um  durcb 
Auflösung  för  r  einen  dazu  gehörigen  Werth  der  letzteren  Grösse 
zw  Hfideii  Dies  \vnrde  dem  Falle  entsprechen,  das«  man  In  Glei- 
chung (1)  Tür     einen  Ausdruck  von  der  Form 

substituirt  hiitte,  der  aus,  zwei  Faktoren  von  allgemeiner  Form 
beat&nde,  und  wovon  der  erste  jpc«V— 1  den  obigen  Faktor  r  und 
der  zweitf*  qci^^^^  den  olnii^en  Faktor  i>9=V^i  in  Gfcichimg  (2) 
verträte.  Arijjesohen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Eiulübrung  beliebiger 
reeller  oder  Imaginärer  Werthe  iBr     in  Gl^hnng  (3),  wodincb 

C0S9?  +  sin9)V^  —  1  =  eSpV-*i 

die  Form  qe?^—^  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichung 
kommen  tvürde,  die  im  Allceineiiien  für  r  imaginäre  Wurzeln  von 

der  Form  «<»«V-i  enthielte;  sjo  iat  doch  zu  bemerken,  da^s  die 
mtar  anraieii .  Umelittden  exlativende  DnfwIlMinrtfaett  der  .Glet- 
ehiing  .i(3)  sieb  nur  aaf  die  Weitbe  mn  4p  mtd  r»  ni^t  aber  auf 

die' daraus  znsammengesettten  Wertbe  von  xz^revV-^,  also  aneb 
nicht  auf  die  Autlösungen  der  gegebenen  Gleichuog  (1)  iberMgt 
f>enn  wenn  irgend  ein  Werth  noa  ^  die  Grfisee 

in  die  Form  qeßV=^i  überlKhrt^  und  r=p«V-^  ein  Wertb  isl^ 
weleber  sich  för  jene«  9  aus  Gleichung  (3>  ergibt»  so  bat  man 

=  (pq)  [cüs(«  i-ß)  +  sin(«  +  ß),  V^i], 

worin  nun  {pq)  und  (a-J;^ß)  re e  1 1  e  Grössen  sind.  Beschränkt  man 
steh.  alHo  -auf  die  -omge  Bedingang,  daas  In  Gldelrang  (3)  r  vieA 
^  nur  reelle  Werthe'  haben  sollen;  ivflrde  Man  eben  dieselbe 
vorstehende  Auflösung  für  x  erhalten  mOssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  9  =  (o-f|3)  gesetzt  h&tte,  vraa  dann  filr  r  den  Werth 
{pq)  geben  musate.;  ... 
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SdbclaiiT  UeibC  aber  oeBMi  uter  Bedbftchtimg  4vt  MMuiofott 

]ßediiigiiiig»  welche  ja  die  Werthe  von  w  und  r  nur  in  die  weiteo 
■  Caränzen  unendlicher  Zahlenreihen  einschliesst,  für  die  Gleichun^ij 
(3)  noch  ein  p^osser  Spielraum  flor  ünbestininitheit.  Dass  die* 
icdoch  nur  stheinltar  ist,  leuchtet  ein,  wem»  niai»  die  Funktion 
jF  in  jener  Gleichung  so  entwickelt,  duHS  liaä  Reelle  von  dem 
r^u  Imaginfiien  sieb  goDdert  Angeoommeo  dies  gebe 

F(r,9)+jr  (r,9>) .  V^=0  ......  (4) 

r 

Om  diese  Gleiehuoe  nur  realisirl  werden  kans«  weee  der  reelle 
■od  der  imaginäre Tbeil  für  sich  gleldb  Nuli  wird;  eo  serftllt  die- 
selbe in  folgende  »rel  Gleiebungen» 

#*(r,9)Ä0........(5) 

/^(r,9)=0 .......  (6) 

Jetzf  bat  mam  zwischeo  den  beiden  Unbekannten'  r  nnd  eirei 

Gtetchungen;  die  Unbeetininitbat  Ist  also  verscbwonden,  oder 

bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  Wurzeln, 
welche  einem  jeden  Systeme  von  z^vci  höheren  Cleichiinf^cn  mit 
zwei  Unbekannten  nacb  dem  besondereo  Charakter  jener  Gleichun- 
gen eigen  ist 

Wollte  man  behufs  geometrischer  Konstraktion  der  Wurzeln, 

dieser  Gleichungen  sich  in  der  iTf^vöhnlicheo  Weise  eines  rpcht- 
H'inkligea  KoordiDatensystema  bedienen  s  ao  könnte  man  folgen- 
dermaasaen  verfahren. 

Man  substituirte  eewobl  in  (5),  wie  in  (0)«  für  ip  einen  be- 
stimmten Zahhvf^rth  rp^^  und  behandelte  bloss  r  als  einzige  Ver- 
änderliche, welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  von 
0  bis  +0D  S6U  variiren  wäre.  Diese  Werthe  von  r  trüge  mau  von 
demselben  Mittel[>unkte  aus  auf  Ein  und  derselben  Axe  als  Ab* 
esiaeen  tmt  Die  entsprechenden  Wertbe  von  P(r,cpi),  als  recht- 
^  winklige  Ordinaten  bebandelt,  erg&ben  alsdann  £ine  Kurve  und 
die  von  F"{r,cpi)  ^'"^  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.  Ange- 
nommeu,  diese  beiden  Kurven  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte  Ai.  Für  einen  möglichst  benachbarten  WVrth  von  9,  der 
973  heisse,  würde  sich  dann  durch  l  'ir,g>^  und  / ''(r,<^2)  ^^^^^ 
selben  Aze  ein  zweites  System  von  swei  Kurven  ergeben ,  wel- 
ches sieb  in  dem  Punkte  schneiden  möge.  Auf  diese  Weise 
liesse  man  (p  in  der  Reihe  von  0  bis  -|-qo  und  von  0  bis  — x  va 
riiren.  Die  genannten  Durchschnittspuokte  A^  ,  A^^^  der  aus  je 
zsvel  Kurven  bestehenden  Systeme  wurden  sich  dann  durch  eine 
neue  Kurve  verbinden  lassen.  Der  Durchschnittspunkt  dieser 
nenen  Kurve  mit  derikbszissenaze  Ueferte  alsdann  rae  Absslsse« 
weiche  HHr  r  geoommeDt  den  firaglieben  Glelebuiigeii  ebi  Gen%e 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  swei  Theile  und 

ihaii  XV.  as 
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und  der  Betvchnung  der  genannten  Doppelkurven  Mhr  mnstSnd* 
lieh,  soitdeni  auch  deshalb  UDroUkomiDaD,  weil  sich  vermlttetot 

deaaellM  11  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  daau  gehd« 

rigen  Winkels  cp  und  überhaupt  nicht  unmittelbar  die  ^eünichte 
Grr»s«*>  X  graphi>;rh  darstellt,  wie  es  von  der  geometrisch eii  Dar- 
stellung des  in  (1(  r  gegebeneti  Gleichung  liegenden  Gesetzes  ge- 
fordert werden  muas. 

Besser  im  Geiste  der  geometrisehen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  aiän  -^nen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Axe  festgeleL^t  liat,  stellt  man  sofort  den  Werth  von  F(x)  aus 
Gleichung  (1)  für  irgend  ein  .r  dar,  indem  man  als  a:  eine  Linie 
von  bestimmter  Länge  r  \\i\]i\t,  die  sich  unter  irgend  einem  Win- 
kel w  gegen  den  positiven  Iheil  der  reellen  Axe  neigt»  aUo  eine 
Linie  von  der  Form 

a; = re?  V— 1  =  r  C0S9  -|-  r  siny .    —  1 . 

Die  positiven  Wertbe  von  9  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
negativen  rechts  hemm  gerechnet  Bei  dieser  Darstellung  von 
f^)  führt  man  schrittweise  die  darin  vorkommenden  Operationen 
aus>  indem  man  mit  möglichster  Vermeidung  der  Rech- 
nung namentlich  die  Ne!s:iin{>en  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammensetzuue  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann  in  der  Hegel,  wenn  die 
Funktion  F  nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  Längen 
der  einseinen  Strahlen  wa  herechnen.  Diese  Längen  sind  meistens 
nnahh&ngig  von  dem  Winkel  7,  und  dies  gewährt  den  Vortbeili 
dass  wenn  man  einmal  für  eine  Reihe  benachliarter  Werthe  voar« 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0  bi.^  f  er  liegen,  jene  Längen  berech- 
net hat,  man  dieselben  Längen  iür  jeden  beliebigen  anderen 
Werth  des  Winkels  9  gebrauchen  kann. 

Die  Grandregeln  hei  dieser  KonstruktioD  sind« 

a)  für  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einen 
Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 

Richtung  gelegt  werde; 

ö)  für  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  ihm  direkt  entgegengesets- 
ten  Richtung  getragen  werde; 

c)  für  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Multiplikation  xler  absoluten  Quantitäten 
der  Faktoren,  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
Vörw&rtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Efinen  Faktors 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Falrtors  erhalten 
werde; 

d)  für  die  Division,  dass  die  absolute  QnantitSt  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidends  und  Divisors,  die  Nei?unir  des  Quotienten  iedocb 
durch  Rückwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Divtdeods 
um  den  Drefaungswinke)  d^a  Divisors  entstehe; 
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«)  fiir  die  Pof  ensiruiie  zu  eioem  positiven  Minen  fixp»* 

ncnten  n,  dass  die  absolute  Quantität  der  Poten/ gleich 
derselben  Potenz  von  der  absolutefi  Quantität  des  Grund- 
faktors, da<;egen  der  Drefauiigsivinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  niacheii  des  DrehungsirinkeU  de^  Grundfaktor^  sei; 

f)  für  die  Wurzelausziehung  zn  einem  positiven  ganzen 
£:iponeoten  tt,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
Uten  Wurzel  aee  der  QiuiatHSt  der  gegebeaen  GrOsee» 
dagegen  der  Drehimgewinkel  gleich  dm  Uten  Theile  dw 
Dieliangewiiikele  diwer  OrOeee  sd« 

Nach  der  H^el  (c)  ist  auch  Moltiplikatios  einer  Grosse  mit 
de»  FaislereD 

od<nr  niil 

#»V^,  e*^-*,  e  * 

gleichbedeutend  mit  einer  V'orwärtsdrebang  le&pqct.  um  |dO^, 

Hierdurch  erfi:i?>t  sieh  durch  die  obis^e  Konstruktion  ein  Po- 
lygon, welches  forn  Nullpunkte  ausläuft,  und  welches  mit  dem 
letzten  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfalieii  mu8S, 
wenn  der  angenommene  Werth  von  x  eine  Auflusung  der  Giei^ 
ekung  (l)jsein  eolL 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausföhren  könne«  muss  die  Funk- 
tion F  in  solche  1  hoile  zerlegt  sein,  anf  welche  sich  die  Reirein 
(a)  bis  (/)  zur  Erzeugung  der  aul  eiuauder  iolgenden  iStiteu  des 
fraglichen  Polygone  annittillMr  kk  Anwendung  bringe  laaeettr 
HMIe  man  a.  & 

9Xa)rr^Aaf»^¥^ «»-f  leg«  m 

worin  der  Koeffizient  A  irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
gemeinen Form 


ne*V^ m  eeoMr  +  «alDtf.V^i 
dagegen  c  aar  eine  absolate  Zahl  darstellen  müge^  also 

•o  miaete»  wenn  man  ann  fllr  x  den  allgemeinen  Weitb 

eiafilliren  wollte,  das  Glied 

logi;= log  [r(co8g)  +  ala  9.  V 
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gebracht  werde».   Dies  gibt 


oder 


Wetiü  man  in  allen  Gliedern,  von  denen  jedes  eiue  Seite  des  ' 

Polygons  ergibt,   die  liichtungfikoef&zieDten  deutlicher  aU  Poteo-  \ 

vim  €  maniTen  uiul  annerdem  4ia  Fmiktioii  auf  der  liahHi  1 

Salto  ao  daratollen  will,  daaa  die  elaaeben  Tbeile  tiMwall  ab  ; 
SttnuDaadea  eraehaiaan;  ao  kana  man  aoch  achreibae 

Die  absoluten  Lfhmen  er,  log^r  der  ersten  drei  Glieder 

sind  unabhängig  von  jedem  VVerthe,  den  man  für  tp  einfShren 
müge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sieb  mit  w,  iNachJeja 
alao  die  erataran  drai  fiar  irgend  eiae  Railw  van  Wertlian  Ar  r 
berechnet  abd,  kann  maa  alek  deraelben  für  jadea^bdiabigMi 
Wertii  voa  9  bediaaan« 

Ferner  erhellet,  dass  die  Richtungen  der  sich  durch  diese 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseitee  unabbäBgig  sind  ftn 
der  Länge  r  der  für  w  aagaaaaimenen  Lbie,  dass  alaa,  weao 
maa  daa  fragliche  Polygon  eKst  einmal  fiir  einen  baatiamtoa  Werth 

von  r  imd  9  entworfen  hrit,  die  Seiten  aller  Polyi^one ,  för  welche 
man  bloss  r  in  der  gedachten  Zahlenreihe  variiren  lässt  und  9 
konstaut  erhält,  dea  iSeitea  des  ersten  Polygons  parallel  s«io 
werden. 

Gibt  man  nun  in  F(x)  der  Grosse  a:  irgend  einen  bestimmteo 
Neigungswinkel  <Pi  und  lässt  dann  deren  absolute  Länge  r  vonO 
bis  -f  00  variiren;  so  beschreiht  der  zweite  Endpunkt  de^  fragli- 
chen Polygons  eine  Kurve,  welche  duicli  deu  iNullpunkl  uebe» 
muaSt  waaa  ea  för  ein  sugeliSrigea  geben  aoU,  walcfesii 
dar  Form  riesi'tV^iadri  dar  ffegebaaen  Giaicboag  ein  Crenflgelei* 
stet.  Gibt  man  jetzt  dem  Winkel  g  einen  zweiten  Werth  92  "1.^ 
lässt  die  Länge  r  durch  eben  dieselbe  frühere  ZakiaBraUia  varin 
ren;  so  besenreibt  der  Jetzte  Endpunkt  des  Polyj?ons  eine  zweite 
Kurve.  9g»  y^,  (p^  eni^lht  eine  dritte,  vierte fünfte  ....  Kurve. 
Diese  Wertbe  von  9  müssen  uun  aiiuiählig  sowohl  die  Reihe  der 

paaitivea,  arle  der  nagatiren  Zahlea,  alaa  die  Reliie 

'  ■  aD.»**.0«***.  "^a^ 
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durchlaufen  ,  um  alle  muo^liL'hen  Kurven  zu  ergeben«  walsli»  4tr  « 
Ir^gUcbe  i^didpuiikt  des  Poiygoos  beschieitieo  kann. 

Statt  daM  nun  ^In  dtaaer  Waise  über  jeda  Gribna  Uiumw 

wachsen  lässt,  kann  man  auch ,  indem  man  in  die  gegebene  Glel- 
cliunjr  statt  den  Ausdruck  2/£7t-^<p  schreibt,  worin  k  eine  will- 
Iciihrliche .  aber  positive  oder  negative  ganze  Znbi  bezeichne^ 
erst  überall  Ji—0  setzen  und  nun  erst  <p  von  0  Iiis  2?r  variiren 
lassen,  dann  ^=1  setzen  und  hieraui  ^  ebenlailö  nur  von  U  bis 
Sflv  ▼aiiirea  laaaan  u,  a.  f. 

Ob  es  nutbis  sei,  dass  man  den  Winkel  <p  in  vorstehender 
Weise  ins  Unenoliche  i^achsen  lasse,  um  alte  denkbaren  Kurven 
der  eeoaniiten  Art  zu  erhalten,  oder  ob  sich  für  gewisse  Perioden 
dar  Weriha  toh  y  HmMar  wMer  diaaalban  frObmii  Kanm  wto* 
derholen  mfissen,  in  welebem  Falle  man  daoD  dan  Wmkel  9  oar 
zwischen  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zn  variiiaR  hmiohtQ^ 
ttfogt  Tao  der  Beachaffeafaait  der  Fiuiktioii  F  ab. 

Mau  erkennt,  dass  iu  dem  obigen  für  F(x)  gewahlteo  Bei« 
apiflle  daa  erste  Gliad 

•  « 

seine  Fundamentalwertbe  regelmassig  wiedeibolt*  aabald  nao  m 
Too  0  bb  39r  hat  i^baen  hissen  and  nan  Ober  3if  bhumagehi 
Mma  eM-^*^^9)iy^^  deoaelben  Neigungswiakel  danteilt»  wie 
«(•Hf)^*^,  Ferner  erkennt  man»  dass  in  dieser  Periode  auch 
alle  ^^enigan  Warthe  vorkonimeDf  welche  At^  für  irgend  em 
MgatiTaa  9  aan^aian  kann,  indem  e(«-i(9te+9f))^^  ^011. 
'  adfras  Neigungawinkel  darstellt»  wie  e(«4->(s»-f))V^.  Dieses 
amtcii  Gliedes  vregen  bcanebte  man  aum  abe  ^  w  von  0  bin  Sa; 
fiichaen  an  lasaea. 

Die  Wertbe  des  zweiten  Gliedee 

V^S .  e<*-l-|^^'»— V«r 

kehren  jedoch  erst  dann  regelmässiij  \vio(ler,  wenn  9  von  0  bis 
47t  gewachsen  ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Wertbe 
yorgekommen,  sveh  be  sich  lür  negative  9  einstellen  würden. 
Wegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  aJso  eine  Variation  von  9  awl< 
achen  den  Giinaea  0  und  4«  erforderlieb. 

I>as  Glied  logr  ist  für  alle  Werthe  von  9  dnsaeUie  «ad  erler* 
dert  demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkeis. 

Daa  letzte  Glied 

9  .  e^^-* 
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ümAmI  sfilMii  Werth  mit  Jeder  Variatlea  von  9,  Ut  auch  «famid»» 
res  für  ^<p,  ab  (ür  Da  dasselbe  jedoch  eiMD  boMlwMiM 

Rirhtiiiigskoefrizienten ,  also  euie  konstante  Neigung  gei^^ri  die 
reelle  Axe  besitzt,  und  ausserdem  mit  9  gleicnfurnug  i«äch;$t; 
80  wird  man  sehr  bald  erkennen,  ob  und  wie  weit  es  erforderliGh 
ist»  dieses  letzteren  Gliedes  wegeu  die  Variationen  von  f  auszu- 
itehnea«  indem  muk  iniroer  vor  Angm  bat»  daw  die  sn  koMtal- 
renden  KMtwtm  dtm  Nuiipankto  sidb  oftlMTii  und  «dit  deiiMlh«» 
flieheil  eotlen. 

Nach  diesen  \  orbetracbtungeo  schlägt  man  nun  folgeades 
j^ysteraaäsche  Verfahren  ein. 

Nachdem  man  den  Nullpunkt  O  und  die  |MM5ftive  reeUe  Axe 

0. Y  (Taf.  XL  Fig,  6.)  festgelegt  hat,  gibt  man  in  Gleichung  (3) 
dem  Winkel  9  irgend  einen  bestimmten  Werth  tpn  womit  nuiu  <lie 
Variatioeen  von  9  beginnen  will,  und  zieht  durch  O  die  Linie 
ODi,  welche  sich  iwiter  diesem  Winkel  UiOX=^(pi  gegen  die 
Axe  OX  neigt.  Indem  man  nun  vorläuüg  9  =  91  konstant  erbStt« 
liieet  oiee  die  aheeinte  Länge  r  der  Uebekannten  s  vee  0  gegen 
H-OD  variireiL  Ffir  Irgend  einen  solchen  Werth  rt  tob  r  ai^e 
ana  die  Konstruktion  der  Funiction  F{r\e9i^^^)  dae  Im  Null- 
punkte O  anhebt  Ilde  Polygon  0Ä\B*iOi  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  C\  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  durch  den  Punkt  Oi  mit 
OOi  parallel  die  Linie  CiD\  und  mache  deren  Länge  ^t\. 

Für  einen  zweiten  Werth  r"i  von  r  sei  bei  deni  selhen  VVertbe 

von  0  das  durch  F{r"ieV^^^^)  eich  ergebende  Polygon  dargestellt 
durch  ÜA''iB''iC'ij  und  es  sei  wieder  parallel  genoi»- 

üken  so  tieraelben  Linie  QDi  md  an  Lftnge  gleich  r"i  gemebl» 

In  Shntlcber  Welse  mögen  ah  Endpankto  der  FolvgoB»  Air 
den  konstanten  Winkel  (pi  resp.  fflr  rszf^^»  f^i»  r^f%.«diitarfEte 

01,  C^i,  0\        und  in  paralleler  Hinausrückong  Uber  diese 

Punkte  die  Punkte  l>'i,/>'i»  Z>^ji      entstehen»  wobei  die  Linien 

nnd  simmtlicb  parallel  an  Oi^  sind, 

ftle  Variationen  von  T  för  den  Werth  fp^tp^  dehnt  man  ebec 
Mo  SS  fto  Tveit   aus,   dass   einige  der  Punkte  Ci,  6%,  C*', 
dies  seit  und  einige  derselben  je  nseü  der  Linie  Qi\  an  ISm^ 

gen  kommen. 

Hieraaf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  Oi,  C"i,  C"t^ 
wie  aacb  die  Punkte  i^i ,  D\ ,  D^^ ....  durch  Kurven ,  von  de- 
nen die  erstere  die  Linie  ODi  in  d«cn  Punkte  und  die  lete» 
tere  diese  Linie  ODi  in  dem  Puokte  Di  durchschneiden  n3ge. 

Jetzt  set/f  n»af(  für  9  einen  zweiten  Werth  tp^  und  legt  die 
Linie  OD^  unl(i  (hm  iNeiy;uügisvvinkel  9^  g^^g«*"  di«  Axe  OK* 
Ebenso,  wie  vorhin  iür  9=^91  die  beiden  Punkte  Q  und  in. 
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der  Tuime  OD^  gefunden  sind,  werden  nun  für  9)3Sf^  dkl  bild— 
PciDkte      and  14  in  dttr  Linie  O/^  «fSMittoit 


Ffir  einen  dritten,  vierten,  filnfteo  Werth  9%,  q>A,  97«  für  9 
'    erballe  mtn  dann  in  den  LIpien,  welche  sich  ontet  Aeeen  Win- 


M  Od,  welche,  indem  Winkel  dOXz=qy^  ist,  rückwärts  nach 
und  />5  verlängert  ist)  die  Punkte       und  ^3,   64  und  V^, 
und  Dp,   Dass  ein  Punkt,  wie  Dp,  in  der  rückwärts  gerich- 
teten  Vei&ngerang  der  betreffenden  Lfaide  M  Hege,  charakteri- 
eirt  sieb  dadurch,  dass  derselbe  airiefben  O  und  den  Endpunkt 


Richtung  der  hier  in  Frage  kommenden  Linien  0/>i ,  0/>a»  OIJ^... 
durch  diejeniffe  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
den Punkte  C  nach  dem  zugehörigen  D  hin  erstreckt,  und  nicht 
nwgelrebft  ven  D  nacb  C 

Diese  Variation  dee  Winkels  <p  sMt  man,  wen  man  nor 
Eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
bis  sich  in  den  Linien  0(^/)i,  OC2/>2....  die  Lage  der  beiden 
Punkte  Ci  und  Dy,  und  D2,....  in  Beziehung  zum  Nullpunkte  . 
O  umkehrt,  wie  bei  OD^C^,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
Mallpenkt  O  nwiecben  jene  beiden  Pttnkle  OUt,  wie  bei  CMD^ 
alao  €^  in  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  fiiebtnng 
▼OD  4;  diffetolienden  Jiinie  (M  an  liegen  kommt 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  Ci,  Ci*.-.  durch  die  Kurve 

CiC^C^QC*    und   die    Punkte  />x,  D*         durch    die  Kurve 

DiD^D^D^b^,  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  von 
Polygonen  eoth&lt,  wird  durch  den  Nullpunkt  O  gehen,  also  eine 
Anmnng  der  gegebne«»  Ctteiebw^  erkennen  laeeen« 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  mit  O  zusammen- 
fllUt,  also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  CiC^C^OC^C^  sich  auf  einen 
t^unkt  O  reduzirt,  die  Richtung  dieser  Sehne  mit  der  Tan- 
gente der  eben  genannten  Kurve  für  den  Nullpunkt  O  zusam- 
menfallt Aust^erdeiu  wird  das  Verbindun^sstfick  C^/>3  zwischen 
dieser  Kurve  und  der  anden^  O^D^D^DD^D^  glekh  der 
Länge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O  an  die  Kurve 
(\0C^  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschn  itte  Z)  mit 
der  Kurve  DiDD^;  so  stellt  OD  sowohl  nach  Längen 
wie  nach  Hichtung  den  Strahl  a:=reyV-i  dar,  welcher 
deir  ge£<(^beneq  Gljßichung  e^u  Genüge  leistet  oder  eine- 
WuTxet  dieser  Gleichung  tat. 

Wenn  die*  gegebene  Gleichung  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
hat;  so  wird  die  Kurve  CyOC^  io  eben  so  viel  Windungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
schiedenen Zweige  von  O  bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  be- 


MMa»  flmeige  der  Com  OgMD^  ergeben  nlndann  die  ver- 
■iiidenen  Wunrnki. 
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Es  leaehtet  ein,  dMa  die  reellen  Wnndn  daidb  ileeee 
Verfahren  nicht  dargeetellt  werfen  kSnoen»  eeMd  die  konetae- 

ten  Grossen  der  Funktion  F  sämintlich  reell  sind,  weil  aiedaee 
Afiromtliehe  Poly^onseiten  nnd  «lemnach  auch  alle  Kurven , 
CiGC^i  und  D'JJ^IT'i  in  die  reelle  Axe  fallen,  wel.  lie  Inf 
9=0,  7t,  in,  371;....  zugleich  die  Linie  0/>|  darstellt,  t»odas« 
anter  eolclian  UmstSnden  ein  jeder  Punkt  dieser  As»  ab  genieb» 
scbafUidieT  Dnrcbechnittspnnkt  mit  jenen  Kufven  engeaehea  im* 
den  künnte. 

Die  imaginären  Worzelti  der  alorebraischen  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffizieuten  führen  nach  Vorstehen- 
dem  «n  einer  sehr  gefölllgen  Konstruktion.  Man  krancbt  niaM 
liei  diesen  Gleichungen  die  Kurvenbügen  OiCi€f*i  und  I^iDiD^t 

far  nicht  darzustellen,  nm  die  in  ODi  liegenden  Pmikte  Ci  u«c 
>i  zu  finden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demnscl 
die  Kurven  C^OC^  und  DiDD^  unmittelbar  festlegen.  Es  sei  n 
diesem  Ende 


die  gegebene  Gleichung.    Ist  nnn  iu_Taf.  XI.  Fig.  7.  OD^  die 

Richtung  irgend  eines  für  x'=iref^'~^  aogenoromenen  Strahles» 
also  Winkel  JJiÜÄ=(pi  und  ÜAiBiCt  das  iiSr  r=^ri  sich  eige- 
beude  Polygon,  indem 


der  iSeigungswinkel  von  i^iQ  gegen  OA  gleich  2q>;  mithin  Win- 
kel Ai6iC\=^OAiny  Soll  nun  der  Punkt  in  die  Linie  OA 
ialien;  so  muss  auch  Winkel  OCiBi=CiO Ai  und  die  Länge 
der  Linie  B|  ^  s  OAi »  d.  i.  erj^ssa  sein. 

Hiemach  erhält  also  die  dritte  Seite  BiCi  des  fraglichen 
Polygons  eine  konstante  von  dem  besonderem  Werthe 
Wt  ues  Winkeis  90  oder  von  der  Richtung  der  Linie 
uDi  gana  vnabbftogige  LSnge,  welebe  gedieh  derLSn^e  dM 
bekannten  Gliedes  OA^^a  in  der  gegebenen  Gleicba^g 
ist.  Die  LSnge  des  hiersn  gebOiigen  x  wird  also  ebenfiüls  kos- 
Staat  and  awar 


Mau  kann  aisu  schon  voraus  ^chliessen,  dass  die  absolute 
Quantität    (der   Model)   der  gebuchten   imagiuäieii  Wurieb 


a  +  6ar+«jf*==0 


oder 
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—         «ein  wird.  Da  die  Liage  der  wreitoo  Seite  A^Bi  dee 
Polygone 


Ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  9  unabhängige  koo* 
stante  Länge  bewahren  wird. 

Um  al8o  fSr  die  verschiede  nenWertbevonooder für  die  verscbie- 
di»nen  Richtunijen  0/)j  die  Punkte  Ci  und  Di  zu  finden,  macht 
man  auf  der  poisitiv  reellen  Axe  OX  die  L£nge  0^j=e»  be* 
schreibt  um       mit  dem  Halbmesser 


einen  Kreis ,  zieht  /i,  parallel  zn  ODj  bis  an  den  l'mfanj»  die- 
ses Kreises  \i\n\  schneidet  mit  der  Zirkelüffnung  ct^z=z(i~OAi 
=  ßiCi   von  in   die  Linie   ODi    so   ein,   dass  Winkel 

BiCiO^AtOCt  wird.  Dies  ergibt  den  Punkt  Q.  Macht  man 
daianf  in  02>i  «e  Länge 

10  findet  man  auch  den  Punkt  Di. 

Anf  dteee  Wdee  let  In  Tet  XI.  Fig*  7.  die  «Ueidiung 

oder 

konatruirt,  worin  man  o=2,  6=2»  c=sl,  aieo 


bat  Die  Kurve  CiOc  Ist  eine  geschlossene,  welche  üher  und 
unter  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  Schenkei  besitzt, 
welche  zweimal  durch  den  Nullpunkt  gehen  und  daselbst  eine 
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Schlinge  bilden.  Die  ebenfalls  aas  zwei  kongruenten  Sc^eiikelu 
bettebende  Com  DgDD^  bealtKt  In  der  reeUen  Aze  links  von 
Nullpunkte  bei  d  eine  widerkAhrwde  Spltia  Di#  Mde»  i» 
gioiren  Wnnebi 

und 

»=-l-V_l=V2(-i_lv^) 

sind  dargestellt  resp.  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD' 
M  die  bttiden  Scheoktl  der  Kurve  C^Oe  im  r^allpunkte  'O. 

Für  den  Werth  a  =  ir,  also  S^Kris  faUen  die  drei  Seiten  OAi, 
AiBi  t  BiC\  lies  obigen  Polygons  in  die  reelle  Axe  dereestalt, 

dass,  wenn  die;  Koelllzienten  a,  b,  c  sämmtlich  positiv  sind,  OAi 
die  positive,  ^li^i.  die  negative  ond  B^Ci  die  positive  Richtung 

mummt,  eise 


wird.  Wäre  nun  OA^^BiCi  oder  20-4 


d.  i.  4a  <— ;  so  Iri^not»  iKe  Knr?«  <^Oo  den  Nidlpnekt  O  eicht 
erreicben»  es  gSbe  aUdamn  keioe  imeginärea  Wureein. 

la  Te£  XL  Flg.  8.  iet  die  GMebmig 

oder 

konstrnirt.  Hier,  wo  das  zweite  Gllec?  negativ  ist,  mnss  die  7ivf»Ue 
J^eite^j^i  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OÜt  direkt  entge- 
gengesetzte liiehtun^  erhalten.  Dies  erzeugt  antänglich  Polygone 
Tmi  der  Geetelt  OAiBi  Im  Uebrigee  lel  dee  Veffilrai  dem 
heren  glelcb.  BlUs  lüdet  Mdi»  4«ee  die  üjeiee  C^Qc  der  rUrdle 
Glelchueg 

geRteteieii  ffMk  Ist,  ^eee'-  eber  jelit  efaiem  WbikM  ^  der 

7:\veite  I>iircnsehnitts(Minkt  der  Linie  0€i  mit  jener  Kerre  ange- 
hr^rt.  Die  Kurve  DiDO  nimmt  eine  von  der  fnlheren  abwei 
cbende  Geetilt  an,  indem  dieeelbe  ebenfiüle  zweimal  doreb  den 


4 
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IMpiiabt  geht  und  4mmIM  «Im  adblipge  Uld«t   Ob  beMa» 
Ima^iNo  Wnrsaln 

sind  i^tzt  durch  dio  beiden  Tangenten  0/>  und  OD'  an  die  boi- 
(ieo  6cb^ei  4^  Kurve  QOc  im  Nulijpimiae  O  darfestellt. 

Für      Werth  fta0,  ^  Wm      diel  Mten  O^, 

A^Bi,  BxCi  dee  mgliehen  PoK'gons  elbeiifelli  te  die  reelle  Axe 

dergestalt,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a  und  c  posIÜv  .sind  und  . 
6  negativ  ist,  OAi  die  positive,  A^^li^  Jic  negative  und  BiCy  die 

Kositive  Richtuni?  annimmt.    Die  Kurve  6\Oc   würde  also  auch 
ier  den  Nullpunkt  nicht  ürreichen  können,  wenn 

eder 

wKie*  Es  würde  alsdann  auch  in  einer  solchen  Gleidiimg  keine 
inagleftree  Weraeln  gebee« 

Wenn  in  einer  (]uadrntischen  Gleichung  die  beiden  KocfTi/ien- 
ten  a  und  c  entgegeni^esetzte  Zeichen  hätten;  so  würde,  wie 
Tuf.  Xi.  Fig.  9.  anscbaulicb  maclit;  für  keine  der  Kombinatioaeu 

CSS  — c     — c     +c  +c 

der  Endpunkt  (\  eines  Polygons  OAiBiCi  in  die  direkte  Rich- 
tung zusehSrigen  Winkels  97  fallen  kßnnen.  Unter  sol» 
«heu  UneUbideo  es  eine  Knrve  Ci  Oe  tos  der  bekanntee  Be- 
eehaffenheit  überhaupt  nicht,  und  ee  eind  dennech  euch  keise 
imaginftreD  Wersein  vorhaadeD. 

In  Taf.  XL  Fig.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
Wwsela  der  GMcEnag 

oder 
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■ 

dftrgMtollt  Wenn  OAi=sa  geaonmen  wird;  m  tot  Ittr  iigeod  ma 

■ 

uelcbeö  iu  der  Uichluu^  OCi  lieeeo  »oii,  der  IN eigungä winket 
CiAiX  der  iwciteD  «od  letoten  Polygowdieite 

Uiernach  kano  mao  d«a  Punkt  Ci  in  der  Linie  OQ,  unmittellMr 
finden.  Lftset  man  ^  von  0  bis  j=^jEgOX  wiireii,   eo  ergibt 

•Stb  die  Kwve  C^OC|,  an  deren  unendlicb  langem  Schenkel 
OC^  die  Linie  EgOEf^  eine  Asymptote  bildet  Fär 

ergibt  sicli  die  Kurve  QOQ,  an  deren  oberem  unendliehcn 
Sdienkei  OC»  die  Linie  l^OE^vaid  an  deren  onterem  unendiicbtn 
Scbeolwi  OC«  ^ie  I'iDie  fftOiS«  eine  Aeymptote  bildet  Für 

ergibt  sieb  die  Kvrve  C^ÖC*  mit  swtt  nnendlieben  Scbenkeb  ini 
den  Aeymptoten  M^OE^  und  EfOE^*  ¥itt 

erribt  eicb  äie  Kiöve  CfOC^C  mit  Einem  «nendBeben  äebeakel 
Ot^  und  der  dazu  gehurigen  Asymptote  E^OEj,  Wenn  tp  über 
ff  hinaus  wächst;  80  eteUen  «ich  die  genannten  Klirveii  der  Reihe 
nach  wieder  ein» 

Da  diese  Kurfen  Mnllpankt  viennal  nnd  awar  dann  paa> 
eiren,  wem 

5f  resp.  =:n»  2s,  3»,  Am 
also  .... 

ff     2ff     3ff  47K 
^reep.  s=j,  -g-,  -g-,  y 

■ 

tot;  80  gibt  es  vier  imaginäre  Wurzeln.  Man  liat  aber  an  beach- 
ten» dass  die  von  O  ausgehenden  Kurvenbögen  zum  Theil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  Linien 
OC\und^iQ,  sondern  auch  durch  dieDurchschnitte  der  rückwärts 
gerichteten  Verlängerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch* 
fldinitte  der  direkten  Bicbtungen  bat  man 


* 
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■ 


r«»  sO  bis  j  den  Kur? entbeil  C(\  O  und  demnach  als  Rieb« 

lang  der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD; 


n 


roof^ssj-  bis  ^  gar  keinen  Kurventbeii; 

i 

von^=2  bis        den  Kurventheil  (^  ^O  uiiil  demnach  als  Richtung 

der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  OI/i 

TODfs-^  bie gar  keinen  Kitrventbeil; 

57t         3n:  ,  ......       ,  .  .    .  . 

Ton{p=-j~  bis       den  kurventucu  ÜC4  und  denioach  als  Hichtnng 

der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OD^i 
?0Qy  — bis  ^  gar  keinen  Kurventbeil; 

vmi^ss-^  bis  2jv  den  Kurventheil  OCgC  und  demnaeb  als  Rich- 
tung der  vierten  Wurzel  die  Tangente  0D"\ 

Um  die  absolute  Quantität  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
braucht  man  hier  die  bekannte  Kurve  nicht  zu  entwerfen, 

da,  wenn  die  Länge  von  ii|C^=/i^4  gesetzt  wird,  i^i=r|^«  also 

fi=:V~Si    und   Ar   die    fraglichen   Wurzeln   J2|  £=sa»  also 

Ti  =V^ o  ist 


• 
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Beweis  der  Sxistenz  von  n  Wurzeln 
In  Jeder  CUiehuns  des  nteu  ttrades 
und  Untersuehung'en  über  die  STatur 
einer  solelien  Ctleiebunn;. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Baocondnctviir  bei  des  HerzogU  RrnfinschweigitcbeQ  Eb«olMUkMii 

zu  BrauBschweig. 

Tm  sechsten  Theiio  dieses  Archives,  Nr.  XXXV.,  hat  Herr 
Dr.  \Vittstein  die  ijeometrische  Bedeutung  des  Beweises  von  Cauchy 
über  des  Vorhandensein  von  niindesteiKs  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  näher  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhöhet  Oerselbe  ist 
aber  eio  indirekter  Beweis,  md  ausserdem  wird  dadurch  Diebt 
unmittelbar  das  ganze  Faktura,  worauf  es  eigentlich  ankemml« 
nSmIich  dass  jede  algebraische  Gleichung  rom  ntco 
Grade  w  Wurzeln  h  aben  müsse,  dargethan.  Um  diesen  letzte- 
ren 8atz  abzuleiten,  bedarf  es  nun  immer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Coinbiuationen ,  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dürften,  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  Satzes.  Die  Wichti^ireit  des  fraglichen  Satzes  för  die 
Algebra,  und  die  Berühmtheit,  welche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  gebliehen  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  welcher  den  in  Rede  eteheodeo  iSatz  so- 
fort in  seiner  srrössten  Allgemeinheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Glcichinig  vom  niau  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  t  ^eoT^]uvt,  sei,  nachdem  durch  den  Koeffizienteo 
dcä  hüchtiten  Giicdeä  dividirt  iöt. 
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Oll  «-t 

Hierio  mögen  die  Koeffizienten  A,  A,.  beliebige  reelle  Ader  imagi- 

Ol-, 

BSre  W«fifco  habest  «Uio  ftllgemeiii  too  dor  Fom 


sein,  worin  a  einr  absolute  Quantitität  hozeichnet ,  «  jedoch 
tiur  reell  ?\i  sein  liraucht,  Monst  aber  sowohl  positiv,  wie  nega- 
tiv sein  kaim.  Die  Glied ei  jener  Gleicfaong  braacbeD  nur  dwell 
das  AdditfonssfileliiB  verboodien  m  imdeiis  Men  man  t.  B.  mr 


Sil  aotsen  bmucht. 

DIb  allgemeine  Form,  in  frelcher  mao  alcb  irgend  eioea* 
Worth  filr     deiikan  kaDa>  lel 

norin  r  ebenfalls  nur  eine  absolute  QuantitSt  «wischen  0  und 
-1-36  ,  jedoch  jaden  roellan  Warth  zwischen  — oo  und  «foo 
darstellt.  Durch  Sabstitution  dieser  Ausdrflefco  fttr  a?  md  für 
~ie  Koerasianten  A  m  Gl  (1)  wird  dieaalbo 

«0'^  *+ora»  *+«*a»       ^    *+arV       ^  ^+^. 


n— 1 


oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginftren  trennt  und  den 
erstcrcn  mit  /i  (^9)  nad  den  letzteren  mit  /^(r,  9).  V^— 1  be- 
aeicbnet. 


•f  (anina-farsin  (a+9)  +  <ir*8in(«+2rt+'^ 


••^•••1-  a  r«-isiA[  «  +(«— l)9»]+r"siu(a9);V^— l 

V 

«A(n9)+A<n9»)-V^^=0  (3) 

Wir  stellen  naa  jelal  nnmittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
trischen Anschauuni?,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshall^  vor- 
ziSglicii  daau  eigaat,  die  Jdeen  zu  iixireo,  wieMoiil  man,  wenn  man 
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bloss  mit  K(HBbioaUooen  reiuer  Begriffe  operken  wollte,  dieselben 
PaiMihila  wuk  ofai«  geoaioMidle  YmlMHlclNni&  aber  Bit  dawi 

k^Date« 

Es  ist  klar  und  kOaote  telelit  streng  gezeigt  ivwdaiiy  dass  dia  | 
Paakttoaen      /i,  A  ia  GL  (2)  und  (3)  sowohl  für  r,  wie  für 

wenn  man  diese  Grössen  uIm  VcrfiTiderHche  betrachtet,  stetig 
sind.  Nimmt  man  daher  lür  (p  irgend  einen  bestimmten  Werth 
q>i  an,  behandelt  darauf  in  Gl.  (2)  oder  (3)  9]  wie  eine  Konstante 
nod  lässt  bloss  r  Ton  0  bis  Tariiren ;  so  muss  der  zweite  Elod* 
punkt  des  durch  F  dargestelltea  Polygons  (s.  da»  frfibaren  Aaf« 
sätz  Nr.  X VIII.  über  die  Konstruktion  der  imaffinaren  Wttiieb  eUm  \ 
Gleichung)  eine  stet  ij?«  Kurve  ACi  (Taf.XlI.Fig.  1.)  beschrejhen. 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen ,  ist  /\  aus  Gl.  (3)  die  vom 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  negativer  Kichtuog  der  reellen 
AxB  gemessene  Abszisse,  und  A  die  zogehurige  Ordinate  fiir 
Irgeadelaea  Punkt  diesar  Ganra.  Wann  Oa  daa  Dekasnti  GM 

«e*^"*=«5os«+aaIn«.V^  | 

der  gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muss  der  Anfanespuokt 
jenar  Kurva  nothwandig  na  Punkte  A  liegen;  von  diesem iPsakta 
aaa  eiatraekt  siob  diesalba  akar  (fttr  r»QO)  Ins  Uneadllcksr  i 

J?i  sal  ein  Punkt  dieser  Carva,  IS?  welebe  9=aji  und  r=3iv  ' 
Ist«   Behandelt  raun  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  fuaami  Werth 

Ti  ftir  r  als  Konstante  und  lässt  nloss  den  Winkel  <p  vom  Wrrthe 
opj  an         Zinn  Werthe  *2«rc  f-g)^   wachsen;  so  muss  der  Punkt 
bi  ebentalls  eine  stetige  Kurve  B^B^  beschreiben.    Da  für  I 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  91  die  Gleichung  (2}  odif  ' 
f3)  ainen  unendlich  laiigen  Strahl  ergeben  kann;  aa  müssen  attt  ! 
Punkte  dieser  Knr?a      Bt,  insofern  r|  endlich  ist,  in  endliebe» 
Abständen  vom  Punkte  A  liegen.    Da  aber  für  9=2ji7c4^(pi  die 
gegebene  Gleichung  durchaus  dipselben  Werthe  liefert,  wie  för 
qp=(Pj;  so  muss  dpr  letzte  FnnUt  dtT  fraglichen  Kurve  wieder  mit 
dem  ersten  J?.  zusatuinentuilen;  es  muss  also  />\       ^ii^e  ee- 
adllaaaana  iKurra  aala  (dla  ftbrigens  mekr  als  Elna  gi|iiza  w 
Windung  naaliaa  kann),  waickaa  aaak  darWeiik-mnri  amum^ 

Jetzt  sei  ci  eine  Kurve»  welche  man  atatt  dar  ABiCi  c^ 
UOt,  wenn  man  dem  Winkel  cp  den  von  tp^  aur  unendGeh  wenig 
verschiedenen  Werth  tp'  gibt,  and  r  wiederum  von  0  bis  x  wach- 
sen lässt.  Diese  Kurve  wird  in  unendlkb^r  Näho  von  Aß^Cj 
liegen.  Die  kurzen  Verbindungsstriche  zwischeti  beiden  iiuii^on 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  VeränUerun|;  liit: 
Punkte  Bt,  C\  ...  der  Kurve  A  Bi  Ci  durchlaufen  bsb^,  um  hl  i 
dla  Punkte  C|...  der  Kurve  A  6|  Cj  su  selangan  Indem  die 
glaichnamigen  Punkte  in  beiden  atets  Ein  nna  demselben  Werthe 
von  r  entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass,  wenn  man  sich  alle  Kurven  von 

unendlicher  Zahl  denkt,  welche  bei  einem  stetigen  Wachsen 
des  W^inkels  von  cp^  b\»  cp'  in  vorstehender  Weise  erzeu;4i 
werden  und  die  aiimabligea  Uebergänge  von  A  B^  Ci  zu  A  bi  Ci 
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bilden ,  jedenfalls  alle  diejenlgeB  Punkte  der  Koordinatenebene 
von  diesen  versclji^  denen  Kurven  cretroffen  werdeo  müssen,  welche 
in  den  mit  Strichen  ausgefüllten  FlScbenräunien  Ap,  pnt, 
niBi  C\C|  6}  inzwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen*  Unter  diesen  Ftl> 
chenrluroeomdimAllgemeunen  diejenigen  verstaiideiit  welche  tob  ^ 
aus  zwischen  swel  Daieliechnittspunkten ,  wie  A  und  p,  p  und  m 
der  beiden  Kurven  liegen,  ^^  ;ihrend  der  letzte  Raum  m  Ci  Ci  &a 
der   obersten  Seite  von  dem  Wejre  Ci       des  Punktes  lie« 

Sräozt  ist.  Durch  diese  Behauptung  wird  nicht  ausgeöcblossen, 
BMa  durch  die  fragliche  Variation  auch  noch.anderej  ausser- 
halb der  gedachtcB  FlAeheorfinme  liegende  Pünkte  der  Kootdi- 
nateuebene  herährt  werden.  kAnneii»  iodem  aldi  s.  B;  die  Kurre 
A  ßi  (\  bei  ihrem  Üebprj>an2:e   in  A  \m  unteren  Theile 

Am  noch  etwas  weiter  Dach  rechts  über  den  betreffenden  ßogen- 
theil  der  Kurve  A  öi  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch 
rfickgäbgige  Bewegung  ihrer  Punkte  in  die  Lage  AimbiCi  ge- 
kommeD  aetn  kaoo. 

Ist  nun  für  irgend  einen  anderen  Werth  93  von  ip,  welcher 
HB  eine  eadllche  Gr(toae  vod  9*1  Verschieden  ist.  In  vorerwihiiler 

Weise  die  Kunre  A  Bj^  €%  erzeugt  und  Q  derWe^,  welchen 
der  Punkt  6\  beschreiben  würde,  wenn  man  unter  l*esthaltung 
des  daxu  gehörigen  Werthes  von  r  nur  den  Winkel  (p  von  q)i  bis 
9«  hiitte  wachsen  lassen;  so  müssen  bei  durn  btetig  gedachten 
Uebergange  der  Kurve  A  Bi  Ci  in  A  wenigstens  alle  die« 

jenigen  Pinkle  4er  Koordlaatenebene  getfofen  nein ,  welche  swi* 
sehen  diesen  beiden  und  der  Kurve  Ca  liegen.  Dass  man 
nicht  etwa  die  in  dem  Räume  Cj  M  liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  ausschliessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A  By  Ci 
durch  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  A  M 
bewegt  hätte,  (nas  bei  der  entworfenen  Figur  1.  aut  Tat.  XIL 
fiiat  eine  ganse  Umwihnng  um  den  Pvnkl  2l  erfordern  irürde) 
Isventet  ein,  weil  der  Uebergang  doi  Panklea  naeh  dniab  die 
Kmve  Ci     aasdrUcklich  ▼oraoageaetat  ist. 

Man  kann  sieh  diese  Varbtionan  der  Kurve  A  Bi  Ci  durch 
die  Idee  der  Bewegung  eines  biegsame n  und  angleich  el as  t  i  • 
sehen  Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A  festgehalten 
wird,  gut  versuiniichen.  Dieser  Faden  kann  sich  auch  für  irgend 
einen  Werth  von  q>  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
auch  ih'  dieser  Qeradoi  mehrere  Hloaadhergänga'ülden, 
was  der  Allgemeinheit  <dea  Torstehendeii  Räsennements.  keinen 
Ahhmch  thot 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  hei  der  Variation  von 
fft  zwischen  den  Oranzen  0  und  2n7t  für  n  Werthe  von  ^=r<'TV^ 
nraal  durch  den  iNulluuukt  O  gehen  muss;  so  ist  damit  bewiesen, 
dasa  die  gegebene  Gleichung  jederaelt  n  Wnneln  hat,  welche 
lieh  bei  fortgesetztem  Wachsthuna  dea  Wlnkela  91  über  die 
Grinse  Sa»  periodlack  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  gonioroetriscbe  Tangente  des  Neigungs« 
Hinkeis  für  irgend  ein  Element  der  Kurve  Ai  Bi  Ci  oder  für  die 
BsrflbraBB8l4B&  dieser  Kmvm  In  fafiend  ehMm  Panfcto,  doaae» 
rechtwinklige  Koordinaten  nach  GL  (3)  /|  0%  9)  uad  f^(r,  9)  sind, 

Theil  \V.  2r 
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5/; 


dE*st«c^V^i  b  d«  gegebtM«  Gleidimig  alle  fibrigeo* 
idlidi  Tielinal  erösser,  als  alle  fibrigen  nt' 

Munmengenommcn.    Für  r=:^x '  versuh'wi 


^-w^  

'dr 

Je  grOtter  r  wird»  desto  mehr  flberwiegt  das  bSdiste 

«ad  wird  mietit  uncn( 
genommen.  Fi 

gegen  jp"  und  siao  bat  aladaee 
F(«)=««==t*««ipV^i  =:T«coa(«g)) -|-r«8iii(iiy). 
Ä  fr»  V)  =Äf"coe(«y)  Afr*9')  5*  ii«iln(jiy) 


«  fir»-i«iii(iin>) 


oder 


Diese«  Resnitat  drückt  aus,  das»  jede  Ktirve,  wie  A  Cx, 
in  ihrem  ubereu  l'heiie,  je  ireiter  sich  ihre  Punkte  Tora  Nullpookte 
O  entfernen,  ^ich  imner  nielir  and  nebr  einer  Rlcbteng  attoit 
deren  Neigung  ß  gegen  die  positive  reelle  A:xe  das  nfaebe  des* 
jenigeo  Werthes  von  9  iel;.nir  welchen  jene  Karre  entworfen  ijt 
In  iineiuÜieher  Fntrerniin»  wird  diese  KttTVe  eleo  perAllal  H 
der  eben  gexuuiuteu  Kicbtung» 

Aasserdeni  erhellet,  dass«  wenn  Aa^ssta^tSM         1  das 

niedrigste  auf  das  belcannte  Glied  ^  fai  GK  (t)  felfende  M 
is^  dessen  Koeffizient  A  nicht  gleich  noU  ist,  dieses  Glied  ale 

m 

höheren  unendlich  überwiesen  wird,  sobald  man  nur  r  klein  ge- 
nug annimmt.    Für  ein  öuiches  unendlich  kleiticä  r  bat  niau  duper 

O    «         0      0«  m 

+{a  sin«  +  ur"»  sin  (c  +  Jiiflp)]  V—l» 
0    O     M  m 

eo»        «  O««« 


* 


Digitized  by  Google 


m 

5  »iMir*-*  CO«  (ö  +Miflp),   ^=mar^'^\»m  (a  +  »19) ; 

vt        m  m  CT        M  m 


nun^"  *  sin  (ä + m^) 


(Istt  « .«..*• .  (5«) 
«• 

Hiernach  vert^sst  also  eine  Kurve  wie^^i  ^1  ^^^'^^  gemhischart- 
licfcen  Anfanj^spuiikt  aller  Kurven  A  in  einer  Richtung,  welche 
sich  gegen  die  positive  reeUe  Axe  anter  dem  Winkel  a^mtp  oder 

gegM  die  Verl&ngerung  der  Linie  OA  ontor  dem  Winicel  mp  neigt 

Nunfj^iinTaf  XII.  Fig. 2.  ACdiejem^^e  Kurve,  welcheman  nach  dem 
vorstehenden  Verfahren  für  de»  \\  (jrtli  g  — ()  <  rhält,  nnd  C  sei 
ein  in  unendlicher  Entlernung  von  O  liegender  Punkt  dieser  Kurve» 
iSr  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  au  der  vntef 
dm  Winicel  M  geneigten  gerades  Linie  deilken  kane.  Da  hier' 
9=0,  also  auch  »9=0;  so  ist  jene  Kurve  in  Q  der  reellen  Axe 
OX  selbst  parallel.  Ob  die  Kurve  AC  in  die  reelle  Axe  gan« 
hineintallt,  oder  bei  Cum  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab* 
»tmd  über  oder  unter  OX  liegt,  ist  völlig  gleichgültig»  auch  ob 
sich  diese  Kurve,  ehe  sie  nach  C  gelangt»  in  mehreren  Wiuduo- 
get  um  den  Nullpunkt  O  schlingt. 

Lfiaat  man  jetst  ^  von  0  bis  sam  Werth  ^=:-^  wachsen; 

80  erhält  man  Kurven»  welche,  indem  sie  öammtlich  von  A  aus- 
gehen» In  ihren  unendlich  entfemteto  Theilen  Richtungen  anneh- 
men, die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  gi^sser  wer- 
dende Winkel  »9  einscbiiessen«   Der  Werth  dieses  wfaikels  np 

anrchläult  hierbei  alle  VVertbe  von  w.O  — 0  bis  7«.  —  also 

allein  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,  und 

CS  ergibt  sich  mithin  f)Qr  9>i=*^  ^i»^  Kurve  ACi,  welche  in 

ihren  unendlich  entfernten  Theilen  wiederum  parallel  zur  po- 
sitiven Axe  OX  wird.  Der  Punkt  C  für  r^^oo  beschreibt  hierbei^ 
hfs  er  nach  Cy  ^^elancrt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  In  der 
Üichhiiig  des  Pieiis  CD,  welcher  Iiis  auf  de»  Abstand  der  beiden 
Kurven  AC  und^Ci  zwischen  ihren  unendlich 'entfernten  parallelen 
Theilen  einer  ganzen  ümdrelmni^  von  360°  gleich  ist.  Die  PaTiiL^ente 
des  Anfangspunktes  Ay  deren  iNcigung  ge«^en  die  positive  Axe  für 
9=0  den  Werth  a  (GL  5«)  besitat,  hat  sich  wahrend  dieser  Pe- 

m 

m 

tiodeum^den  Winkel  —2jt  nach  derselben  Seite  herum  weiterge- 
drehet.  Diese  Drehung  kann,  da  m<tt,  nur  einen  Theil  ^  einer 

27» 
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ganzen  Um drehang ausmachen,  wenn  nicht  gerade  eiiK  b^poauscbe 
iaieichung  gegeben  wäre,  wofür  man  Tn=n  hat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Pnnkte  der 
Koordinatenöbene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichen  Fla- 
chenraum ACD,..CiA  liegen.  Da  aber  die  Kurve  ACt  nicht  mit 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  meht  notb* 
wendig,  dass  anter  den  berGhrten  Punkten  auch  der  Nullpunkt  O  sei, 
d.h.  es  ist  nicht  nothwendig«  dass  die  Gleichung  eine  Wunsel  jti  be- 
sitze, für  welche  tp  zwischen  0  und  —  liegt.    Wenn  der  Punkt 

O  von  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Kurven  ge- 
troffen ist;  so  wird  die  Kurve  -^4Ci  gegen  denselben  etwa  die  in 
Tat. XU.  Fig.  2.  angegebene  Lagei^fJo]  haben.  Ist  derselbe  aher  getrof- 
fen und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge- 
gengesetzten Seite  der  Kurve  ACi  liegen»  indem  diese  Kurve 
dann  etwa  den  Zug  AEiCi  verfolgt.  Es  wäre  übrigens  im  Ali* 
geinemen  möglich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegung  der 
fraglichen  Kurve  in  die  hage  AEr^  0,  2,  4,  6...,  überhaupt  eine 
gerade  Anzahl  von  Malen,  hei  der  Bewegung  in  die  Lage  Ä  Ei  Ci 
jedoch  1,  3,  ü,  7...,  überhaupt  eioe  ungerade  Anzahl  von  Ala« 
Jen  und  niiidestens  Ein  Mal  getroffen  sei,  dass  es  also  bei  der 
ernten  Lage  %m  und  bei  der  letzteren  Lage  9m-j-l  Wurzeln  gibe» 

iiir  weiche  der  Werth  von  g>  zwischen  Ü  und  läge. 

Läset  man  jetzt  ip  Ton  —  bis  ^  wachsen ;  so  macht  di« 
Kurve  ACi  wiederum  eine  Umwftlzung,  welche  der  der  Knm 

AC  ähnlich  ist.   Für  9=9)2  =  —  erhalte  man  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  die 

Kurve  ^Ct>  welche  wiederum  bei  C%  iiaraltel  zur  Asse  OÄ  wird»  iadsn 

man  hierfür  nopo=n.  —  =i7e  hat.    Gab  es  nun  innerhalb  dw 

n 

GrSnzen  0  und      fttr  ^  Eine  Wurzel,  oder  konnte  die  Ktfvs 

ACi  inTaf.XII.Fig.  2.  dieLage  JEiQ  rechtsvom Nullpunkte  haben; 
so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  in  Beziehung  zum  INulipuotcte 
Oeine  Lage  w\eAECi  in  Taf.  XirFig.  2.  haben,  wenn  es  keine 

oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzein  innerhalb  der  Gränzeo 

und      für  qp gibt ;  dagegen  eine  Lage,  wie  AEiCi  in  Taf.  Xll.  Fig.l, 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  eine 
ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt    Gab  es  indessen  innerhalb 

•  2» 

der  Grinsen  0  und  ~ für  a>  keine  Wurzel,  sodass  also  die Koffs 

ACidieJjageAECi  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  haben musste ;  somu88,wenQeä 

2jf  43C 

auch  Innerhalb  der  Grenzen     und  ~-  fär  «p.  keine  Wurzel  mhU 

dieneue  Kurve  ilC^eine  der  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  dargestellten  Sbolicbe 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  llBfeen  Seite  luit 
^wel  Windungen  umschlingt;  dagegen  muss»  wenn  es  inssrbalb 
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imr  ktitoroo  Grinsen  .Eine  oder  fiberhaupt  ehie  ungerade  Ifenge 

von  Wurzeln  ^Ibt,  die  neue  Kurve  A€%p  nachdem  sich  die  Kurve 
AECi  au  sTaf.Xil.Fig.2.  bei  ihrer  BewegungEioMal  oder  eine  ungerade 
Menge  von  Malen  durch  den  Nullpunkt  gezogen  hat,  diesen  Punkt 
O  an  der  linken  Seite  noch  mit  Ciner  Windung  umscbiiiueil» 
ähnlich  der  Kurve  ALCi  in  Tai.  Xll.  Fig.  2. 

lo  die«er  Weise  iSsst  ipan  den  Winkel  9  periodisch  von  de  tu 
£ta«a  der  durch  0«  ~*  ^»  .,,?fi^ll22L,      eder  leap.  durch  0^ 

9m»  9s«;«*9n-i»  <pn  dargestellten  Gränzwerthe  cum  anderen  wach* 

een.  Von  den  hierdurch  entstehenden  Kurven  AC,  ACi  JC2... 
»,.ACn-i,  ACn,  welche  saninitlich,  von  A  ausgehen,  und,  nachdem 
Fie  ganze  Umwälzungen  gemacht  haben ,  immer  wieder  in  den 
Punkten  C,  Cy  C, ...  der  positiven  Axe  ÜÄ  parallel  werden,  um- 
schlingt jede  folgende  den  Mullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
Torbergehende,  wenn  es  innerhalbder  betr  clTendenGrUa- 
zen  von  rp  Eine  Würze!  gibt,  dagegen  Ein  Mai  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  i  nne  rh  a!  h  d  i  e  s  e  r  Gränzen 
kein  e'W  u  r  ze  I,  und  ferner  k  an  n,8  i  e  den  IN  u  1 1  p  unkt  h  öchs  te  n  s 
mal  weniger,   als    die  vorhergehende  umschlingen^ 

wenn  ee  innerllalb  jener  Grinsen  (p-f-l)  Wnrseln  gibt- 
Qleraae  folgt  aneb,  dass»  wenn  man  den  Winkel     sofort  von  Q 

bis        hat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACp  den  Nullpunkt 

an  der  linken  Seite  p mal  mehr  umschlingen  wird  als  die 
crstc.iC  wenn  es  innerhaJl)  je  ner  Gränzen  keine  Wur- 
zel gibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p— o^mal  mehr 
nmnehllngen  muss,  wenn  es  In  jenem  Zwiscnenraum  f 
Wurzeln  gibt»  dass  also  eine  glelehe  Anzahl  von  Uro- 
schlingungen  wie  hei  AC  nurdann  raoclich  ist,  wenn  es 
zwischer)  den  fragl  i eben  Gra  n z en  p  Wurzeln  »ibt.  Die- 
ser Satz  lasst  sich  in  aller  Strent;e  einsehen  Tind  erleidet  für  keine 
denkbare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Eiihschränkung.  wenn- 
gleich derselbe  noch  einieer  wdter  onten  zu  gebenden  ErUtaite- 
tmigMi  lir  ge«4sse  Fiilo  bedfiffoe  wkd. 

Nun  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebeneu  Gleichung  für 

#ssM:=^^=ftK  die  Kurve  ACm  genau  mit  der  nraprtnglichen 

Kurve  AC  für  9=0  zusammenralleQ;  die  ACn  muss  also  genau 
ebensoviel  UmseUtneungen  um  den  Nullpunkt  besitzen,  wie  AC» 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
Winkels  rp  von  0  bis  27t  die  Beweijung  der  Kurve  AC 
den  Nullpunkt  mindestens  7tnial  getroffen  haben,  oder 
dass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  n  Wur- 
zein der  Gleichung  (2^  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
danv'die  Bfbnge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  <^  er  ade  Ansabi 
grosser  sei  als  n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
sogieleh  näher  betrachten  wollen,  nnm0gli<A  Ist 

InTaf.XU.  Fig.  5.  sei  AmCt  die  Kurve,  welche  für  irgend  einen  iie- 
stimmten  Werth  von  <p  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r  von  0  bis 
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•  * 

OD    bat  wachten  lassen.  se\  eine  uoeodlich  benachbart« 

Karre,  weldbe  vmm  tllr  den  W«rth  9  -f  ^9»  des  WUeU  «  in  iltv- 
mIImb  Welse  erUlt.  m  und  n  «der  Ci  und  ei  seien  Puotile  äi 

(tiefen  beiden  Kurven,  nelche  Ein  nud  flfTnserbcn  Worth  von  r 
angeboren,  also  mn  oder  Ci  ('i  ein  Elenienl  der  Balm,  welche 
resp.  der  Punkt  7n  oder  der  Punkt  6^  iieschreibeu  würde ,  vivon 
man  den  dazugehörigen  Werth  von  r  koostaiit  erhalten  und  den 
Winkel  um  dsfi  I3«I»m  Zowadui  ^  wanuAui  Mite.  Durch 
Striche  sind  in  der  Figur  die  Wege  angedeutet,  welche  alle  sol- 
che Punkt«  wie  m,  denpn  Ftn  und  derselbe  Werth  von  r  aTi2;ehnrt, 
bei  (kr  Bewegung  der  Kurve  AniCi  in  <lie  Lage  Anci  beschrie- 
ben haben.  Bis  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Wege,  wie  w«, 
Ci  Ci  u.  s,  w.  auf  Ein  und  dert>clhen  Seite  der  Tanges» 
ten  der  Kurve  AmCi  resp.  Id  den  Punkten  m»  C|..>  liegen,  wo- 
bei man  sieb  diese  Kurve  io  der  Richtung  von  A  her  durchlaufes 
und  tllo  Tanf,'enten  immer  nach  vorwärts  ffe^^oirf'n  denkt,  dass 
also  die  Kurve  Anci  in  der  vorstehenden  Auffassung  in 
ihrer  ganzen  Ausd  e Ii  n  u ri  g  entweder  auf  der  linlcen 
oder  der  rechten  Seite  der  Kurve  AinC\  liegt. 

Denn  angenuinmen,  bei  der  Bewegung  der  Kurve  AQ  iel 
ein  Tbeil  ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  XlitÜ 
dieeer  taikte  nach  der  entgegengeseteton  SeMe  der  freglehes 

Tangenten  fortgerückt ;  so  imissen  sich  die  beiden  Kurven  ACi 
und  Aci  nach  einer  in  Taf.  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Weise  etwa 
bei  m  durchschneiden.    Hierbei  ist  es  nur  mttgU«^  entweder 

1)  dass  der  ursprüngficfa  der  Kurve  A€i  angehurige  Punkt  m 

ar  keine  Bewegung  gemacht  hat,  dass  also  d'm  heifleo 
unkte  m  und  7i  aus  Tnf.  XII  Fig.  5.  für  Ein  und  denselben 
Werth  von  r  ziisammentallen ,  oder 

2)  dass  der  Punkt  7/1  nach  Tat  XII.  Fig.  7.  in  derliichlun-  mn 
der  zweiten  Kurve  Ac^  ffutp^erückt  ist,  womit  dann  noth>ven- 
dig  verbunden  i^t,  dais  auch  ein  Punkt  7«  der  ersteren 

2 

Kurve  .^C)  eieh  in  der  Richtung  mm  ebendersel- 
ben Kurve  ACt  fort?esciieben  htft   Di»  Pmikte  m, 

1 

m,  m,  m  der  Kurve  ACt  in  der  Nachbarschaft  des  Durch* 
meittee  m  mtateD  daen  die  Wege  mn,  mm,  mn,  mn 

112  3  9 

dureUanfen  haben.  . 

Um  diese  Bedingungen  ad  1)  und  i  analytisch  aussudrfickeo, 
beachte  man,  dass 

fi  (r>9)  ^  a'coe  er  -|-  or  co«  («  f^)  -f-     ees  (e-f-'S^)  «fr*»   r^'cos  (#) 
0     e    1       1        e  e 

Jarsin  (a  f  y)Hh«l^«in(«4A9>4-W-M*^(>*9)««A 

o    0      1  I  s  s 

»»  .  .  '      •  . 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  irgend  ekiea 

tes  der  Kurve  ACi  flarstollt.  Srhreitet  man  in  dieser  Kurve  von 
ein«'m  Pnnkto ,  welchem  ein  hestintiider  Werth  von  r  angehört, 
z.  Ü.  vom  Punkte  m  zu  einem  benachbarten  Puokte  m,  welcheiB 
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tungen  der  beiden  rechtwinkligeD  KoordinaftaBaxen;  ftO  erhält  man 
für  diese  Projektiooen  und  ^/j,  iodem  man  berficksichtig;^ 
dftSfi  f  koDstaol      amt  mdiem  maa  aus  den  Entwtckefauigeii  von 

nur  das  erste  Glied  nimmt,  welches,  so  lansje  der  darin  vorkom- 
mende erste  Differenziaikuettizieut  irgeod  eiueu  von  Null  verschic- 
ämoA  WeHh  besitzt,  aOe  lübrigeii  Cuieder  bei  genugenier  Klein- 
Mt  fea  dr  - 


^.ar  =  [aeos  (a+y) + 2ar  C08  (a+2y)>3fii^  («+39)  + .. 
t     1         •  s  » 

4iii^»coa(af )]«r ...  p> 
^\dr = [iMdB  (iH^)  ^  Jarsin  (a-f^)  -f  3aMl(a<f 3f) 

Bei  dem  üeberii:auge  tßmm  Punkten  m  der  Kurve  ACi  zu 
dem  korrespondireiulen  Punkte  n  der  Kurve  -^Ci ,  welchen  beiden 
Punkten  Ein  uihI  ilerselbe  Werth  von  r  angehurt«  erhält  man  fär 
die  rechtwinkligen  ProjeMieBeD  den  Weges  nm  b  ihalicber  Weiae 
wie  ▼orhin,  iimBi  vmn  beachte^  dass  biecflfar  r  konalaat  ia^ 

OP  t  t  »  «  8  » 

l^.dfsslur  cea  (e-hy)  ■^2««eea(«ff^)+3ör»cos(ai-39)+ ... 

^ + »'•co8(iiyjjajN^  eil) 

'  Aus  den  letzten  vier  Gldehungen  folgen  die  beiden  wicfatlseft 
aUgeoMlaen  Bexiebnogen 



Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfüllt  sein, 
also  der  Durchschnittspunkt  7«  der  ücidcn  Kurven  bei  der  Hc 
wegnog  der  Kurve  ACi  in  die  Lage  Ac^  gar  keine  Verrük- 
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sO  md  ^»0  (U) 


und  demnnch  we^en  (12)  und  (13),  wobr  nldit  etwa  rsO  Uit»  wm 
bloss  dem  ^emeioMlialUinheii  AnftuDgipiiiikttt  A  «ller  Kuireo  «irt' 
sprachan  würde» 

|^«0  und  -^=0  (15) 


dr 

Soll  fedocb  die  zweite  Jener  beiden  Bedingunje^en  sich  erfül- 
len, abo  ein  Punkt  der  KnrveJlCi  irie  m  in 

2 

Uebergang  des  ihm  sngehorigeo  r  in  r-|-dr  nach  demaelbeii  Orla 
m  dIeStr  Kwve  gelananm»  nach  welchem  derselbe  durch  den  I7e- 
bereang  muk  9  in  f^Cf  oder  darcb  die  Betregung  der  Kurve 
in  die  Lage^ipk  fl^MMtC^;  ^  i»"»*  ^  ^oen  soJdwn  Panlit  offeoliar 

sein.   Snbstituirt  man  hier|n  ^lir  ^  ,und       ihre  aun  (12)  und^lS) 

sich  pro^ebenden  Werthe;  00  fitbnm  ^  fonnefai  (10)  «nf  die  Be- 
dingungen 

oder  wenn  man  in  (iü)  för  und  -gjf  Ihre  Warthe  au«(l2)iuwi 
(13)  aetit^  auf  die  Bedingungen 


Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
r=0  ist,  also  auch  Air  den  gemeinschaftlichen  Anfiingepiniirt  A 
aller  Karren,  auf 


^>s=0  und  ^-^z^^^m 

^=ouiid^»o,.....c») 


hinaus.  Diese  letzteren  Forderungen  eatbalten  librigeuK  schon 
einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  neun  dienelbea 
erOPft  Bind*  der  Punft  nt  überhaupt  gar  keine  Bewegung  ge* 
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macht  haben  kann,  woraus  folgt,  dass  ein  Fortflcbieben  eines 
solchen  Punktes  bei  dem  Uebergange  der  Kurve  ÄCi  in  die 
Kurve  Ac^  in  der  Richtang  der  ersterea  Karre  ACg  «e- 
mSglioh  ist,  und  dass  man  die  Unfereediung  *auf  die  Voreiuh 
•etzune  der  durch  Taf.  Xll.Fi|i|.  6.  dirge^tellten  ersten  Bedingung  zu  be- 
schränken hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicbt  r=0,  also 
wenn  es  sich  nicht  um  den  Anfangspuokt  Ä  handelt«  durch  eben 
dieselben  Fprmehi  gegeben  ist 
.  I  •    .  ' 

Nun  bat  man  aber  an  erwägea»  dass  wean  die  ersten  Diffe- 
rcnzialkoeflGzienten  von  /i  und  f.  sowohl  für  7,  wie  fiir  r  gleich 
null  sein  müssen,  was  in  jeder  Weise  unerlässlich  ist,  das  erste 
Glied  in  der  Reihenentwickelung  fiir  A/i  nnd  sowohl  in  Be- 
ziehuog  zu  9,  zu  r  gänzlich  verschwindet«  und  demiufolge 
idcht  mehr  die  fibrigen  GIMer  deipeetalt  ibenrlcj^w  Icann,  dass 
WD  dieselben  gegen  jenes  erste  Ghed  veroachlKssigen  dürfte.  Ea 
kommt  aber,  damit  die  erste  der  beidM  ohlgi»  liildipgwiia  «r» 
fiillt  werde»  atreog  darauf  an»  daaa 

t 

werd»,r  obA  daall  die  «li^  JMÜMg«Dg  erfiUlt  «evdfl^  4aM:  • 

■ 

•      •  * 

aeL  Dies  fuhrt  nun  zuvörderst  zu  den  vorstehend  entwickelten 
FMerungen,  t^imach  die  ersten  DifferenilalkoeflisieBten  gleleb 
mitt  wcff&n'inQtaen,  unter  Bolchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
Forde^lmg,' daaä  auch  die  zweiten  Differenzialkoeffizienten  gleich 

nttU  werden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
und  alle  folgenden  Differenzialkoefüzienten  verschwinden  müss- 
teh. Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  fiten  Differenzialko- 
efXhdenten  in  IMtehung  zu  r,  namUeb 

»  . 

L2.3.-.(«-l)iwiD(n9) ......  (24) 

Grössen  sind,  welche  fiir  keinen  Werth  von  r  ^nd  f  glelobsel- 
tig  gleich  null  werden  können.. 


Bs  Ist  aüo  tebfeebterdings  u  eng  glich»  dass  iwel  benaebbavts 

Kurven/ wie  AC^  und  ilcj,  einen  Punkt  m  mMnander  gemein  ha» 
ben  icönnen,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A,  für  welchen 
die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
dass  r=0  ist,  wodurch  denn  auch  vermöge  der  Beziehungen  (12) 

und  (19)  ^ssO  md  «nd übeibMqpl,  wie  Isidit  m  sfigss» 
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^  =  0  und  ^=0,  Dicht  aber  ^=0  und  auch  nicht  ^=0 

wird.  iVoch  viel  weniger  können  sich  zwei  benachbarte  Kurven 
in  einem  korrespondirenden  Punkte  berühren,  da  dies  das  Zu- 
sammenfallen sogar  TOD  zwei  Paaren  solcher  Punkte  vor- 
aussetzen würde. 

i* 

Hieraus  folgt  die  Ricfatigikeit  der  friheren  Behauptung,  daaa 
die  Kurve  Aci  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
»Seite  von  ACi  liegen  muss,  und  ferner,  dass  die  ganze  Bewegung 
dieser  Kurve  bei  fortgesetztem  Wachsen  von  <p  stets  in  demsel- 
ben Sinne  herum  erfolgen  muss,  weil  ja  ein  KückwSrtsschrei- 
ten  Dothwendig  den  Durchschnitt  mit  uoendlich  beoacbbarteo 
Kvven  oder  wenigstens  eine  BerMmiDg  In  konespondirenden 
Punkten  zur  Folge  Mben  mässte,  auch  Eal*  man  ffoeehen,  daas 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  AC\  ISngs  ihrer 
eigenen  Riehtnng  oder  Tangenle  fertanacbrel ten 
vermag. 


Non  Ist  Uar»  das«  die  Kurve  ACi  sieh  seihet 
kann,  Indemidewie  lnTaf.XII.Fig.5.  eine  Schlinge  bildet  Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  filr  swei  verschiedene  Werthe  von  r  bei  demselben 
Werthe  von  ip  sowohl  die  Funktion  /{,  wie  dieselben  Werthe 
annimmt.  Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Aci  sich  selbst  und  die 
ACi  durchschneiden;  allein  es  leuchtet  ein,  dass  ein  solcher 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit  dem 
▼orstehend  betraehteten  In  keinerlei  Besiehung  steht,  da  es  nicht 
dieselben  oder  unendlich  benachbarte  Punkte  aus  beiden  Knrvea 
sind»  wetehe  in  einem  solchen  Durchschnitte  susammenfallen»  son* 
deirn  dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  ACi  bei  deren  Be« 
wegung  in  die  Lage  Aci  mit  dieser  letzteren  Kurve  zusammen' 
trifft,  aus  dem  sich  zurückwindenden  Zweige  herstammt  und  io 
der  Richtung  der  Kurve  £emesä»en  in  einer  endlichen  Entfernuiofi; 
von  dem  Dofehschoittspnnkte  liegt,  sodass  hier  weder  ein  SGI^ 
stand»  noch  ein  Verrücken  des  fraglichen  Punktes  In  der  ^ichtnsg 
der  an  Ihn  gelegten  Tangente  stattfindet 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgende  von  einer  ande- 
ren grossen  Wichtigkeit.  Nach  dem  Vorstehenden  müssen,  wenn 
die  Knrve*ilCi  (Tan  XILFIff.  &)  durch  die  Bewe^ng  des  Punktes 
Ci  nach  nach  C7. ,  ...  hinüber  In  der  Lage  AC^  eine  Schlinge  bildet 
(was  übrigens  iilcht  unbedingt  zu  geschehen  braucht),  die  nachfol- 
genden Kurven  wiederum  Schlingen  bilden,  wie  AC^'  Die  Schlinge 
zieht  sich  immer  enger  zusammen,  und  reduzirt  sich  zuletzt  auf 
einen  Punkt  /),  woselbst  die  betreffende  Kurve  AlJC^eine  tan- 

gential  wider keh rende  Spitze  bildet.  Die  darauf  folgenden 
urven  bewegen  sich»  wie  ilt«  vrelter  und  es  kann  auch  ole  un- 
mittelbar auf  AC^  folgende  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes  /> 
weder  eine  ähnliche  Spitze,  noch  eine  jenseit  D  lie- 
gende Schlinge  bilden.  Wenn  bei  .umgekehrter  Bewegung, 
eine  Kurve  wie  AC^  io  eine  Kurve  wie  ADC^  mit  einer  Spitze 
übergeht;  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Kurve  wie  ACi 
eine  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D  herum 
geht  und  kann  diese  Schlinge  weder  Innerhalb  der  Spitse 
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jD  sitlMiMii  tfcD  Schenkeln  AD  und  JDC^  Hegen,  neeli  ancb 
s.elbnt  oine  der  D  Ihalicie  8pltsn  ««in. 

Diese  Behauptungen  bedürfen ,  abseaehen  von  der  aligemeS* 
nm  Bewegung  der  ganieo  Knrrey  weldie  aue  dem  Vointehenden 
mit  Notb Wenigkeit  folgt,,. Dpeb  eines  strengeren  Nachweises  hin* 
«Icbtiich  der  C&itaMeii  in;  «MBiHjBibarer  X^&lie  des  Punktes  />. 

DsM  wem  «tfelg*  deii  «Mien  Bewegiingsprinzips  ACt  b  die 
Liage  AC^  oder  umgekehrt  AVq  in  die  Lage  ACi  kommen  soll, 
lr«»endwo  eine  Kurve  A nC±mit  einer  Spitze  D  entstehen  muss, 
ist  klar.  Dass  die  bei(U'ri  Schenkel  dieser  Kurve  fiei  D  eiue  t»e- 
meinscbadtliche  Tani^eule  besitzen  müsöeu,  erhellet  aus  der  For> 
mel  (4)  fttr  die  goniometrlsebt  TaDtente  des  Neigungswinkels  ß 
dieser  BerflhnmgsUnie  gegen  die  AEssiflseeaiew  ller  Aasdmek 

talig  ^    •  "' 

Icann  nach  der  Natur  f!er  Funktionen  fi  und  ^  i'ür  ein  l>estiinnttcs 
r  und  a,  also  fat  einen  bestimmten  Punkt  />,  immer  nur  einen 

•in  sigen  Wertii  annehmen.  SeUist  wenn  derselbe  sich  fär  ^  =:Q 

Bf  0 
undi  -g^=Oin  der  Form  q  darstellen  soilti^  wird  man  durch  fort- 

gesetzte  Differenilatloa  des  ZShlers  und  Nenne»  endlleh  aüf  einen 

bestimniteu  Aufdruck  l'ur  tang/^  kommen,  weil  bcbliesslich  -g-^ 


8-A 


md       iiaeh  61.  (23)  vai  (34)  jenen  *Am4iiiA  nicht  «ehr  nnW 

stimmt  lassen  können.  . 

Für  eijie  solche  vSpitze  mnss  aber  ferner  der  erste  Diflferen- 
2ialkoel(izient  von  /\  und  in  lieziehung  zu  r  den  Werth  null, 
dagegen  der  zwt^ite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
wvn  5n  ven  Jener  Stiitze  n«  sewohl  etne  Vermehrung,  wie'eten 
Verminderung  des  netreffenden  Werthes  von  r  um  die  unendlich 
klehie  GrOase  8r  dieselbe  Veränderung  In  den  Funktionen  fi  und 
y^,  efehe  die  Koordinaten  von  D  sind ,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  l>itfereiizen  hervorbrin|;en  muss.  WSre  zuföllig  für  einen 
eoichen  W' erth  von  r  der  zweite  Differenzialkocnizient  von  fi  oder 
fm  gleich  nnll;  so  mitaste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  mflsste 
für  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhatten.  Gs  ist  ilbrigSM 
unmöglich,  dass  alle  huheren  Differenzialkoeflizienten  in  BeaieiinOlg 
au  r  gleich  noll  wfirden.  FOr  die  5pitae  D  hat  man  also 

dagegen  mnss  sowohl         ivie  ^  irgevdT-  einen  bestimmten 

Werth  lialicu. 
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Bezeichnet  man  mit  fx  und  fJ  die  Werthc  der  Funktioneo 
/i  und  f\  für  den  entetprech enden  Punkt  in  der  unendlich  benach- 
barten l£urve,  für  welchen  man  r  uud  9*f  ^tatt  r  und  f  bat; 
«0  ifit 


oder^  wie  man  aas  den  Gleichungen  ^)  und  (9)  leicht  ündei»  weuo 
roao  dieeelbeii  In  Beilehiing  zu  5p  dlieieiulirt» 

Da  nun  ^  und       den  Werth  null,  dag^ep  -j^  und  -gj^* 

einen  von  null  TeMcliledene&W«ttb  haben  mtaen,;  00  folgt»  im 
die  Auedriicke 

nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  in  der  benachbarten 
Kurve  keine  Spitze  bildeu  kann.  Man  erkennt  dies  noch 
dentilcber  In  .der  Rriheimtwlcfcinnff  filr  die  gansen  IHisreniea 
A/i>  AÄ»  A/i^  A/«'*  Diene  ergibt  nnter  Berifcksichtigung  der 

vorstehenden  beiden  Formeln  und  lodern  man.  die  ersten  in 

und  ^  multiplisirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  nn- 
terdrfickt. 


—  Sr*  1.2  +       •  TZS  +  

AÄ-a*«*  1.2+  8r*  1.2.3  +  
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AA'  -  -  a^a^ör  f     -  -f  ^  _  +  (3i) 

-    j^mr-^      1:2  + 1,»  +  

Das  erste  Glied  von  A/i'  aed  ^9',  wetcbee  bei  genügender 
Kleinheit  von  dr  alle  Obriern  überfliegt,  kamt,  da  B<p  von  dr  gani 

nniibhfintjiix  »st  und  unemtiH  h  viclmni  grosser  als  dr  gedacht  wer- 
den ilai  1,  uiieTidlich  vielnial  grütij«er  gemacht  werden,  als  das  er.<?fe 
Glied  viHi  J^/x  und  woraus  der  obige  8chlu.ss,  dass  die  Nach- 
barkurve nicht  auch  eine  Snitze  haben  kann,  ,8icb   ergibt,  ^aeb 

(39)  und  (ßO)  tat  jetat»  wo^==sO  lud  -^=0  iat. 


Beaeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tanceiite  fttr  den 
Punkt  der  Nachbarkurve,  wekher  der  Spitze  D  ß  der  ersten 
Kurve  entspricfit,  i^egen  die  poaltive  reelle  Axe  mit  ß'i  ao  bat 
man  wegen  (31)  und  (32) 

tongß'=-^=-eot/l  ....(34). 

wobei  noch  ainß'  daa  Zeichen  von  -^dtpdr  und  coa^'  das  von 
— ^^öför  bat  Es  Ut  also 


n 


Hieraus  folgt,  dass  die  TanL^ente  an  dem  korrespondirendcn  Punkte 
der  Nachbarkurve  perpendikular  gelichtet  ist  geilen  die  TaO' 

Knte  an  der  Spitze  D  der  ersten  Kurve.  Diet*  beweist  nicht 
»aa  die  ÜDlInteliehkeit  einer  Spitae  in  der  Nacbbarkurve«  aeo« 
dem  aneb  die  OnmSgllebkeity  daaa  die  Nacbbarkurve  eine  gaoa 
und  gar  vor  oder  gana  und  gar  hinter  der  Spitze  />  liegende 
Schlinge  zu  besitzen  vormni;,  da  dies,  wenn  man  dr  klein  genag 
denkt,  bei  der  iioni) akii  Ki(  htung  der  Nachbarkurve,  nothweudig 
10  einer  der  früher  betrachteten  unstat thaften  Durchacbnei- 
4«Qg  beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  führen  rafiaale«  Die 
Macbbarkurve  kann  alao  nur  nach  Art  derTaf.XIl«Flg^,  elneSdilinge 
*im  die  Spitze  Z>  berjijn wie ^f^»  oder  eine  vor  d^r  HpH»^ 
verbelaiobende  Kurve  ebne  alle  DnrobacbaeidaBg  wie 
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JC.  Ulte»  was  ihnd^  das  NaeMbigppJe  000b  In  ein  hailtwi 
Liebt  geseilt  ^rd. 

Es  ist  nämlich  wichtig,  ta  bsmerlieB«  dass  ß'^s^ß-^^  ond 

niclit  =P — ^  ist>  dass  also,  wenn  man,  vom  Antangspunkte  A 

aller  Kurven  komnieod,  über  die  Spitze  D  der  Kurve  ADC^  hin- 
aus in  der  Richtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  DC^ 
illr  welches  das  r  der  S\nize  in  r  ^  dr  und  nicht  in  r—cr  ühergeht, 
fortschreitet,  aus  dieser  Kiclituni;  die  Richtun<j:  des  korrespondi* 
renden  Elemente»  der  benachbarten  durch  den  Lebergang  Ton  9 
in  ip-{^d(p  und  nicht  in  ^--^  erzeugten  Kurve  AC^  ernalten  wirof« 
Indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drehung  den  Witt* 
kel  |3  um  einen  rechten  vergrSssert«  Unter  Beachtung  die- 
ses Umstandes,  und  wenn  man  erwägt,  wie  die  Zeichen  von 
8in|3'  und  cosß'  sowohl  für  — d(p  statt  als  auch  für  —er  statt 

-[-dr  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  werden,  ergibt  sich  loigeu- 
deS'Gesetz.  Wenn  sich,  wie  bei iii  Taf.XIi.  Fig.  8.,  eine  S.pi^tze 
dergestalt  bildet 9  dass  man,  von  A  kommend,  den  wlderkebren- 
den  Schenicel  DC4  aar  Rechten  hat;  so  muss  dieselbe  hei  der 
nSehsten  Bewegung  der  Kurve,  also  fiir^i-fdcp«  in  eine  vor  der 
Spitze  vorbeiziehen  (1p  Kurve  AC^  üoergeben,  und  es 
iuuss  ihr  für  eine  8ch  lin  ge        vorangegangen  sein, 

welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurücksieht, 
eine  immer  grössere  Oeffuung  gebildet  haben  und  demnach  an- 
fönglich  Ober  den  Punkt  A  nereingeschritten  sein  muss, 
wie  dies  die  Bewegung  dev  Kurven  AUi,  AC^,  AC^,  AC^  AC^ 
AC^  itiTuf.XlI.  Fig.8.  darstellt.  Esistauch  klar,  dass  eine  uber^nerein- 
schreitende  Schlinge  ^162  sich  immer  en^er  zusammenzieht,  sodass 
von  ihrem  Ünifange  kein  Punkt  der  Koordinatenehene  getroffen 
werden  kanu,  welcher  nicht  innerhalb  der  durch  ^1  gebenden  gröbs- 
ten SchUngenöffnune  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  zu- 
letzt durch  einen  Üebergang  durch  eine  Spitze  ganz  auflOs't, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  D  vorbei- 
ziehen.  Ein  jeder  in  der  genannten  grössten  iSchtingenuffnonff 
liegende  Punkt  wird  bei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sich 
zusammenziehenden  Thpilen  und  dann  noch  Einmal  von  den 
sich  wieder  ausdehnenden  Theüen  der  Kurve  betroffen  werden. 
Bei  denjenigen  Pirolcten  der  Koordinatenebene ,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durchgang 

i'ener  beiden  Kurventb^Ue  mit  Einem  Male,  so  dass  auch  diese 
*unkte  stets  zweimaf  von  der  Kurve  getroffen  werden.  Zu  den 
letzteren  Punkten  liehört  ebenfalls  der  Spitzenpnnkt  D  selh'^t, 
bei  welchem  si(  h  der  Umfang  der  Schlinge  au(  Null  roduzirt.  l>ie 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  der  Spitze 
D  liegende  Punkt  der  Koordinatenebene  bei  fottysetster  0ew«- 
|pmg  der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  ADC^  hineinzieht,  als0 
immer  den  Kreuxpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  Schlinge^ 
mithin  zwei  KurvensrhonkelfiiifErn  mal  durchschneidet.  Man 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  dass  kein  Punkt  der  sich  bewegen- 
den  Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenehene  tangential  zur 
Richtung  der  Kurve  vorüberruckeo  kann,  da^s  also  Jeder  Punkt 

dieser  Wbmie,  der  überhaupt  voii  der  Bewegung  der  K«rre  gelieC« 
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fen  wird,  dieselbe  unzweideutig  durchschneidet  oder  8o> 
fort  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Kurve  tritt.  Unterschei- 
det man  an  der  fiafflichen  Kar^e,  indem  man  «lieaelbe  vom  An&oM* 
punkte  A  her  durchläuft,  eine  linke  und  ata«  rechte  Seite ;  so  tat 
es  die  Unke»  welche  in  allen  Fällen  bei  der  positiven  Bewegoag 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  «I  irauf  errichteten  Normalen  vor- 
rückt und  die  Punkte  der  Koor<iinatenebene  zuerst  aufninuut. 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Ta£  XU.  Fig.  8.  zu  grusaerjsr  DeutUck* 
keit  mit  Punkten  besetzt. 

ISeiinen  wir  eine  Figur  wie  AC^  oder  AC^  ohne  Schlinge  oiler 
Boitze  die  normale  Gestalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
nive  «m  da«  Pttiikl4»  M  welcher  aich  ebenfrlle  Mae  SoUiace 
eder  flpitae  ebetellt,  Ae  vemale  fiewegeng;  so  leuchtet  ein« 

dass  zwei  normale  UmwSlzun&:en  dazugehören,  damit  ein 
Punkt  wie  O  zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,  inso- 
fern die  Kurve  am  Ende  der  zweiten  Urawälzuoe  genau  wieder 
In  die  anfängliche  Lage  kommen  aoH.  Ist  jener  Punkt  O  jedodi 
hei  der  inTa£XILFig.%.  dargeeteNlMiCleetaltvefinderung  Temittelal 
der  l^ldung  und^iederanlßaeeg  eloer  von  A  herelnadireitenden 
Schlinge  schon  im  Anfnusje  der  ersten  Umwälzuni^  zwei  Mal  ce- 
troffen;  so  hat  ereinesolche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dassoie- 
■eUbeyffenn  sie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  UmwäU 
cnnceii  in  die  normale  Form  und  Lage  der  Kurve  fiborgeht,  wäb«* 
fand  der  ganaee  an  awei  Tollaliiraigen  UntwAliungen  noch  MIee» 
den  Bawe^^ng,  jenen  Punkt  O  nicht  wieder  treffen  kann,  sodas» 
also  auf  die  ßine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Mal  getroffen  wird.  Bei 
der  normalen  Beweirun^  erfolgt  dies  Treffen  in  sr^^sseren  Zwi- 
schenräumen oder  tür  weiter  auä  einander  liegende  Werthe  des 
1¥inkels  9 ;  bei  der  abnormen  fiewegnna  iedocb  für  niber  znaam* 
menliegende  Warthe  von  ^  Ein  Punkt  der  Ebene»  welcher  bei 
der  letzteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
getroffen  wird,  entspricht  dem  Falle,  dass  während  jener  zwei 
Umwälzungen  für  Em  und  denselben  Werth  von  y  zwei 
Durchschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  an  zwei 
Teraehiedenen  Stellen  deraalben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  Letztge- 
dacbte  Punkt  der  Spitzenpunkt  ao  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
von  g)  un4  Ein  und  denselben  Werth  von  r  erfolgt,  wo  also, 
wenn  D  der  P<iullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zwei  voU- 

kommen  gleiche  Wurzeln  x  oder  re^        besitzt  Daaa 

die  Begegnung  des  Spitzenpunktes  D  einem  zweimaligen 
Durchsclinitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  man  sowohl  daran, 
wenn  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
Sohlinge  aalMiat  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Krem« 
paakte  von  A  über  D  bhiaoa  faw  Auge  fiwat,  wie  es  bereits  vo» 
nin  gaeabeheo,  wie  auch  daran,  wennaMMl  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
Umfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
Umfang,  so  lange  die  Oeffnung  der  Schlinge  noch  endliche  Dir 
mensiooeo  hat,  gegen  den  Punkt  D  vorschreitet,  und  deoaelheii 
alao  das  erate  Mal  bei  der  b Ingängigen  Bev^cgung  mit  de* 
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pnnkMeo  Seile  iiift«  dm  dann  dto  au  der  Sehlioge  ent- 
ziehende Kurve  mit  rurko:än  gi^er  Bewegwns;  und  stets  mit 
der  pnnktirten  Seite  voran  an  den  Punkt  D  zum  zweiten  Maie  Ult^ 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  bei  D  in  Taf.  X(l.  Fig.  9.'  eine  Spitze  der- 
gestalt bildet,  dass  man  Ton  A  kommend,  den  widerkebreoden 
Schenkel  DC^  zur  Linken  hat;  so  muss  dieselbe  unter  Berück* 
sicbtignng  der  Wertbe  för  tang/3',  sind',  cos/3'  bei  der  nächsteo 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Ricotung,  also  filr  w-\-dq)  la 
eine  Schlinge  AC^  QbergeheD»  und  es  mm»  Uir  nir  ip^^d^ 
•iae  Yor  der  Spitze  Torbeiziehende  Kntwe  AC^  voran- 
gegangen .sein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sieb  nun  bei 
positiver  Bewej?tinjj  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurch 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A  passirt  und  darauf  die 
Gestalt  AC^  annimmt  Die  stets  voranschreitende  linke  Seite 
der  Kurve  iat  audi  In  Taf.  XIl.  Fig.  9.  mit  Pmkien  beietit;  fllev* 
durch  erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieseriBewegnng  derKvrfa 
ACi  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  wie  etwa  O,  awei  Mal 
petfoffen  ist,  die  Kurve,  welche  den  letzten  Dorcheans::  bewirkt 
liat,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sie  bei  normaler 
Formveränderurji;  zwei  ganze  Umwälzungen  vollenden  müsste,  um 
wieder  in  die  Laj^e  AC\  zu  kommen,  ohne  bei  diesen  Urawälzun- 

Sea  den  Punkt  O  wieder  an  treffen.  Die  Kreuza  ngspnnkta 
er  Schlingen  und  der  Spitzenpunkt  />  spielen  hierlieidieaelba 
RoUeTon  Uoppelpnnkten,  wieinTaf.  XIL indem  ein  solcher 
Kreiizun<rspijnkt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r  für  denselben 
Werth  von  (p^  und  der  Spitzenpunkt /)  zweimai  demselben 'Weitiie 
von  r  för  denselben  Werth  von  qp  entspricht 

Nach  Vorstehendem  kännen  nur  die  links  herum  sich  wen 
denden  Krümmungen  der  Kurve  unnüttetbar  zu  einer  Schlinge 
föhren,  während  die  rechts  herunilaut'euden  Biegungen  bei  den 
nScii«ten  Bewegungen  sieb,  zu  verlieren  8trel>en.  £8  ist  zwar  nicht 
nuthig,  dass  Jede  KrOromung  der  ersteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Seblinge  nach  sich  siebe;  erwftgt  man  aber,  dass  die 
Tangente  des  unendlich  entfernten  Kurventheiles  ((}{.  5.)  eine 
raschere  Winkelbewegung  links  herum  besitzt,  als  die  lanL^ente 
des  Antanffspnnktes  A  (Gl.  5*),  und  dass,  wenn  in  der  ^(  sieusei- 
tigen  Beziehung  zwischen  den  Taneenten  dieser  beiden  ausser* 
sten  Kurvenen<fen  das  TerhSItnIss  emer  Biegung  nach  der  linkeu 
Seite  besteht j  der  Neigungswinkel  n<p  der  ersteren  Tangeute 
schon  grosser  ist,  als  der  Winkel  a  +  nup  der  letzteren»  dass  man 

alsdann  also  n(p^a-\-jn<p  habe;  so  ioigt,  dass  diese  Differenz 

m 

durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  w  erden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Schlinge  führen  muss,  welche  danu 
bei  ihrer  Aullosung  das  bis  dahin  bestandene  Verbältniss  der 
>  Wendung  nach  links  in  das  entgegengesetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt»  fiir  welchesLetzteremanii^  <a-f-fn<)[>  hat,  vad 

welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewe^^ung  der  Kurve  all- 
roählig  ausgleicht.  Da  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  n=m,  sonst  aber  immer  n^m  ist;  so  folgt,  dass  es  bei  eioc^ 
biaoiaischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  geben  kann»  dass 
es  aber  bei  jeder  anderen  Gleichung  stets  Schlingenbildttagen 
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Wenn  man  lielder  SohliogenbildüngnachTaf.XII.Fig.  8.<oder:i1p|.i;^ 
einen  Punkt  der  Koordinatenebene  be  rächtet,  h elcher  wegen  seiner 
La^e  geg;eD  die  Aussenseife  der  Kurve  nur  Ein  Mal  getroffeh 
werden  l^ann,  wie  etwa  der  Punkt  O,  insofern  man  uuo  von  der 
Knive  AC%  ausgebt;  so  findet  man,  dass  die  gleich  auf  die  Durcb- 
aefaneidiuig  folgende  Kurve  AC^  eine  eoh^lie  Lage  bekommen  bat» 
dass  bei  normaler  ForniverSoderunffjetet  nodi  Eine  sanze  Um- 
wälzung erforderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
denselben  Punkt  O  wieder  in  eine  der  AC-i  ähnliche  Lage  zu 
kommen.  Gebt  man  aber  von  der  Kurve /fC,  in  Taf.Xll.Fig.8.  oder  Fig. 
9.  aus^  wobei  der  Punkt  O  swei  Mal  getroffen  wird;  so  kann  der 
erste  Dtarehpng  doreh  Äeeen  Punkt,  Welcher  die  Kurve  AC^ 
erzengt,  wie  der  durch  normale  Bewegong  wlftrend  Einer  Um- 
wälzung bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
Scblingenbildung  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Durch- 
gänge während  derselben  Umwälzungs  -  Periode  um  Einen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  solche  Lage,  dass  nun  bei  der 
zweiten  normelen  UmwStsuog  bie  in  die  nrspranglicbe  Lage  AC\ 
icDln  weiterer  Dnrch«clinltt  mSglieh  eein  wflrde. 

Nachdem  Eine  solche  Schlingenbildung  vollendet  ist,  oder 
auch  gleichzeitig  mit  derselben,  kann  sich  eine  zweite,  dritte  etc. 
entwickeln.  Es  kann  z.B.,  nachdem  sieh  In  Taf.XII.F|ff.&die  Kurve 
ACi  in  die  Lage  bewegt  nnd  demgemSss  den  PlinktO  gleich 
im  Aniaage  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
durch gegen  diesen  Punkt  O  eine  Lage  erhalten  hat,  \vel'  !io  der. 
Lage  der  Kurve  AC2  in  Taf.  XU.  Fig.  9.  gegen  den  Punkt  O  ähnlich  ist, 
sich  nach  Art  der  Fig.  9.  eine  zweite  Schlingeubiiduog  entwickeln, 
vermöge  welcher  aber  der  Punkt  O  während  derselben  Umvülr 
zung  nur  noch  Ein  ferneres  Mal  getroffen  werden  kann,  so  daen 
derselbe  nun  im  Laufe  dieser  Periode  im  Ganzen  drei  Mal  er? 
reichtist.  Die  aufden  dritten  Durchschnitt  folgende  Kurve  ^Cg  in  Taf. 
XlLFig.  9.  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
dieselbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kjirve  ACi 
inTaf.Xli.Fig.8.  zu  kommen,  d  r  e  i  ga  n  z  e  n  o  r  male  U  wälso  n  g  e  n 
nachen  mileetey  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  xu  erreichen  wäre« 

Solche  zwei  Schlingen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
indem  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mai  sich 
zurückw  indende  Fortsetzung  durchschnitten  wird.  Taf.XlI.Fig.lO. stellt 
dar,  wie  Ae  afMftrraige  Kerve  ACi  mit  ewel  Umgängen  dofeh 
ihfw  |Nmitl<re Bewegung  zwei  io  einander  fallende  Schlingen  AC^ 
ei%eugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A  herein- 
geschritten. AC2  sei  diejenige  Korve,  bei  welcher  die  innere 
Schlinge  die  grösste  durch  A  gehende  Oeffnung  besitzt  Bei 
dem  Znsammenziehen  dieser  beiden  Schlingen,  weiche  sich  im 
AlleemeineH  imA  etoander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
avwaen,  wnd  bei  6m  alsdami  erfelgenden  Wlederanedebnung  kaum 
jeder  in  der  eben  genannten  grossten  Oeffnung  der  inneren  Scnlinge 
liegende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
Durchgang  folgende  Kurve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage, 
dass  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingeu 
drei  normale  Umwftlstingen  daaogehftmiy  um  wiedet 4m  die 
mprOngUcbe'.Fem  ACi  tm  kenmeo»  webei  dmelbe  Punkt  nIAt 
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wMer  «micht  werden  kann.  Ein  jeder  KrenmgspnDkt  dieser 
beiden  SebHngen  entspricht,  wenn  er  es  sein  soUtb»  weklrar 
durch  den  Nnltomikt  geht,  neben  dem  dritten  Durcbjjanjje,  dem 
Falle,  dass  es  umerbalb  der  betrachteten  Bewegung  drei  Wurzeln 

der  Gleichung  von  der  Form  r|e  ,       vpa  r«^ 

<iibt ,  wovon  swei  bei  verschiedenen  Werthen  von  r  denselben 
Werth  von  9  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpunkt  durch  den 
NttlJpnokt;  so  sind  swoi  von  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gleich  nnd 

man  bat  ne^*^,  v«"*^^.  Wenn  die  beiden  KreQ- 

Zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig  durdi^  den  Null 

punktgehen ;  so  hat  man  drei  Wurzeln  rie^*^'*^,r^e^^^^,r^e^'^^K 
welchen  Ein  nnd  derselbe^  Werth  von  angehört.  Fiele  glcleb- 
zeitig  ein  Spitsenpnnkt  nnd  ein*Kreuzungspnnkt  auf  den  NnHpankt; 

so  hätte  man  drei  Wurzeln  nc^''^,  ^c^*^,  r^e^'^\  deneii 
der  Winkel  q>i  gemeinschaftlich  zukäme ,  wSbrena  ausserdem  bei 
zweien  auch  noch  die  Model  r  gleich  wären.  Es  ist  auch  mOg- 
lieh,  dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  [Male  in  eine  einzige 
Spitze  auflösen  oder  dass  die  fra^^lH  hefi  beider»  Spitzen  zusamuien- 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  lietrefl'ende  Funkt  der  Koordi- 
natenebene alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein  einzigem 
Mai  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  hei  dem  Fortschreiteo 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve»  deren  Dimensionen  sicli  auf  Null  redu- 
ziren»  entspricht  Man  hat  alsdann«  wenn  diese  Doppelspitze  auf 

den  Nullpunkt  treffen  sollte»  drei  gleiche  Wurzeln  Ti^*^''\ 

Ti  c^**^^ ,  Ti  e^*'*^"*.  Umgekehrt  Ist  es  aber  auch  Immer  noth- 
wendie,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  ezistiren  sollen,  eine 

Doppelspitze  durch  den  Nullpunkt  ^ehen  muss»  well  sich  ja  hier 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  bebnden  müssen,  fiir  deren  jeden 
man  9=:qp£  und  r=ri  hnben  muss,  was  einen  dreimaliger?  Durrh- 
schnitt  derseffien  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Art  erlur- 
dert,  dass  die  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  liegenden  Kurven- 
bügen  auf  einen  einzigen,  jenem  r^ri  angehorigcn«  Punkt  redn- 
zirt  sind. 

Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen vollkommenen  oder  unvollkommenen  Schlingenbildang  wih- 
tmkd  einer  gewissen  Reibe  von  Urawälzungsperiodeu  die  Bomiale 
Anzahl  der  Durchgänge  durch  den  iNullpunkt  um  fiinen  vermehrt 
werden  kann,  dass  dann  aber  hierdurcn  Fin  normaler  Durch- 
gang fflr  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  wird  —  und 
umgekehrt,  das^^  sich  für  jede  Suspension  eines  Tiormalen 
Durchganges  wShrend  einer  ganzen  Rotation  Eine  voilkommeDe 
Schlinge  pder  einto  als  unvollkommene  Schlinge  aniusehcnde 
links  berumgehende  Spiralwinduug  sich  inderKurve  erzengt 
oder  eine  rechts  h  eritmgeheode  Spiralwinduog  sich  aufhebt.  Da  nun 
nach  7)  gr\nzpn  Umwälzungen  die  Kurve  genau  nieder  in  die  ur- 
spriiimli»  lie  Lage  zurückkehren  niuss ;  so  leuchtet  ein,  dass  wäh- 
rend dieser  n  Umwälzungen  nicht  mehr  unt^  nicht  we- 
niger» a.ls  n  Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  erfolet 
nein  mtlssaa»  daM  also  die  GUichnng  vom  nttn  tirade 
stets  fi  Wurzeln»  nnd  auch  nicht  mehr  besitzt  9ml 
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MtliBiw  m  Wurzeln,  welche  denselben  Warth  von  ^  gemein 
haben ;  so  geht  Ein  und  dieselbe  Kurve  m  mal  durch  den  Null- 
punkt oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschaftliche  Kreuzungspunkt 
von  (w — 1)  ISchnngen  durch  diesen  Nullpunkt.  Für  m  ganz  gleiche 
Wonela  konzentriren  sich  alle  diese  Scnlingen  auf  einen  einzigen, 
dmtk  im  NuUpaakt  jehMdeD  9pftienpiinkl,  dtr  dam  die  Beden- 
Umg  «foee  muMm  Fiinktee  berftxt 

Es  liegt  nipht  in  der  Absiicbt«  hier  alle  «ich  auszeichnenden 
SpexiaUtüteQ  iltlier  s«  «ntereacben,  da  di0  veretebeadeR  tilge- 
nieioen  Gesetze  zur  EiliUiteraiig  aller  hierhergehOrigen  Eveoheliiiiil- 

gen  ausreicheHf   £s  muss  nur  noch  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  rotirende  Kurve  für  gewisse 
Werthe  von  (p  sich  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  oder 
sich  so  darin  zusammaolegen  kann»  dass  sie  mehrere  Hinundher- 
gänse  daiiii  bildet   Eine  eolehe  beeeedeie  Figur  Sndeit  Nlchfei 
an  oen  al^emeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obi^e  Kurve  be* 
trachtet  Ist.   Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Lmie,  ivo  die 
Kurve  in  direkt  entgegengesetzter  Richtung  zurückkehrt,  spielt 
die  Rolle  eines  8pi  tzenpun  ktes  oder  einer  annullirten  Schrm«?e, 
Es  könnten  sich  auch  mehrere  Spitzenpunkte  oder  annuUirte  Schün- 
gen  Iii  Ein  «od  deaieelbea  Pimfcia  eiaer  aelcbeA  ger^^^nig^u  Kurv« 
Fereinigen,  und  die  eodlidieD  Zweige  dimf .  S(|ili|ig^n  JkAiineii 
aowobl  nach  derselben,  wie  nach  ents^gengaiietattii  Reiten  aoe 
diesen  Schlingen  heraustreten,    lu  nelchen  pei^enseitigen  liezie- 
huugen   die  Theile  einer  solchen  zusainiueugeialteten  Kurve  2^ 
einander  stehen,  erkennt  man,  nenn  man  d^n  Werth  des  zugebü- 
rlgen  q>  um  ein  sehr  lr:lebieB  Inkrement  vtr^been  oder  alwßhnu^n 
läaat,  lodem  sich  dadurch  jene  Beziehungen  sofort  in  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.    So  kann  sich  z.  ß.  die  platt  gedrückte  Kurve 
ADECinTat.  XH.  Fig.  11.  bei  positiver  Drehung  je  iiach  der  Natur  der 
gegebenenGleichung  wieTaf.Xil.Fig.l2.,  13  ,14. oder  J5.  zeigt, entwik- 
Kem.     Eine  Gestalt  wie  AC^  wird  bei  fortgesetzter  fiewegu^ig , 
Immer  die  nächste  Folge  davea  sela.  Unmöglich  würde  aber  Ua- 
mer  elneEntwickelung  nach  Art  derTaf.  XILFig.  16.  sein ,  indem aldk 
aMaefaen  die  Schenkel  der  zweiten  Spitze  Ei  niemals  eine  vorn 
abgerundete  Kurve  legen  kann ,  sondern  sich  nach  Taf.  Xll.  Fig.  12.  um 
diese  zweite  Spitze   eine  Schlinge  erzeugen  müsste,  wenn  iil»er- 
bfupt  ADy^KiOi  den  Typus  für  die'  fernere  Bewea;ung  abgibt. 
D^rarti^re  ]:<iguren  kommea  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
dtqf  Oläehungen  mit  reellen  Kocäizlenteii  im  'BeträichtV  bei  denen 
eich  för  9=sO  und  (p=!jr  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
kende  Kurve  einstellenmuss.  Denkt  man  sich  die  der  Taf  XII.  Fig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Be\ve2;unG^  der  Kurve;  so  liilderi  sich 
die  in  Taf.XlI.Fig.  17.  angegebenen  Gestailen.  Es  erscheint  hioi  hoi  die 
*  seradlinige  Kurve  .^DjEC  aus  Taf.  XII.  Fig.  11  als  ein  Uebergang  der 
Karveiic^  aua  Taf.  m  Flg.  17.  fai  die  VimHAÜ^  liiui  Taf.  mPi^.  12., 
wobei  diese  beldenKvrven8^mmetrische»aber  inBeziehungzorgeradeo 
Linie  A  C  enti;<»?engesetzt  hebende  Formen  besitzen.  I>ci  diosem  Um- 
schlagen der  Kurven  Ac^  in  AC^  wird  offenbar  in  aller»  Fällen 
jeder  zwischen  AyE  und  jeder  über  D  hinaus  liegende  Punkt  der 
Geraden  AC  nur  von  einem  einzigen»  jeder  zwischen  E,V  liegepdc 
Punkt  aber  voo  drei  SchenkelB  der  aldi  bewegeaden  Kiif4%  ge- 
trofen.   Daa  Stfld^  ED  der  Geraden  AC,  welchea  schon  von 
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Ac»  uniflchkin^en  wurde,  bleibt  nun  ancli  in  der  Umsolütlfegilüg  | 
der.  Kum  ACg  liegeo,  wie  TaL  XiL  Fig.  18.  darateUt. 

Lüge  also  der  Nullpunkt  ü  zwischen  E  und  D  und  wSre  AC 
die  Korve  för  <p=0,  al^o  Ihre  Richtane  die  der  positive»  ,  leellmi 
Axe}  eo  gfibe  es  drei  positive  reelle  Wurzeln,  deren  Quan- 
tit&ten  r  verschieden  wären.  LSge  der  Nullpunkt  in  ;  s»  gäbe 
et»  zwei  gleiche  und  eine  davon  verschiedene  grössere 
Wurzel.  Läge  derselbe  in  E;  so  jySbe  es  zwei  Gjleiche  und  | 
eine  davon  verschiedene  kleinere  Wurzel.  Das  Stück ^ /)£ 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  redusiren; 
alsdann  exietireo,  wenn  der  Nullpnnkt  in  diesen  Punkt  hineinfiele, 
drei  gleiche  positive  Wurzeln« 

Angenommen,  es  handele  sich  in  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichung  dritten  Giade.s,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  s^eradlinigen  Kurve  AC 
(Taf.XILFig.  18.),  von  welcher  derNullpunIct  dreimal  durcbsehritten 
wird,  entspnchtder  Werth  ipssO,  Um  sich  ssu  überzeugen,  dass  es 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  qp=  -j  "I"  "3" 

=27r  wird,  keinen  weiteren  Dnrchgani;  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^,  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  q>,  also  Sqp,  entspricht.  Diese  KurTC 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  welcher  der  Nullpunkt 
liegt  Bei  fortgesetzter  Yergrüsserune  des  Winkels  <p  erweitert 
sicn  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A  ans,  sodass  mlsdann 
die  Kurve  eine  reebts  um  den  Nullpunkt  herumsehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.    Nach  der  ersten  Umwälzung,  also 

för  9=-^,  ist  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 
streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A  nach  der  Seite  63,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  fUr  ip=ffi  streckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A  nach  der  negativen 
Seite  hin  aus,  sodai«s  hiervon  der  rechts  von  A  liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.    Am  Ende  der  zweiten  Umwälzung, 

also  fiir  9'=-^,  dehnt  sich  die  Kurve  von  A  wieder  gegen  Ci 

hin  aus,  aber  nun  liesrt  der  Nullpnnkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  iiuks  um  deu 
Nullpunkt  gehende  Spirale  mit  Einer  Windung,  welche  sicha  je 
nfiher  q>  an  2?c  heran  kommt,  in  die  durch  Ac^  dargestellte  Schlinge 
zusammenzieht.  Beim  Uebergange  von  Ac^  in  die  en^egenge- 
setzte  (icstnlt  AC^  durch  die  i,'erade  Linie  AC  wird  nun  mit  Si" 
nem  Schlage  der  Nullpunkt  drei  Mal  getroffen«  j 

Was  die  Frage  anlangt,  unter  welchen  ÜmstSnden  sich  ^ic  I 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rieh*  I 
tnne  diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  dass  fdr  diesen 

Fall,  selbist  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurvenfheile 
von  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  iiegctn^  stets 
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eine  in  Beziebuog  zu  r  kouiitaate  Grosse  eeiu  mu^.  £ä  kunuten 
«her  m  der  «rspriR^cbcn  GMehsog  dl«  KacfMeslea 

eiriiirer  auf  das    iiekanrite  folgendou  lili»'dfr  null   pewesco  seio., 
^ieimieo  trir  ciaber  da«>  üi       '  muiiiyiuinc  Glied  als  dais  niedrig- 
ste in  der  gegebenen  Gleicbung  Torkosusien^  sut  behaftete 
CilieJ        sUam  also  c,  «...«r  gleich  nidl;  ee  enM  trar- 

stehende  Gieichuoi^,  nachilem  tiiaii  Zahler  und  Nenner  anf  der 
fechten  Seite  durcii  r"*'^  dividirt  bat,  den  aUgemeinen  Aufdruck 

«r:  ^  1  n  a +(«+l)arsin[«  +  (m-^l^]-^, 

mm  m^l  m^l 


So!I  dieser  Ausdruck  in  Beziehmiir  r  konstant  seki;  so 
derselbe  Rindern  Biau  einmal  r=Ö  a^Ui)  den  Werth 


sllgei 

ß^^m-i-m^  (37) 

sein,  da 9  wenn  nias  r  von  0  bis  x  wachsen  lässf,  sowohl  der 
ZiUer,  «is  4m  Nmmat  4es  Unwhs  ffir  tsag^  gleichssirtg  gleM 

0>  also  tsag^= ^  werden  ksss,  was  aaseigt,  daas  flh- dieses  Werth 

von  r  die  Kurve  eioe  S|Mt£e  besitzt,  in  welcher  ihre  Ricbtong  in 
die  direkt  eiitgegengeseisle  vaisehllff ;  so  afssie  auui  sig^mkii 


  woria  ftr  k  ciae  beliebige  g»nze,^  resp.  paare  oder  nn- 

Saare  Zahl  zu  nehmen  wSrc.    Man  uird  jedoch  hiernach  feicht 
ie  nadifolgenden  Resultate  ergänzen  können ,   wenn  man  diirin 
tt-\-kyc  för  er  gesetzt  denkt    bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 


Am  Idbeniff  lAer  r  enthaltenden  Glieder  'm  Zlider  v«a  ^amßwA 
»mik\m  ÜMMT  «dt  €;  SS  hat 
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taog/3  =  *  — ,  .  

fit  m 

=tang(a  ^    ^»^^^  ^^^^      (a+7«y)  +  C]' 

Damit  nun  dieser  Ausdruck  kuiistant  gleich  tang  (am  +  dv) 
könne,  nute  jedes  Glied  4ee  necli  Potenseo  von  r  geoMMin 
Zählen 

0ces  {a  -f-    )  —  Csh>(a  4^ 

« 

(m-l-l)  o  sin(  a  +(p— «).r' 
-|-(iit+2)  a  sm(  «  +29--fr)|Ä>...  +  ngJa[(^*-m)9-lfli^ 

gleich  null  sein,  Oiee  ffibrt  an  folgenden  (n-^m)  BMtgn^ 
gl^ichUiigeu: 

m-fl  m  1 

2)  a  -1-2©  — a=>fc«, 

3)  a  -J-äy  —  a  —  kn. 


•""•■^)  o  +(« — m — l)q>  —  c=   k  n, 

tt— t  M    n  m  \ 

m  n—m 

Hierin    bezeichnen   k,   k  k    willkuhrliche  ganze 

1      2  n—m 

Zahlen  cinschlipsslich  der  Null.  Sollten  noch  mehrere  Glieder 
der  gcgebeuea  iiieicbung  zwiacheo  A  a"*  und  a^"  ganz  felileB, 


also  die  attBehKrigee  Werth«  von  a»  a.  ß.  a  gleich  Neil  teiii 

Bo  verschwindet  hierdurch  schon  datt  hetreffeude  Glied  der  S9 
dbdn  aaaiillirien  Formel  und  es  ftllt  die  rte  der  yeralitote 
Bedingungen  gana  ana.  Man  kann  eich  jedoch»  wenn  a  =Oii(> 

denken,  diese  rte  Bedingung  sei  jiederzeit  realisirt    Die  letite 
Bedingung  ISast  den  Werth  des  Winkele 

•     -  *  ,  .  i  ♦  •  . 

■  "     •    »^^fiT  .•  '  •  •  - 

erkennen»  för  welchen  sieh  die  Kerve  in  gerader  Liimt  anssamer  | 

leee»  V«^rlmsgibftetzt,  dto  die  Übrigen  pf«-lft'^t)  »edln^nrc«  ; 

erfallet  seien,  welche  jetzt  Vefnilttelat  dds  Wirsdsll^deli  WeMlick  • 
von  9  an  den  folgenden  führen: 
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1>  «  =^l_-J-'\a4A«-^-?~  k  n,. 

m\i    \      n — mjm    1        «— III«— « 

■ 


3) 


a  =(\  ^^a+  A*»  ^  9fj 

«+»    \      » — m/m    3  — ^m«-!» 


I)         a  = — «4-   ^    n  —  d  ff. 

a-i   n—mm  fM^i     V  m^-^/«-«» 


Der  Neiguijgsfrinke!  dieser  geraden  Linie  gegen  die  positive 
Axe  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gieicbungen  (ä?)  und  (38) 


ÄÄ        «  f  -  jr  *  (39), 


Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  NuHpnTikt  ifeheu,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  Oä  zu^aminenfallea; 
so  mfisste  der  ▼onrtebeiide  Werth  von  ßs^u-^-kn  sein,  also  der  , 

Winkel  a  die  Grösse 

M 

o=!!Z2i'(a-|.)tff)-?  Jfe«  (40) 

besitzen.  Jenachdem  k  eine  paare  oder  unpaare  Zahl  sein  kann, 
ist  die  (ragliehe  gerade  Linie  von  A  aus  direkt  wie»  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  ^eiithtet.    Ein  Durchgang  der  in  dit^^er  Linie  lie- 

g enden  eigentlichen  kurve  durch  den  iNullpuukt,   erluidert  also 
Ir  h  ein« on paare  Zahl* 

0 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten  besitzt, 
«o  dass  unter  ^en  Wertben  der  Winkel  a«  a  ^»  u  nur  die  Grüs« 

m  m^\  «—1 

MO  0  «ad  n,  oder  allgemein  nur  Grossen  von  der  Form  k'n  vor» 
kommen;  so  sind  allerdings  die  vorstehenden  {n—m — 1)  Bedineun* 
gen  realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  u illkuhrliche  ganze  Zahl 
k  durchaus  so  wählen,  dass,  wenn  a^k'n  gesetzt  wird,  k'  ■\-  k 


irgend  ein  Vielfaches  der  Zaiil  n^-^  ist  Nacbdem  dies  gesehe- 
beiv  iodet  sich»  dass  auch 

fia-l-iii  k  Tc^ißkf       k  )n 

m       nk—m  n — iw 

ein  Vielfaches  von  (w — ^m)  Trist.  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
ß  ans  Gl.  (3^t)  ebcnfaUs  ein  Vielfaches  von  ft  iBt,  dass  sich  also 
die  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Axe 
ansstrechen  kann. 

Für  jede  binomische  €Ueichung  von  der  i^orm  /l-|-«"=0 


Digitized  by  Google 


41« 

oder  fle"^~' -f  r"  e"*'^*^  =  0,  also  auch  fär  jede  Gleichung  ersten 

Grades,  fallen  die  obigen  (n — m  — 1)  Bedingungsgleichungeo  hin- 
weg  oder  sind  als  erfüllt  anzuseheu.  Man  hat  hier  n=zm.  Der 
Winkel  ^  bleHit  g^ns  wtllkillirlieb,  indem  die  Kiinr»  für  alle 
Werthe  von  eine  gerade  Linie  bildet,  welche  sich  unter  dem 
Winkel  |3  =ftf  gegen  die  penitive  Ax»  neigt  and  darcb  den  J>iaU- 
punkt  geht. 

Es  ist  vorbin  bemerkt,  dass  v^  enn  die  Kurve  sich  irgendwo  anf  eine 
gerade  Linie reduzire, die  dieser  Ilediiktion  unmittelbar  voran^rehenden 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  IJe/iehung  zu  dieser  gerat! en  Linie 
symmetrisch  seien.  Dieser  iSatz  hat  nicht  bloss  nälierungsweise, 
■ondem  In  aller  Strenger  IslttHIgk^t  Um  diese  elnsnsefaen,  werde 
der  Werth  des  Winkels  9  aus  Gl.  (38)  mit  und  der  von  ß  aus 
Gl.  (39)  mit  /3|  bezeichnet.  Int  nun  AC  die  Richtung  der  durch 
A  gehenden  reduzirten  Kurve,  also  der  Neigungswinkpl  CRX 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  OX:  so  denke  man  sich 
von  irgend  eio^  Punkte  M  irgend  einer  Kurve  die  Perpendikel 
MNwA  OK  und  MP  auf  AC  geföllt  Ee  Int  bekanntlieb 

ON=fi  und  NM^f^, 

Setzt  man  aber 

AP^Pi  und  PM=^pti    ;  . 
«0  bat  man,  unter  Berdekaiebtigung,  daaa 

» 

QQssaeosa  und  QA=sa  aina  int, 

Pi=/iCos^4-/s8in/3i  — acoff(a~/3i), 
..I  00 

=/aCos^i  -  /i  sinft  —a  sin  (a—ßi) ; 

oder  wenn  man  für      und      ihre  Wierthe  aus  Gl.  (3j  substitqirt 
und  gehörig  zuaammenziebt , 

PjLsarcea(a+fp--/3i)4-ar2eoa(a4-29>-AJ  '  ' 

.  ♦  il-ar'cos(a-|-37^^i)<|-..»-f r"co8(af-|}|)* 

s^ar  sin  (a -f- 9  — /?|) -f  ar^sin  (a -f  29  » 

11  a        a      -  ... 

+  ar^sinC«  -|-  Sy-r^^)  -f ....  -f    8m{nf —ßi)» 

In  diese  Gleichungen  anbatitnire  man  fär  die  Veränderliche? 
den  Werth  +1^,  worin  den  bekannten  W^erth  aus  Gl.  (38) 
hat,  lur  welchen  die  Kurve  in  die  lerade  Line  AC  fällt,  und 
worin  li;  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  späterhin  densel- 
ben Effekt  daduvei  bemrbringt,  dass  sie  =-0  gesetzt  wird.  Durch 
diMt  MMrtKution  wird  Irgend  ein  in.  den  AmStüdamk  -ven  pg  wai 
/i^  votkommeBder  Winkel,  wie  etwa  a  -^(m-^yp^^is  wmmwm 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleicbuui^en  und  auch  die  Gleichuoxea 
(3^  und  (39)  gehörig  berfiäalchtigt. 
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■ 

Der  Kosmas  hiervon  ist  4;  cos  [(m  4  r) ''t^j  und  der  8imi8 
j2siD£(m-i-r)^J«  jeaacbdem  A  paar  oaec  uopaax  utU  üierduccU 

erUlt  niaii*  , 
pi  si:ar60««:l:  ar*cos(3^)  ±ar%BO«(d^>db  .•*.:tf«'eot(fi^)  (41) 

s  ±iir  010^  i:  a    sio  (2i^)  (^)  db  ••••       «u>  (n^f)  (42). 

VViU  man  nun  die  Kurve  hinss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
vrelcfie  der  geraden  Form  AC  nawäilMm  TetimeheR  atut  naell- 
feigen ;  so  hat  man  dem  Winkel  ^  einen  nnendidi  klefaien  Werth 
BS  geben.   Bleibt  man  bei,  dan  efeien  Potenzen  der  eelir  klein 

bedachten  Grösse  t/;  stehen;  so  hat  man  cost^;,  cosf^T/-), ...cos(7iip) 
gleich  ]  und  sini/;,  sin (2^)4....ein(n^)  resp.  gleich  2^»...ii4'; 
fdeo  für  solclie  Warthe 

l>i=±«r±ar*±«r»±-i:r»  (4^ 
ins 

^=(i«ri2ar«  +  3ar3i:...db^'r»;t|.  ....  (44). 
int 


Ob  Don  die  nebr  klebe  GrSnee  ^  penttiT  oder  negnthr  ge- 
nomineo  vreide»  hat  auf  den  Werth  von  pi=AP  gar  keinen 

Ein  flu  SS.  Her  Werth  von  p^  — P-^  behält  zwar  f3r  ein  posi- 
tives und  negatives  dieselbe  Quantität,  wechselt  aber  das 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  der  geraden  Form  JC 
enmittelbar  vorangehende  kurve  Ac^  ^auz  bymmetrisch  i:>t,  mit 
der  «nnrftteibnr  Mekfolf^enden  AC^* 

liei  den  vorstehenileji  Luter.sucliungen  ist  vürausgeüetzt,  dass 

das  bekannte  Glied  A  =  ae^^''^  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

etnr^n  ron  Null  verscntcdenen  Werth  habe.  Um  jetzt  das  Eigen- 
thümliche  des  Falles  anschaulich  tu  mnihen,  wo  dieses  Glied 
dadurch  verschwindet,  da^  seine  Quantität  a=0  wird«  gebe  man 

von  einer- Gleichung,  wie 

A-^^Ax"'  A  A  a:^H«*=0  •  .  .  •  (4tt) 

aus»  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A  unendlich 

k  l  e  i  n  sei.  Diese  Gteicbung  bat  natSrlicb  n  Wurzeln.  Wird  der 
W«^rth  einer  solchen  Wurzel  in  die  jc  enthaltenden  Glieder  sub- 
stituirt  ;  so  rnuss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  uneinilich  ge- 
rii^  Quantität,  wie  A^  mit  enigegengenetztcuai  Zeichen  annehmen. 
Hietni  ist  offenAnr  nicbt  nothwendig  erfetderlieb,  dam  &  Quan- 
tität einer  solchen  Wurzel  selbst  «nendlicfa  klein  sei;  nllein  es 
wird  vnter  den  n  Wurzeln  immer  eine  gewisse  Anadll  geben» 
deres  Quantität  vnendficb  klein  ist.  Dies  leuchtet  eis»  wen  Mn 

ikft  in  die  vorstehende  Gleichung  fiir  .r  —  re^^~^  nur  Werthe  von 

unendlich   ireringer  QTtnntitfit  r  substituirt  denkt,   oder  die  für  ir- 

gead  einen  Weftb  von  9  entetebenden  Iknrven  in  ibren  dem  An- 
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fangspunkt  A  und  dem  nnendlich  benachbarten  Nullpfinkte  0  zu- 
nächst liegenden  AnfangsÜieilen  betrachtet  Zu  (k  m  vorliegen- 
den Zwecke  führe  mau  statt  des  Winkels  9,  weicher  von  der 
Einen  Karre  na  der  bennelibttrlen  variirt,  aber  für  jede  eiuzeloe 
Kurve  konstant  ist,  cioin  nemn  WinM  ^  ein,  iwldberatt  • 
W€o  i»igemle  Bedhgvog 

sr<f  m^)^«^- m^-f-ji  (419 

oder 

er— q-f-w  «— tf — n 

^  =  iL^ — .  ader^=y-|-"'  ^ 


mknUpft  Mt,  woM  einwr  Varlaliov  des  Winkeb  f  tob  0  bb  fti 

«  —  cf —  n  , 

•ine  gIcieliiiiSsBige.Vsrialioii  des  Winkel«  ^  rea  —  1» 

2  ;r  +  ^ — ^         entspricht  Hierdurch  erhält  mm  MS  der  |e- 

gebenen  Olcichitng  (45) 

/isacoficr  — ar*co«(a'f  m^)4-i«4*i^jR  (47) 

0     0*  0 

/^ssasinix — ar"*ain(a-|-m^)-|-*^'i9n  (4^* 

0     0     »»  0 

worin  die  Glieder  von  der  Höhe  (m-f-1),      +  der  Kürze 

wegen  nur  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  losofero 
MB  fltir  Bii^  Bur  Wertiie  elnfilbrt»  welche  eicb  unendlich  wenig 
veB  0,  ^it,  oder  für  ^  Werfbe,  welcbe  elcb  nnendlich  mig 

TOB  0,  —  »  ^ » ^^^^  unterscheiden ,  indem  man  dieeeiben 

%H        An  (m^l)2» 

resp.  mit  0  f-3t^,  "m"^^^'-^  ^     —  m"^"'"^^  bezeichnet, 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  co<j  (r^^i»)  ~"  1  und 
e\u{'my\))=im!d^  setzen.  Dies  gibt  die  nur  tiir  solche  Werths 
guitigeu  Ausdrücke: 

/i = a  cos  « — «  r"»  cos«  4- mö^  a  r*"  sin« -|- r*»+^  jBi  ^ 
0  '  0  0  »  0 

f^^a  sin«  —  ar.*^ina — m3i^;ar'*cosa+ir*^4*ÄB. 
0      0  0  0 

Der  Vo^oeeetciiBg   jgeBilM.  lef  •  fllw  Bneadliah  tieii» 

^rOene,  nhBBit'iilaB  auii  aBeli  r  BBeBdlhSb 

ar*=a«  also  r±^\f ^  ist;  eo  iwden  die  vorteefaendea  Ans- 

m 

drücke,  wenn  man  darin  die  in  /?i  und  B^,  raultiplizirten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Höhe  m  ve^ 
nachlässigt^ 

/i=:m^asina  •  .  (49) 

f^'^^nOipaoMa  .  .  .  . (50). 

o  o 
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Aus  dem  Vorstehenden  «rbeikt,  dM  liir  ^^=0  oder  lOr 
^  27E    4;r       (m— 1)97  „  ...... 

W        'TZ*  — —  die  Kurre»  wenn  andi  nicht  vellfceM* 

«*     //*  ffi 

meo  durch  den  Nullpunkt,  doch  m  einer  solchen  Nabe  an  demsel- 
ben verbeigelieD  mose,  daes  Ihr  Afewiand  tod  diesem  Punkte  hn 

Vergleich  zu   dem  Abstände  OA:=^A^ae"^^^z:zar^e'^~^  un- 

endlich  klein  ist.  Für  ein  jmsltivps  5^;  geht  flipKrlfjn  hni  rinem 
gleirhon  Werthe  von  r  durch  einen  Punkt,  woU  Iif^r  im  \  ori^lf^lcli 
X.U  A  in  einem  endlichen  Abstände  vom  Nullpunkte  in  einem  auf 

OA  errichteter)  P»  rix  iulikel  liei^t.  Für  ein  negatives  cn>  aher 
gellt  die  Kurve  »lurcli  einen  auf  entgcueuueset/Jer  Seite  \<>u  (JA 
&bn!ieh  liegenden  Punkt.  Hieraus  fol^t,  mit  Bezugnahme  uul  die 
MfterenUntermicbungeD,  diM  m  «tHeeMli  eine»  aädkm  jpoeitiYea 
utid  negativen Werthe  von  B%  also  ftirm  Werth«  ven«»  fr«ldiemieii4* 

lieh  nahe  reap.  an  0,  — > — »  —  lieeen,   Wurzeln  der 

mm  m  o  » 

Gleichungj;45)  gibt,  deren  Quantitäten  naheam  den  nnendlicb  kleinen 


Werth  V.  haben.  Dem  Winkel  9  entsprechen  bierflir  die 
m  Wertli» 

n— a  4-  n  a — a  -f-  3;c  o  — a  -f  5»      a — 'a-\r  (2m— 1)  31 

0  «i  '     0  «»        e  1  o  •«  ;   /tfix 

Hl  m  m  m  ^  * 

IMmm  Oetelfl  tvkd  omi  nicht  im-  mlmMen  aHsritlr  wenn 
um»  nith  dnn  bdkvMie  Glied  A  der  gegeheaea  delehnpg  imme« 

M^niK  wid  IMoer  vmdend  Seidtt  Im  Augenbüdke  dee  Vet» 
eehirhideee<  wn  man  die  Gletehnng 

eihSlt,  redusiren  ücfa  die  unendlich  kleinen  Quantitäten  der  dkm 
betrachteten  m  Wurzeln  selbst  auf  null.  Es  gibt  also  unter 
den  n  Wntaeftn  dieser  Gleichung  m«  irelebe  gleich 

null  sind. 

Eine  Gleichtinf?  von  der  t*  orm{51)  enthält  aber  insofern  eine  ünbe« 
stimmtheit,  als  man  sich  den  Winkel  a  des  fehlenden  Anfangs- 

<»Hedes,  welches  fiir  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
Cur  Öen  annuUirteu  Werth  setner  Quantität  a  2u  verschwinden 

o 

vermag,  von  jeder  beliebigen  Grösse  denken  kann.  Hierdurch  wer- 
den denn  auch,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  fli<"  Winkel  (51) 
der  eben  nnterauchten  tn  Wurzeln  in  demselben  IVlaasse  uobe- 
etimttt  Die  Analogie  hieran  ufitiefat  nldi  bei  der  geomefribehen 
Diretetlnnft  darin  ans»  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O  und  A  sn- 
iiimmenfillm.  vrodurch  der  N>illpunkt  der  Aufaogspsokt  jeder 
Kurve  wird,  sodass  es,  um  die  vorN(ehenden  Gesetee  zu  bewabr- 
beiten,  willkühriich  bleibt,  nelcbe»  Winkei man  sich  unter  i.dnr 
Gcösee « deniiea.  «roUe.         .      1.  - 
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Alle  blilwiifeD  VvMmm^km»^  Üben  wir  «of  die  Bewegung 
der  Kurve  bas'irt,  welche  sich  durch  die  Variation  der  Crrlieee  r 

von  0  bis  x)  fÖr  ein  konstant  erhaltenes  qp  erjribt,  indem  nun  auch 
dieses  (f  von  ü  bis  'Ire  variirt  wurde.  Dieselben  Thatsacben  und 
daneben  verschiedene  interessante  l>c/iebuugen  stellen  sich  her- 
aus, wenn  man  jetzt  die  Bewegun^^  derjenigen  Kurve  betracbteti 
welclie  eidk  dereh  die  Verleb  der  cTtOeee  f  vod  0  bis  2»  Idr 
ein  Iwoetant  erhaltenes  r  eriiiltj  faidem  man  nun  r  allnifthlig  rea 
0  bie  Qo  wacheea  läaet 

Deeeeine  jede  solche  Kurve  eine  im  sieh  geschloaeeae  eeia 
nmee,  welche  dabei  aber  verschiedene  ^anze  Umwindungen  oder 
Sclilingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein,  weil  die  Wertbe  von 
fi  und  /a  für  9  =  27r  dieselben  sind,  wie  für  g?  =  0. 

Für  r=0  reduzirt  sich  diese  Kurve  auf  den  Pnnict  A$  udem 
man  hierfür  A  =  a  cosa  uud     =afiiDa  bat. 

•         O  •  41 

"    Del  dem  ietit  beginnenden  Waebeen  Ten  r  kann  man  dieie 

GrQsse  zuvorderst  so. ungemein  klein  denken»  dass  alle  übri- 
gen Glieder  in  den  Ausdrucken  för  fi  und  /i  ^egen  das  bekannte 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  gerinj^ster  Dimension  verschwin- 
den. Ist  nun  a:"*  die  niedrigste  Potenz  von  x  in  der  gegebenen 
Gleichung;  so  hat  man  für  solche  sehr  kleine  Werthe  von  r 

/^=aoo6a-f  ar"coa(a-|-m^)  (OSQ 

0       Q    m  m 

/^ssasina-f  ar"*8ta(a4-mf)  (54). 

0      0»»  « 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  in  m  auf- 
elnanderlallenden  Kreisen  von  demselben  Radina  er" 

M 

um  den  Pnnkt  A  herum  schlingt.  Die  "Wahre  Gestalt  der 
Kurve,  unter  strenger  Berücksichtigung  der  verwachttaelgten  Glie- 
der, wird  eine  gescnlossene  Spirale  von  m  Windungen  sein,  welche 
sich  nur  unendlich  wenig;  von  der  Kreisform  entfernen.  Innerhalb 
^ller  dieser  Windungen  Tiegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radius  die* 
fer.  Windungen  selbst  unendlich  klein  ist;  so  liegt  det  Nail« 
•pnnl|t  Qaofbwendig  ausserhalb  dieser  gan;Een  Knrve. 

Denkt  man  sich  jetzt  r  unendlich  gross;  so  verschwinden 
ailn  Glieder  gegen  den  hSehste     und. man.  hßJLi 

/i=r"oos(n9)  /^sr"sin(tt^)« 

* 

'  Hierdurch  Ist  wiederum  eine  Spirale  darsestellt,  welche 
il4el>  Ann  aber  in  n'der  Kreiaform  «nnndlfcb  i^nbe  kom- 

Sifkoden  Windungen  ym  den  Punkt  ,^  he^nnischliogi 
a  der  Radius  r"  für  diese  Kreisform  unendlich  gross  ist;  sq 
muss  der  Nullpunkt  O  innerhalb  aller  jeo.er  u  Wie- 
dunge n  liegen. 

I?ei  dem  üebergange  der  ersteren  unendlich  kleinen  kreisför- 
niieen  Spirale  von  m  Windungen,  welche  den  Nullpunkt  O  aus- 
scbliesst,  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisförmige  Spirale 
▼en  n  Windungen,  welche  den  Nulipimkt  ebiaebMeast,  muss  mm 
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Um»  J^mki  kn  Gmamt  n  Wki  aad'aaeb  nteht  mnkfMid'  wmr  d«t 
finrne  getrofim  wjmiei*,  was  den  H'Wursetn  «er  i^efpeli«» 
DOD  Gleichung  es  t/spricht  t«*  •.  i 

'  Um  dlee  httieliBaweifteir,  karni  man  einen  dem  fVlIheren  ganz 
ttnülchien  Gang  einsihlaoen.  Hierbei  zeigt  Heb  iofort,  dnee  ai^cft 
hier  Iceine  benachbarte  Karve  för  r-{-dr  weder  mit  der  rorher- 

gellenden  für  r  einen  liorrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
sich  an  irgend  einer  8tetle  in  der  direkten  ■[{ichtnng  ihres  da* 
selbst  liegenden  Elementes  fortbcuegen  kann,  dass  sich  also  die 


erweitern  mnee.  flierbei  können  tfbrigenn  Spitsien-  und  Schini* 
genhiMuDgen  vorkonmen.  Diese  «tehen  in  ganz  ähnlichen  Be- 
ziehungen zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Kurven  wie  die  früher  betrachteten  Spitzen  und  iSchlingen.  Die 
Untersuchung  hierüber  vvird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Grrnid  der  beiden  GleMangen  (12)  und  (13)  bi  Erwfieung  zieht, 
dass  jede  neue  Kurve,  wie  etwa  ... Z>i  iVi  Pj ...  In  Taf.XlL 
Fig.      oflerFig.  20.  auf  allen  früher  betrachteten  Kurven,  wie  A(\f 


Werth  von  r  angehört,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
Richtung  des  von  JUi  auslaufenden  Elementes  Mi  iVj  der  neuen 
Kurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korresuondirenden  Elemen- 
tes  der  Kntve  AMiCy  stets  so»  daas  das  Jetstere  Element  au 
•inen  reehtea. Winkel  nach  der  Seite  der  posit  iven  Rotl- 
rnng  um  den   Punkt         gedreht  erscheint.     Einer  Spitze  der 


einanderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  links  herum 
scbweokenden  Krümmungen  der  Kurve  A(\  unmittelbar  erzeu- 
gen konnten;  ao  können  jetzt  nur  rechts  herum  laufende  Krüm- 
mungen der  Kurve  Dy  unmittelbar  in  Spitzen  übergehen.  Bei 
den  hieraus  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
Schenkel  stets  zur  Rechten,  wenn  man  die  neuen  Kurven 
E^iyD^E^.,,  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kurve,  z.B. 
von  J6\,  alao  ?om  Punkte  her  In  Ricbtong  Ibter  fioeitlven 
fintatehung  durchläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spltae  B^E%  eine  sich 
eng  zusammenziehende  Krümmung;  I)\Ey  voran,  und  es  folgt  eine 
Sehlinge  O^E^  nach,  und  es  lindet  nie  eine  umgekehrte  Erschei- 
nung statt.  Eine  solche  Schlinge  erweitert  sich  nun  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve,  also  iür  immer  grüsser  werdende  r,  mehr  und 
Mtbr,  ebne  an  irgend  einer  SteHe  ^ne  rfickgängige  Bewegung 
anzunehmen,  nnd  muss  zuletzt  den  Ausgangspunkt  A  aüer  Kur» 
ven  mit  umschlingen  (Taf.  XII.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
hat  die  Kurve  eine  ganze  Windung  um  den  Punkt  A  mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzen 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  ueuen  Kurve  liegt  nach 
aen  ohmen  Geaetxen  In  der  UdmOgncbkeit.  Die  Zahl  derselben 
kann  sicn  afao  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Anzahl  =n  geworden  ist,  welche  den  unendlich  grossen  Werthen 
von  r  angehört.  Da  eine  jede  dieser  zusanimenhängenden  Schlin- 
gen oder  Windungen  sieh  zuletzt  über  jede  Griinze  hinaus  eruei- 
^mn  muss  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
wa  Ton  jeder  der  achlieaalieb  entatebenden  n  Wlndna^sn  eine 


welchen  Ein  und  derselbe 
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jede  den. Nullpunkt,  aber  auch  nur  eio  einziges  Mal  treffen  mm», 
mmdmsh  sind  die  n  Wnrsehi  der  GKridmog  vwm  hImi  ^nd« 
nachgewiesen« 

Das  Zu^ammenialiea  ein&s  Puuktes  der  Kurve ^  ivorin  sieb 
iwei  Windungea  Icreuseo»  entepriebt  dem  Falle,  dase  zwei  Wv^ 
sein  vorbanden  sind ,  welclie  bei  Tersctiiedenen  Wertben  von  f 
dieselbe  Quantität  r  besitzen.  Fällt  ein  Spitzenpunkt  der  neuen 
Kurve,  welcber  zugleich  ein  Spitzenpuukt  der  früheren  Kurve 
i»«t,  auf  den  Nullpunkt;  so  gibt  es,  inboiern  diese  Spitze  nur 
Eine  auf  null  reduzirte  Schlinge  vertritt,  zwei  voUkommen  glekiit 
Wurzeln. 

Wenn  das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  gleich 

null,  also  eine  Gleichung  wie  (52)  gegeben  ist;  so  springt  aus  dem 
mit  dem  ]Null|)unIvte  zusaminentalienden  Punkte  A  sofort  für  die 
kleinsten  r  eine  .Spirale  mit  m  Windungen  hervor.  Dieser  Punkt 
it>i  daher  als  die  Keduktion  von  m  solchen  Windungen  anzuje»eheo. 
£e  gibt  also  dann  m  Wari ein  ff leicb  null.  Die  frfiber  c^ 
wäbnte  Uifbestininitheit  fiir  diesen  feil,  welche  darin  beruht,  das» 
man  nun  den  Winkel  a  des  bekannten  Gliedes  wUlkfibrl&eb  aar 

nehmen  bann^.was  cl^tlicb  m  Systeme  ven  mi endlich  ilelea 
Wurzeln  von  der  Qnantität  nnll  berbeifübren  müsste,  spricht  rieh 

jetzt  darin  aus,  dass  sofort  m  ganze  Kreisnm fange  aus  dem 
Nullpunkte  hervorgehen  ,  und  derselbe  daher  wie  das  mfacbs  fos 
nnendüch  vielen  Kurvenpunkten  zu  betrachten  ist. 

Man  findet  leicht,  (hiss  sich  die  Spiralkurve  niemals  wie  die 
früher  betrarhtete  kurve  in  einer  iieiaden  Linie  ausstrecken  kann, 
indem  der  Werth  der  goniometrischen  Tangente  des  NeiLLiugö- 
wiukei.s  ß'  der  BerührungsUnie  an  der  neuen  Kurve,  nämlicb 


mit  Bezugnahme  auf  die  G!.  (36)  wohl  für  die  Veränderliche  r, 
nicht  aber  für  die  Veränderliche  fp  einen  konstanten  Werth  la- 
nebinen  hann.  Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Kur- 
ven zu  thun  hat;  so  sind  derarti^^e  Erläuterungen ,  wie  sie  iruber 
bei  den  Ffttten  der  geradlinigen  Kurven  nethwendig  etscbieecs, 
hier  gana  flbetMssig.  £s  werden  sich  demnach  mittelst  der 
ralkimren  auch  alle  reellen  Wurseln  der  Gleicbsne  Mit 
reellen  Koe  f f i  si e n  ten  a«f  eine  ganz  answMenlige  Wslie 
darstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich ,  dass  die  Spiralkorve  in  meh- 
reren auieinand  crfallen  den  Kreislinien  zusammenlieft 
Wenn  der  vom  Nullpunkte   O  nach^  dem  iVlittelpunkte  dieser 

Kreislinie  führende  Strahl  durch  ce'^~^  =  ccosy -|- csiny. V  — 1  •  ^^'^ 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzteren  Mittelpunktes  r^*^ 
durch  ccosy  und  c  smy  dargestellt  werden;  so  wflrde  der  Hadis* 
H  des  fraglichen  Kreises 


Vi 


— =cotang/3 
<ys  ^ 
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«•im  mA  wem  dw  erw&bnte  Fall  flberliaupt  eintraten  sollte, 

ifi—c  cosy)*  +  (/i  —  c  &mff 

ein  Ausdruck  sei»,  welcher  fahm  wäre»  für  einen  gewissen  Werth 
▼OH  r  emn  von  9  g^nz  u^ftbhä neigen  Werlli  anmoebmcii, 
Sntwickelt  inah  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  Dir 
tmJ  aus  Gl.  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den* 
Mlben  gehörig  nach  der  Grüüse  9;  so  findet  mao  teicht,  dass 

c=zap  y—u,  a=Ox  a=:0,  0=0, .^..a=0  «...  07) 
0  6    1  s  »-1 

die  Dofbweod^n  Bediogunj^en  fiir  die  Muglichkeit  des  ferateliim- 
den  Falles  sind. 

Eiieraus    folgt«   dass    bei  jeder   binomischen  Gleiehang 
^4.^=0,  oder  oe*^-'+r^"^P^-'=:0,  also  aach  bei  jeder 

Gleiebnng  ersten  Grades,  aber  auch  ner  bei  einer  sokben  G!ei 
chung,  die  in  Hede  stehende  Kurve  einen  Spiralkreis  um  den 
Punkt  A  als  "VlittpIfjtTTikt  bildet.  Dieselbe  2;pbt  sofort  als  f*'m  n 
facher  Kreis  aus  deiu  l^uukte  A  hervor,  und  bleibt  st(-f^  «»in  solclior 
Kreis  vom  tialbme^^ier  R=ir^,  Die  früher  betruchtetea  Kurven 
werden  för  diesen  Fall  bekaimtlich  -xu  lauter  geraden  Linien» 
welcbe  Ton  dem  Mfttelpualte  A  jenes  Kretees  andaiifen. 
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Bestiiiikiiiiiini?  d«ü:tt«^lij|| 

t/  ,  V  * 

Vm  dem 

"  Hcrrj^i  Hofrath  Oettinger   ^  ^ü» 


Bckuiiiaiicli  ist  ein  Integral  mit  positivem  Cxpooeoten  gleich 
einem  Differeoziale  mit  demselfeeB  negattveii  ExpooenWa  ond  aar 
gekehrt»  oder 


1)        f'Mdx)'  =  -^-fx. 

Hieraus  hat  man  folgende  Beziehungen: 

» 

Die  Darstellungen  3)  und  4)  dienen  zur  Werthbestimmang 
oben  voreelegteo  lotegraU  und  zwar  dadurch,  dass  man  es  auf  ein  1^ 
logrftl  mn  gaoiem  Exponenten  (hier  die  gewOhslicbe  btegralforM) 
suHIckfillirt.    Man  ernält  sofort  folgende  iwei  Uebergangsfonncn: 


I 
I 

\ 
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ümden Werth TonS)  zo  beatiiniBfl^  hit— Hfiilgw<eDar»tellH»' 

iron  fiiir  Dlfferenztale  mit  gebrochenen  Exponenten  nüthig,  dww 
Gatmekelng  kaliic*  wdtwn  Scbwi«r%keit  imt!gtliegt: 


".Jt 


.  ... 

der  FakdateD  l'i/ =  1.2.3 ....j-  aoch  die  won  Legendre  r(x-^i) 
==1.2.3.... :r  aufgeführt,  weil  diese  in  Deutstbland  mehr  gekannt 
zu  sein  scheint,  a\a  die  kramp'sche ;  obgleich  die  Legen- 
dresche dem  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  eDUpricht 
*  sich  andi  .snr  weUern  BemitBiiog  io  der  Theorie  dar  Falwl- 
■  pam  «ili^^acliWr  «eigt. 

Behandelt  man  nun  d^e  erste  Form  in  0)  nach  7),  00  wird 


da  l-it>5sra)     Vs  ist. 

Dtvdb  WhMktmg  dinM  Vfalktm     Q  «itvtefaC 

Am  der  zweite»  Form  io  5)  hat  man  nach  den  behaiMilc«  Regebs 

^  Wird  dieser  Werth  in  die  aweite  Form  von  5)  eingeführt  und 
Wild  dann  die  Gleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 
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weil  lil*=r»  V*;^=:  r(i+l)  ist. 

Hiernach  hat  man .  wie  aus  8)  and  9)  h«r?argeht»  duceii  varackie* 
deoe  ßebaadluDg  des  Integrals 

Vi 

zwei  unter  sich  ver^chledeae  Wertlie  für  dasselbe,  clneo 
r£D  io  Verblödung  mit  Lo^aiithmeii  und  einen  reeileo. 

Diese  ▼erachiedene  WertUieetinimiiiig  berabt  naeh  den  Vot- 

liegenden  darauf,  dass  naan  nlu:h  5)  xuerst  differenzirt  md 
dann  intcgrirt  und  andererseits  zuerst  inte^rlrt  und  dam 
differenzirt,  alsn  auf  einer  veränderten  Ordnung  und  Amfifh- 
rung  der  vorge«cbriebenen  Geschäfte. 

Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  BebaadliiDgeweiee  fort»  eo  | 
erhält  man  felgeode  Integrale  mit  gebrocheeeii  Bipoiieiiteii  taeS):  | 

/i(a2)i_V_-i./^iM  ii£»\ 
•  i  I  } 

Ana  9)  aber  erbllt  man: 

m 

J  Vi* 


y 


VS — TT 
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Bettle  Darsteliungeo,  419)  JO^fv^  (11)  sind  bommdeit  F&U«  von 
foigeudeo  aiigenieiDero;      '   /.  .  . 


4  * 


XIIL  Gab«  9}.  ifg.  161  ]8ft«l6SMiaiiil«ltiiiidviirdi«GMQlitaf 

8)  und  den  ersten  Ausdruck  voo^  10)  gefonden.  •  Diess  kommt  da- 
hcfi  daas  et  nur  wach  e  i  n  r  r  Ansicht  die  vorstehende  Aufgabe  unter- 
sucht bat»  und  zipar. dadurch,  dass  er  zuerst  differer^^jrt  und  dann 
iete|rrir.t.  I^ü^i^keit  der  zweiten  Bebaudkogsueise  scheint 
er  wMtsehcfil' Ata 'haben.   Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  Hi  10) 

Sud  12)  angegeben  ist,  bat  er  nicht  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
en  zv^ei  ersteh  Integralausdriicken  stehen.  Die  Ausdrücke  II), 
12),  und  13)  finden  sich  in  dem  attgeföhrten  Werke  aus  dem  an* 
geregten  Grunde  nicht  vor* 

Sind  nnn  die  hier  gefandenen  RMaltete»  wie  nicht  zu  bezwet« 
fein  Ist  nnd  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt,  rich- 
tig, so  werden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
alle  BeschrSiikung  hinzunehmen  sein,  denn  es  kann,  wie  hier  vor- 
Uegt^  der  Fall  eintreten,  dass  die  Anwendung  des  in  ihnen  liegendeo 
GMetaes  auf  versehiedene  ReenUate  führt  Hiednrch  ivhd  Folgen- 
des  'gerechtlert%t  sein.  i 

Die  Ordouiig  im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
immer  gleichgültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  führen. 
Die  in  3)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  xtt 
gebranchen. 

Die  Angabe  der  ZaUenwerthe  des  Ausdrucks 

C(l,  31,  Z....ry-^^Ar 

in  der  Gleicbong  13)  und  der  Falmltftt  l*"!^  verursacht  hei  etwa« 
htiiCTn  Zahlen  ?iele  Habe.  Wir  geben  blerüber  felgend«  Znaan^ 
■Mnefellnngi 
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^  =11 
4iS60 
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Beltittse  nur  SSteorie  4ev  «iMidratl» 

grellen  Farmen. 

':    '  Herrn  Doctor  R  Arndt, 

I  ■  I   M-tram  fi 


Die  in  meintr  Abbaüdlun|;  „l^eiir^^  zur  Tlioorio  der 
quadratiscfi cn  Formeo"  (Grunert  Ari  IiivXnr.  puir.  lüö  ff.) 
eatwiclcelten  Uesul^^e.  führeo  zunächst  ^ut  Auilü^iuiijj  druicr  iiaupt^ 
Probleme  über  die  TransformabilitAt  der  ^aadratlitcbtn  Fonoen^  . 
welche  In  den  DisquiflitloDibos  ArltbmeficU  nicht  int  Sprache  ge* 
btacht  werden. 

Ente-  Auf ^be.  S^Snimtliche  KTasseni  4er  qvaidrati- 

gehen  Formen  von  hestiromter  Determinante  zu  fin 
den,  welche  In  das  Ptodoki  ^wefet  gegeb.eueti  Formen 
transrormabel:  sind. 

AttirVittng*  Hikn  bi^vrfcfoie  d^e  gegebenen  Fermetr  dnreb 

ihre  Determinanten  durch  d^';  dba  gruMte  gcnieinscbaftlicbe 
llaase  von  a,  26,  c  sei  m,  nnd  eine  Uinllelie  Bedeutung  habem' 
m  Bezug  auf  die  Form  endlieh  eei  die  Determinante  der 
gesuchten  Formen,  und  JD  da«  grSsste  gemeinschaftliche  Maas« 

Von  (fm'm'y  d'mm.  Soll  nun  die  Aurirnbr?  nicht  unmn^rlu'li  Hcin, 
so  miiss  fJ  durcli  D'  f heilbar,  und  der  Quotient  ein  (Quadrat  »ein, 
wesöbalb  wir  D^D'kk  setzen,  wo  k  eine  positive  ganxe  Zahl 
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bedeutet;  dlles  vorausiresetzt,  muss  jede  In  das  Produkt  ff  trani 
fomiabeie  Form  jeJe  beliebige  au8  f,  f  auf  dipselbe  \Veiise  zii- 
sammeneesetzte  Form   eigeiitlicb  einsciiliesöen ,  und  umgekehrt 
(Disq.  Arithm.  Art  230.  w«),  und  daran«  ergiebt  aieb  fol^eiide 
liSasng  viwerar  Aii%ali«. 

Man  he  eine  beliebige  an«  ftP  in  Bezug  auf  beide  For- 
lueo  dircct  zusanimengesetste  Form,  F,  welcbe  die  Determinaote 
Dssiykk  haben  wird,  nnd  beatimme  die^Klasaes  aller  Pormea  t* 
von  der  Detenninanto  wdebe  F  eigentlieh  einaebliessen ;  die 
Aufgabe  wird  hiermit  vollständig  gelost  sein,  wenn  /*,  f  in  der 
Trattsformation  nus  F'  in  ff  beide  direct  trenomraen  werden  sol* 
len.  Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  man  eine  aus  f,f 
auf  eben  diese  Weise  zuaammeiigeseizte  F  orm  zu  Gruude,  und 
auf  Sbnlicbe  Art  wird  inaii  aich  Terluiltent  wena  elae  d«r  Fenaea 
f,  f  diract»  die  andere  invera  gasonuaeo  werden  aoU. 

Was  aber  die  Aufijabe  betrifft;  „die  Klassen  nfler  Formen 
von  der  Determiuaute  l)'  zu  linden,  weiche  die  gegebeae  Form 
Fz:z(A,B,C)  FOD  der  Determhiaate  &fsk  eigentllcii  einacblieBaaa", 
ao  habe  ich  deren  Losung  In  der  amEfDgänse  erwibnten  Alibaad* 
lung  gegeben.  Man  fim^et  zunächst  eine  enmicbe  Menge  von  For- 
men {A'iH'tV),  welcher  alle  die  Form  F  eigentlicb  einychli essen» 
den  Formen  ei^entlieb  äquivalent  sein  müsfteo,  und  es  bleibt  daou 
iileaa  noch  ilbiiff,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Berecb* 
nnng  ven  Af^      O  wird  nach  folgenden  Pernatn  gefilhrt; 

A'=^^,  uB'^^(m^A%0^^^^~^i 

wo  kssiu,  t  jedweden  ppeitiven  Theiler  von  k  bedenlet,  deMca 
Qoadrat  A  miaat»  der  Tolglicb  wegen  der  Gteicbnog  BB-^AC 

r^D'hk  in  B  aufireht;  wobei  zu  bemerken,  dass  Jiejenigen  Ze^ 
leguogen  von  h  in  tu  zu  yerwerien  aind,  fär  welche  B*»  C  keiae 
ganzeq  Zahlen  werden.  .  ■ 


f. 


Belaplel. 

/•=x(9,  3,  29),  r^®^  2,  32),  fi=i^'5=-a52,  i>=-252. 

^-^1  nusst       der  Qnotat  «in  Qn«dfat|  nimlidt 
6.  Man  findet  Fss(42,<M);  für  1=1,  fi=:^6  vir4 


^'=4«  CB*i&%  Onod.  4),  B'^\^  ^  9^%*  4  raap., 
Ittr  Is2,  k^Z  wird  - 

ilao  erliSit  man  die  drei  Formen 

(4,1  A;  (4A4);  i^m^    .  .  ' 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Repräsentanten  (1*0,7) ; 
(2,1,4)  eini. 


m 

Zweite  Aufgabe.  Zu  beurtheilen,  oh  eine  gegebne 
Fnrm  P  in  das  Produkt  zweier  ebenfalis  gegebener 
Koimen /*  tranftformabel  ist, 

AuflOeong.  Mao  bestimme  eipe  beliebige  aus  f,  f  direct 
iiwammengeselste  Porni  F,  «e  s.  B.»  das»  beide  Fofmen  direct 

io  die  Coroposition  eingehen»  und  untersuche,  uh  F  unter  F' 
ei^eottich  cnth.-ilteD  ist;  jenacbdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht, 
wird  F*  in  //'  {ransformanel ,  oder  nicht  fransfonnabe!  sein,  unter 
(Jer  Voraussetzurl i;,  dass  f  beide  direct  in  dieser  Traiislonua- 
tiou  zu  nehmen  sind.  Um  zu  finden,  ob  F'  auf  eine  andere  Weise 
\np*  traoelbrniebel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
ati  dieselbe  Weiee  ausanmengeeetzte  Form  au  Grande  legen. 

« 

L  DritU  Aufgabe.  Die  Form  P  Tat  in'daa  Predukt  ff 
auf  belcannte  Weiae  transforniabel;  man  aacht  aämmt* 
liehe  darauf  fieaog  habende  Tranafermatieaen  nun  P 

Aufiosting.  Man  suche  eine ,  beliebige  Form  F,  welche  aus 
f,  f  eben  so  anaammengesetzt  lat,  wie  Uk  ff  traaafbnnabels 
QN  wird  dabei  zugleich  eine  Transformation  au^  F  io.  ff*  kennen 
lernen,  welche  durch  p,  p',  p",  p"' ;  q'y  ff  y  q"'  bezeichnet  wer- 
(ieo  mag  (8.  m.  Ahh.  Memoire  siir  la  tn^orie  des  formes 
(]Qadratiques,  Archiv  XÜI.)»  Bestimmt  man  nun  alle  eigent- 
lichen Transformatiuueu  aus  F'  in  deren  Inbegriff  durch  a,  ß, 
y,  ^  bezeichnet  werde  (Archiv  XIIL  pag.  105  ff.),  und  macht 

P=«5P+/Jg,  p'=«P'W»  P"==^(^p"-\-ßg"»  p'^=«/>'"+iS/'; 

q^yp  +  dy,   <|'=rp'+«^t  q"=yp"+V» 

M  mrd  p,  p',  p^  p^;  q,  q',  q^  q'"  der  labegriff  alier  derTrana- 
rormatlonen  aoa  F'  in  ff  aeia,  för  welche  /»f  auf  die  bekannte 
Art  genommen  werden. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art.  239. 
^  Disq.  Aritbm.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
Molt  werden  aollen. 

Di©  folgen rlen  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zorfegung 
einer  {Quadratischen  I'orm  F  in  zwei  andere  f,  f,  deren  eine  ge- 
geben ist,  während  die  andere  gesucht  wird,  wobei  alle  drei  For- 
men dieselbe  Determinante  haben. 

1.  Lehr$atu  t^enn  die  drei  Formen  F,  f,f'  die 
»elbe  Determinante  D  haben,  und  Fin  daa  Produkt 
ff  durch  die  Subatitution  p,  p\  ^^  p"';       q\  y",  9** 
traoaformabel  lat»  ao  wird  f  in  das  Produkt  ana  F  und 
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lUr  Eiitgegfnge*«etst«ii        /  diircli  dlf^  8alMittl«tto» 
ff*  ^Tt  •-f^*;  g»  — |it  -*f<  ff'  itw%Qtm%%9\ 

Beweis.   Es  sei 

Da  F  in  /"^  transformabel  ist,  und  afle  drei  Formen  dieselbe  0e- 
terminaitte  haben«  so  exisUreu  die  l'olgeudeii  neun  Gleicbsoxeo. 
(Disq.  Aittlm.  Art  235.): 

p'f-n'p'^—e,  p'/'-9'V«=n-V  q*q'*-qH"'^A, 

I 

Nw  Uk^  WM  4}Mett  Gieiefcmigen  $ " 

9>-9|,'=«,  9rV-^9«'=J.  -5ry'+y;>'"  =  j&-4.  -jpy+p^-'  ; 

yy^-r^y'^^sC,  ««'j^'Wy^ei  l^"-9P''^«»  j 

loklicli  ist  (tt'j  6',  cO  in  das  Produkt  der  Formen  (A,ß,C]i,  (a» 
-^6,  c)  mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagteo  Sub^titutioQ  tran^fAT- 
mbel  (I>isq.  Afitlllli«  aft. 

Umgekehrt,  wenn  (a\  h\  c')  in  (/tf^,C)x(a,—f},c)  transfor- 
roabei  Utt,  so  ivifH  i4*ü,Q  tu  (a«^r>>C(«'>6'*4^)  trml^QvauiNl 
•ein. 

■■ » '  * 

%,  Es  seien 

toi  Fofiseo  von  dereelben  Deteminante  D,  M  des  ctOsste  ee- 

neUischaftliche  Maass  zwischen  A,  "iß,  C  und  babea  me 

Ähnliche  Bedenfnng  in  Bezug  auf  die  Formen  f,  f.  Wenn  noi 
Faus  /",  zusammenpfesetzt  ist,  so  hat  man  hekannlllch  Jlfz=mm*', 
ferner  wird  auch  M  gegen  m'  prim  sein,  da  i>,  die  Ueicniiiuante 
der  zQsajnmengesemen  Fenn»  das  grosste  getseiiMeliaflliclie 
Maass  swUchea  Dm'mf,  Dmm  sein  muss.  —  »Sind  also  F,  /  ^ 

f ebene  Forroeu  von  derselben  Determinante  D,  und  man  will  eue 
orm  von  eben  dieser  Determinante  finden»,  aus  deren  Zusammen- 
Setzung;  mit  /  die  Form  F  resultirt,  so  muss  7>/  durch  m  theil- 
bar,  uiid  der  Quotient  gegen  m  prim  sein.  Diese  Bemerkuog 
ssd^tfcdWl  dfo  Bsssliii 
fißkm  mAm  wenleii;  ' 


*j  Wi  wir:)  von  jetzt  Rii  nur  der  HuiiptfaU  betrachtet,  wo  bei  der 
Ziitiauiuieasetsiuig  oder  Trantformaüoii  diu  Farmoa  dtrcct  geaemaieB 
werden. 
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3.  Aufgab«.  F^iAtM^C),  f:=i{tiib,^  «Ud  mw^i 
segcbetfe  Formen  von  derselben  DeteinniBatite 
2>s  jV»  m  die  gras«teo  gemeiaschaftiichen  Maas«^ 

von  Af  SB,  C;  a»  9ft,  «  tesp.^  midi  —  ist  eiD«  ffasie 

nt 

Zahl,  prim  gegen  m;  mau  sucht  die  lki<iii8en  aller  For* 
meo  r       nimliehen  DaternlDante  l^^  a««  deran  Za- 

aajiaenaetavne  mit  /  die  Wotm  jPreeoltffi 

•  » 

Auflösung.  Mao  bestimuie  die  Klaaaen  aller  Formen 
p  —  {a\  b',  c')  voa* der  Determinante  Z>,  welche  in  f^as  Produkt 
tler  Formen  /'\  (<i,  — 6,  c)  traDsiormabel  sind  (erste  Autj^abe), 
und  iiehalte  nur  oiejenigen  bei,  fiir  welche  a' ,  26%  c'  das  grünste 

gemeiiMcbaftlieiM  Uaaaa  ^^sai'  hahtii;  klaaalfiaiit  nao  die  leta* 
tereo,  se  wM  die  Aufgabe  fiM  eehi. 


 da  f  in  das  Produkt  Fx(a^  — 6,  e)  transformabel  ia^ 

80  mnss  iF  u\  fX{a,b,c)^f/^  transformabel  sein  (erster  Lebr* 
satz);  nun  ist  aber,  ffa  m'  gegen  m  prim,  die  Determinante  von 
Fy  nämlich  D,  das»  grii4»4»te  gemeinschartliche  Maass  von  Dm'in*^ 
Dimtif  folglich  F  aus  f  zusanimenae^getzt.  —  Umgekehrt,  u  euu 
f  mit  f  znaammengesetot  F  lienroAringt,  so  nca  f  In  F 
X(«,  «^».e)  k&AmMU  «ed  dfs  ^aneloaciiaftlldba  llaniet 

ilf 

von  «/>  26',  c'  notlivveudig  gleich  —  sein;  folglich  giebt  es  keiue 

Klassen  van  Fornien  f,  welche  üujgch  daa  geehrte  Verfahren 
nichl  ge^uodeu  vrürden«  -  >  .  ' 

Iix  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  Regel  werden  noch  fol- 
gende Bemmangea  fom  Nntaan  «eie.  . 


Um  die  Formen  f  von  der  Determinante  D  m  finden,  welche 
In  F>C(«>  -rKe)  Imnafagmaht!  mä»  ImitimiB  zuniebal  #.und 
(a,  "«^i»  c)  zusammentuaetzeiw   Die  leftultirende  Form,  ^ve!che 

offenbar  die  Determinaate  Djiini  haben  wird,  beisse  5=(^  'C>,C). 
Hierauf  sind  die  die  Form  ^  eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determiaante  O  zu  bestimmea.  Zu  dem  Ende  hat  man, 
fli=:tt(  gesetzt,  .  ;  ,     .  . 

A'«Sa  ^^in^^U^I^'-üf€f==^i^. 

Das  grösste  gemelaeclMflllclie  Bfaaaa  Ten  Z,  825»  C  iirt  beiownt- 
lidk  m^wmnf,  nlftfain  aM      25«  €  eftüimllicb  dwcb  mm 
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theiiliar»  al^iiu  üudi  •—  eio«  gaoze  Zahl*>i   ii^rdu«  ergibt  sich. 


a  »  «i*    €  w 

te'  «»' 


ganze  Zahlf^n  stin  werden  ,  ^vetchc  Zisrl^lUlg  TOB  M  in  Mge< 
waadt  werden  muge.  Kiiu  bat  man 


folglich 


wo  flir  p  die  Zabko  0,  1,  3»»..«— 1,  oder  Oberhaupt  alto  «ach 
u  iDcoDgni0BteD  Werthe  m  ndinioii  afaid»  und  man  findet 

ttu      mu  mm 

folglich  eind  a\  b'y  &  für  jctl^vede  Zerlegtmg  von  m  ii:anze  Zah- 
len, üie  Berechnunc^  reducirt  sich  somit,  nachdem  die  Form 
^=(21,^9^)  gctundeo  worden»  auf  die  folgenden  Formeln: 

« 

wobri  lo  bemerken,  dam  &  amli  nadi  dfr  Fermel  le^s«  » 
gefunden  wird,  wenn  nur  a'  nicht  verschwindet 

Unter  den  auf  diese  Welse  berechnetes  Fomeii  (a^»  ^»  cO> 
deren  Menge  offenbar  der  Summe  aller  Theiler  von  -m  gleico* 
koHHBt»  ainci  dtejenigee  aneiuwerfent  fiir  welche  daa  grSsste  ge* 

mebecbeftliebe  MaMs  iroD.«'«  m  ^        gleieb.^  wt,  «n  «e 

IM 

Übrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch»  dase»  wenn  7n  =  l,  d.h.  feine  eigent- 
lich |>rhiiitive  f  oitt  tat,  die  Fofm  S  4ie  Determliimite  D  erhält. 


*)        Ul  eine  ganse  2ahl,  folglich  ^  ebeafUli,  wiBon  m  ungerade; 


«MB  aber  M  gweda,  ta  hat  aaa  —-S^ ,  mftbfai  ^  wiadernoi 
ab«  Saasa  Zahl. 
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IbMich  mit  f  eij^nditth'ioniyalMf  l«t»  mm  auf  folgenden  im  Art. 
MS  der  DiBO.  Arithm  anr  anderem  We^e  {^efandenen  Satxföhrt: 
„Wenn  F,  f  zwei  Formen  von  derselben  Determinante  nind,  de- 
ren letztere  eigentlich  primitiv,  8o  Miebt  es  immer  Formen  der 
nämlichen  Detarminante,  uns  deren  Zusammensetzung  mit  f  die 
Form  F  raraitirt;  aber  sie  gebtiren  alle  io  eine  Klaeae,  in  wel- 
cher aich  auch  die  au8  F  und  dte  fintge|jMige»^teii  von  f  au- 
aammangeaatata  Form  liafiodet 

Beiapiele. 

Hier  iat  i!fs;$;lä»  ]»ssd,  alao  m'=:4.  Mao  fiodet 
daraiU' 

(i^,  6'.  c')=;(4,  -18.  144);  (;Jö,  -18,  lö)  j  (3ti.  -6,  8); 

(36,6,8). 

Für  alle  dieee  Forineo  iat  fii'as4;  aneb  geboren  «le  in  venicbte- 
laue  Klaeeen,  d^en  Repriaeotantan 

•'(4,  2,  64);  (8,  2,  33!);  ^-  -'^  32);  (16.  2,  16)  , 

2)  F«=(^,6,  -30),  /*=(6,  -1,  -104),  i>»625^  > 
Hier  iat  Jlf=10,  »»=2«  also  m'=:5.  Man  üudet 

«»(190*  -70,  iO),  . 

dirana 

6',  c0  =  (30,  -36,  20);  (120,  -3ö,  Ö);  (120,  25,  0).  ■ 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen,  also  bleibt 
(120,  —36,  6),^welcbe  mit  (ö,  25,  (9  eigeotlidi  &^?aleot  iat 

4.  Lehrsatz.  Indem  die  in  der  vorigen  Auft^abe 
ani^'pgebenen  Bedinguneen  beibehalten  werden,  so 
giebt  es  immer  mindeatene  atna  Klaaae  von  Formen, 
aoa  deren  Zuaammenaelanng  mit  die  Form  F  ber« 
vorgebt 

Beweia.   Wenn  die  Form  <L)  nicht  schon  ao 

beachaffen  iat,  daaa  -g^y        rabitive  Prbaaablen  aind,  ao  be* 

haupte  ich,  daaa  man  immer  eine  mit  S  cigcntlieb  Iqnivalenle 
Form  finden  kann,  für  welebo  dieae  Bedingung  Sinti  bat  Bb 
aind,  nm  dien  dwitttbnn,  avrei  Fälle  an  nnteracbelden. 


m 

.  .  •       .  ."  .       •  -       •  '  . 


Durch  die  eigentlich  primitive  Form 

können  nun  unendHdi  viele  Zahlen  dareesteUt  werden^,  weiche 
gesen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  ^isq.  Arithm.  art  228.), 
und  man  kann  aooehnien»  ata»  die  W«ithe  tod  «  und  jp»  mit 
Hülfe  deren  dite  getchieht,  rdaüre  PrimtiiUeD  sind*);  «i  sei  «Im 

2.^7/1 

,  .«  prim  gegen 


dwch  die  Substitution  a,  ß,  y,  8,  für  vrefcbe  criJ— j^y— 1 ,  wirtf 
man  £<>)  in  eine  eigentiieb.&qfÜFaienl^Jß'qfBi,  pi»',  JB^, 

£^  YerwEiidetii,  und  <  • 

werden  eheo^U  eigeDttich  ftqnivAleDte  Fbnnen  «ein.  Jetzt  nfiiiio 


.  .1.1  V 

relative  Primzahlen  sein.  Denn  hätten  sie  einen  Primfiftctoi  ge- 
mein, so  wünlf  .  dei9elbi|,  in  •  *  . 

4 

-ui ■     ■  H  ■•  i\  •  .  '•      ,        >     .     ..I      •  , 

,  I'       '  Ware  * 

prim  p:c^cn  rfic  gegebene  Zahl  Z,  «o  daaa  a  und  7  dtt  gr.  gem.  Haan 
fttkäUsm^-w.  «äffte^ ^üwi^l^k  y=^')  lii«ptat.«        ,  /   . .  1  . 


'  t  i ;    .  -II 


^2  ebeirfalM  prim  gegen  Z,      prim  gegen  «ein. 


4S7 

U.  ^  «ei  au«^  (  icur  iiiieic^eiitUcb  {Kuoltiven  Form  ^21^.  i&'^»<C^) 
ikit^r  In  diesem  lalie  iötfiwti:«rtWJ»^'\  "»"ti  ^s'm  ^*>iil  i^iwihi 

'      .        jMm         ,  lÄ^'-t         ^ilftlM^ »^"'•»' 

/     ,  AD  •  ' 


Darch  die  Form  ^' 


.1.1*.  Ii  ,  ■      i  I'*. 


4/>rt 


werden  Zablcq  dargestellt,  welche  ^egen  -^yj-  prim  «ted',  so 
dtMiv»««  ke^Den  geiDeioMliaftl^cUcu  ^'aktor  haben;  eine 

Bei  ^21«'.    Tranafocmirt  ipaD  ngn  ^Ä«,^*». 

(lurcli  die  Suliüütuliüii  «,  pi,  y,  <i ,  iür  wdche  «3— i3y=l^  iu 


■-  ■ 


I.  I ;  II' 


S  und  ditfw^io',  jilfm»^  jiUi«(£^) 

eigentlich  äquivalente  Formeo»  und 

...    1  * •  •  <  .  « 

reUtiTe  PrimzobM,  d*  '  ^ 

■ 

ist.  Die  Form  von  der  geforderten  Eigeuächait  ist  also 

(jjtaa",  gürm»".  jÄ««'"). 

Da  Bon  jede  mit  5  eigentlich  äquivalente  Form,  ^bÖitO'WW' 
^  selbst,  aus  f  *ttflÄbimengesrt|t;it  vnd  \u  der  Aufigab^  J^, 
jede  beliebige  ajia  y,     xuMMieDgeseUte  FonA  sq  Grande  ge- 
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kgt  wcfden  durfte»  mI  S^sPi,  Jb»  €)  «Im  Pmi  dbr  Att 
da«i  j|r  kdneii  fUrtor  geneiB  Um. 


Immer  diejenige  mit  f  guammgngwetot  F  Mflft,  Welm  toc^ 
die  keeoniteree  Wertlie  Isiei,  u=:l,      0  neifOfgeM,  eimlkh 

die  Fonn  ( — -,  €),  da  — ■  ,  —  ,       dw  gföeele  ge« 

Uebrigeos  ist  zu  bemerken «  dass  mao  solche  WeHhe  tob 
jr=a,  n^it  deren  |iOlfe  -die  priniMfe  Font 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  oder 
deien  Hllfte  prlm  ie«>  aaeb  «ter  fcw#iMhie  Meliiede  Mn 
knao»  weftber  ati  äSB.  der  Diaq«  AMm^  m  ^eigMchee 

BelepleL  bl       •  . 

■      #»=(120,  -70,  2(«,  /:^(6,  -JW), 

noJhMi's  Jlf=iO,  wt=2,  m'=5,  so  findet  h  5r:=CT20,  —70,  SWj 
eae  der  uneigsiiMeb  prMttven  Ferai  (12,  ^7»  i2)  abgeleilet}  md- 

da         ^  dea  Faetor  2  gemela  liaben,  so  ist  J  za  Iriiusfor- 

miren.  Zu  dem  Ende  ist  . 

■  ♦  »  m 

1 

6a«-7ii7-|-)7=5^^»' 

prim  gegen  5Ü  zu  nehmen.  Dieser Bedtng^ung  genügen  tir  fl^ 
d  Htoo  man  resp.  =1,1  setaen;  dadurch  kommt 

»n-^  C<")  =  (e2,  5,  0),  5  =(620.  50,  0); 

lolgUch  /*=(155  ,  25  ,  0),  wofür  man  die  Reducirie  (ü,  iS,  0)  la- 
weadea  kaaa. 


Ii 


*)    £«  i«t. 


mmm     Mm    mm*     M  * 

!ä  2» 

fblffUeh  m*  das  grtesls  gemebadwlllldte  Mum  tos         —  ;  hhiT  tfa 

daatelb«  in  C  a.Mfgeht,  indem  C  öiifcU  Mm^mmm'  thcilbar  ist,  to 
wird  Vi  ttucli  da«  gr.  gem.HasM  ron  — =>!  iC  «eio:  o.  e.  d. 

'  aMi  *ai  ^ 
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kein«!  FViktor  gemeiä  habsn»  ta  geivilirt  dies 

Vortheil,  dass  mau  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  aafgestelUen 
FornMMi,  weldbe»  mtt  /  snaammengeseUt»  jP  geben,  a  priori  be- 
stinimea  kann.   Zur  Abkflrainig  bezeicbn»  man  den  Complex  all«r 

in  3.  aufgestellten  Fftrin^^n  durch  Sl .  den  foraplex  derjenigen 
unter  ihoen,  aus  deren  ZusamineuseUiuig  mit  /  die  Fonnx  resui- 
tirt,  durch  «a  ...       .  •  .    .  .:. 

Ist  /'s8(a'»  6^  eO  mBß.  V.üm^tm,  fi,  4^  bat  maa^ . 

und  eine  solche  Form  wird  in  a  geboreo«  sobald  diese  drei  C^ie* 
del*  keioeo  Faktor,  gemein  baben«  ;  .  ! 

•<      *  •  ,1 

Diese  Bedingung  erfordert,  dass  u  gegen  das  dritts  Glied 

prim  ist,  da  -jg-  den  Faktor  u  eotbält.  —  Umgekehrt,  wenn  u 

gegen  das  dritte  Glied  prim,  so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
ganieinachafliicbsB  (Faktor^.  DtaUi  hättea  sis  einen  Pnmfalrtiac  « 

gmnettt,  so  kDonte  dsrssibs«  da  «r       und        '  nicbt  siigleick 

messen  kann»'  i»        nicht  aufgeben«  mfisste  ti  BMSsen,  irasni« 

Z  ' 
IB^I^»,  JSoßh  wiid  benerkl»  dass  jgg^s  u  keinen  Faktpy.  f  JNin 

2:0  •  .  ■ 

haben»  indem  u  ein  Theiler  von  -g  ist 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

und 

so  ist,  damit  in  den  romplex  cu  gehöre ,  iiothwendig  und  aus- 
reichend, da68  Z  und       oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  21  uud 

II »  keinen  Fabtot  gemein  haben.  1 

,6^  Die  Aufgabe,  q  der  vorhergehenden *'Bedinflrung  gemSsn 
m  tiesfimmen^  lisat  eich  vereinfachen»  wenn  .man  von  der  uleichang 


't  t 
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wir  4fl;»T 
„■  >'?=yU2av+w-.jpri  . 

atiigeiit,  wo 

ist  Dabei  sind  folgende  Fälle  an  nntencheiden. 

1)  Wenn  ^'t  gerade  iöt>  so  hat  man 

und  findet  die  sämmtlichen  Werthe  von  p  unter  /r,  welche  Z  prim 
gegen  u  machen  ^  nach  ioigeuder  Regele  deren  Gruod  leicht  er- 
hellt. Man  beatimme  alle  Werthe  von  %  swiaehea  ~  ^  «  ^bbbA 

+  j«,  für  welche  ^gä  P"™  geg«"  «  wird,  hierauf  filr  jeden 
derselben  eine  entspreebende  Zahl  ^  mittelst  der  C^ngmena 

r  '  •      •  .     •  t 

avriseken  0  ond,«-^!  inel.  Der  Werth«  von  ^  «bkl  «Ise  eben  «o 
viele»  als  der  von  x» 

2)  Wenn  Jb't  ungerade«  u  ungerade«  so  suche  man  alle  % 

\  1  ...  4/>^ 

xwiscben  —  g-«  und  +2«^»  «®  *'  yf/ä"  P"™  g^g^n  « 

wird ,  und  bestimme  die  jp4^m  einzelnen  z  entsprechende  Zahl  q 
aus  der  Coogruenz 


lan^^t^'h'i  (mod.  tt) 


zwischen  0  und  u  —  1  incl.,  weiclie  Aufgabe  immer  möglich  und 
bestimmt  ist.  Der  "Werthe  von  q  sina  wiederum  ebenso  viele 
als  der  von  2.  ' 

3)  Wenn  'Xifi  ungerade»  «1  gerade»  so  kann  Z  fSr  l^ehlell 

Werth  von  ^  prim  gegen  u  werden,  sobald  ^^=1  (mod.  8.)>  da 

dann  Z  stets  den  Faktor  2  enthält.  —  Ist  aber       =5  (nioi].  8) 

in  weichem  Falle  Z für  jedel  ^  ungerade  wird,  so  bestimme  man, 
u-^'^u'  g^esetzt»   wo  u'  ungerade,    zunächst  alle  %  zwischen 
11  4£>i«  '  •  •  ■■ 

*  —  2  "^5***  *  welche  — -||^  ptim  gegen  «'  machen  |  diese 

W^tbe  seien  x',  t*,  af»  elc.,  Ihre  Anaahl  t  Sucht  matl  blei^ 
den  jedesmaligen  Werth  von  t  unter      welcher  je  cflinM 'ilar 
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Werthe  i\  z'\  i'*  etc.  nach  dem  mod.  n'  und  je  einor  ungeraden 
Zahl  unter  2^  nach  dem  mod.  "if^  congrueut  ist,  so  hat  nian  all« 

2  imter  ff»  Ar,  welche  ^  — TS^^  goges  « 

wird«  Die  Menge  derMlbee  ist  Endlich  wird  man  zu  jedem 
%  )iwel  Wettlie  von  q  entsr  u  nittolet  der  CongroenK 

22('952— a5'<  (mod.  u) 

fieden»  so  das»  also  die  GesammtMnge  allst  Warthe  ?oii  f  in 
diesem  FaUe  gleich  ^  ist. 

7 4  Die  drei  vorhergehenden  fftlle  fitftten  also  nur  ai^  eine 

Aufgabe  znröpk^  nämlich  alle  Werthe  von  %  zwischen  —  ^-Kuod 

+    fi  zii  finden,  för  welche  i*— JD  f»rim  gegen  «  wird.*)  Die  Auf- 

ifiauug  derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze : 

„Ist  u  das  Produkt  der  Zahlen  u\  u" ,  n'"  etc.,  welche  paar- 
tre'töe  prim  gegen  einander  üind ;  bedeutet  dann  z'  jedweden  W  ertb 

z  «wischen  •^j»'   and  «f^tf^   für  welchen  z^^L  prim 

X 

gegen  m'  wird,  %"  jedweden  Werth  von  1  zwischen       tc"  und 

i|tt'',  (ur  Welchen     — L  prim  gegen  u"  wird»  u.  s.  f.,  und 

nimmt  man  endlich  z  zwischen  --\u  und  -f^K  so,  dass  es  den 
Zahleo  3'«  2'',  etc.  »ach  den  Moduln  u\  u"»  res^.  consent  wird, 
w  ist  z  der  In|>egriff  aUer  Werthe  swischen  ^  -^x^  flXr 

»eiche  1* — ü  prim  gegen  u  wird," 

Hierans  fotgt  feraer:  Ist  die  Menge  der  i',  p'  die  Menge 
lor  z".  ^"  die  Menge  der  ^"  etc.,  so  wird  das  Produkt  etc. 
<lie  Menge  der  1  sem. 

Man  denke  sicli  nun  «taft    w',        n'"  etc.  die  Potenzen  der 
Primiaktoren,  in  welche  u  auigclöst  werden  kann;  es  sei  u'^p^, 
Ist  p=:2,  SO  kann  man,  damit  x^— X  prim  gegen  2"  werde,  fttr 
I  2  OUT  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  «setzen,  je  nachdem  L 
»^wp.  ungerade  oder  gerade  ist,  Tolglich  ^-—^2^-^.    Ist  p  ein 
unjierader  IVfmfnktor.   und  L  ein  Nichtrest  desselben,    so  darf 
I  für  2  jeder  l)eli('lti.:<''  Worth  zwischen  den  nhitjen  Gränzen  gesetzt 
(werden,  folglich  ^  z^p^,    Ist  L  durch  p  theilbar,  so  müssen  alle 


\        ♦)    Im  ersten  Falle  i«t  ^=-ij3-»       den  beiden  andern  Z=  . 
«Uli  in  letsioa  Fall«  ubenliM  if'  an  die  Stella  vea  a  sa  •etiea. 
IMl  IV.  f  90 
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s  pnm  gegen  p  sein,  folglich  t'~p'^^^(p^Vi*  endlidi  L 
Reet  Too  p  (duroli  p  lAehi  tbeUbar),  ao  Ml  die  Ceegraeoi 

s*^£fsO  (mod.  p)  zwei  Wenetn  cwifchen  —  ^  P  ™^ 

1  1 

also  2p«— >  Wurxelii.swlBcfaeigi  --.j^^  ^         H-^P"^  folglidi 

f    p»    2p«-»=p*-*  (p— 2) . 

Hiermit  ist  die  M<»nge  aller  z  zwisdien  —  ^ii  md  -f  |-  v , 

folglich  auch  die  Menge  aller  q  zwischen  0  und  u— 1,  für  welche 
Z  prim  gegen  u  wird,  vollkomiiieii  bestimmt. 

Beispiel.  Man  sucht  alle  q  rniter  (SO,  iOt  welche 

prim  gegee  60  wird.  Hier  ist 

UZz=jj[i^^U)^i-m],  —275  55  (mod.  &); 

ald*  hat  man  den  dritten  Fall  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Cm* 

tjruenz  i«  +  i>7r>--0  (mod.  3.)  hat  die  Wurzel  2=— 1,  +1;  275 
durch  ö  theilbar,  tolglich  z=  0  (mod.  3.)  und  ~— 2,  —1,  + 1, 
4*2  (mod.  5.)  und  —1,3  (mod.  4.);  mithin 

±i),  ±21,  ±27; 

22^— llss  (mod.  60.)  giebt 

^»2.  5,  11»  U,  17»  20»  26»  29»  32»  35^41»  44»  47»  50,  66»  50. 

8.  Es  sei  nun  hi:=.Piii  wo  Q  relative  Primzahlen  sind. 
Wie  leicht  erhellt  ^  findet  man  alle  Theiler  von  m,  wenn  im 
jeden  Theiler  von  P  mit  jedem  Theiler  von  Q  ab  Faktor  verbin- 
det»  Die  Theiler  von  /*  seien  p,  p*,  p"  etc.;   die  Theiler  von 

Q:  7',  fj"  etc  :  ferner  bezeichne  man  die  Mengen  der  ForrneD 
im  CoHi{)lex  d,  welche  den  Theilcrn  py  q  von  m  entj«pre(  Ik  u, 
resp.  durch   5,  7/  und  lasse      ri'\  etc.  eine  ähnliche  Be- 

deutung haben  In  Bezug  auf  p',  q' ;  p",  q"  etc.  Die  Menge  aller 
Formen  aus  m»  welche  durch  Anwendung  der  Theiler  qp,  offt 
np"  etc.  entstehen,  Ist  offenbar  i7(HI'+r  );  eben  .so  t^'d+l'+r  ) 
aie  Menge  aller  Formen  aus  w,  welche  durch  Anwendunu  der 
Theiler  q'p,  q'p',  q'p"  etc.  hervori^ehen  u.  s.  w,,  folglicli  die 
Menge  der  sämmt liehen  Formen  in  a> 

F.inc  ähnliche  Formel  erhält  man ,  wenn  m  aus  mehr,  als  »wci 
Faktoren,  besteht^  und  wir  gelangen  zu  dem  ^^atze: 

,,Es  sei  m  das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  P»  Q»  12  etc., 
welche  paarweise  prim  gegen  einander  sind.  Beselcbnel  Bian  dit 
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MenoieD  der  F^ormen  uuh  «a,  welche  durch  Aewendung  dat  sämmt- 
^fatheil  9!heiler  voeP.  der  von  Q,  der  veo  R  etc.  reMnltuen,  resp. 
durch  S,  iSr,  6  etc.,  die  Menge  eller  FonDen  In  m  Uhiriwfa 
dwcb  fi«  HO  ist  jfts  Sne  etc/* 

9.  Man  denke  »ich  jetzt  unter  P,  die  Potenzeu  der 

PiriiB&fatofeii ,  in  weiche  m  aufgelfißt  werden  kann,  eo  dass  P=^ 
•4vc=tO  f^setst,  wenn  m  ungetM«)»  Qai^»  Rszbß,^^ ,  nmi  mlff- 
^eid«  lhlgende 

« 

I.  fjj'aeien  b^ide  eigentlich  primitiTen  formen  derlyirt,  in  welchem 

^2*        2^'         Zahlen  sind;  die  Foimen  io  n  aind 
ebenfaila  ^juf  eigentliefaep  Fprmen  derivirt 

||.  sgi  aus  einer  uneig|^QtHcben ,  ^  an«  einer  eigeotiichen 
Form  derivirt  Dann  sind«  die  Formen  in  «  ans  imelj|^B$£henFor* 

^eA  ^^4crlvirt|  feri^er  ^  *  ^anze  Zahlen,  die  letztere  congrpenf 
i(mod.  4),      qfgenuUs  dfifener  -^=Tf2^(™)       ««»s  ^ 


gerade,  also  m,  welches  prim  gegen  ^  iat»  notfawendig  nngO' 

r^;^e  seii^^ 


.  yftmn  f  anm  einer  «neigentlltheD  Fonn  abgeimtet  iat»  am 

D 

wird  Dasselbe  fiSr  F  gelten,  weil,  wenn  ^  eine  gane^^U  wäre 

^ = ^ .      ]  es  eben&lls  sein  mitoste.  In  diesem  Falle  ist 

uneerade,  m  gerade,  folglich  m'  ungerade,  und  die  Formen  aas  l» 
—  eigenltichen  Formen  abgeleitet. 


■'.  .1Jmpuoü^u.b«vi%M9^Qi»  «^^yer^t  u=?a^>  .wo  i  <a  ;< = 2^  a""-^  . 
'^'irff  den'  Faktor  ß  eothaitett,  flhigticb       »  "M^  ehenfidls;  in 

den  Fillen  I.  ond  III.  bt  Jd^t  gerade,  io  II.  Jb>'t  ungerade,  u  unge« 
sadef  daher  die  Menge  der  dem  Theiter  entspceebenden  For- 
sssb  ssfti^-^.i^-*  1)  (TO  —   Ist  u=a\  so  entblit  t  den  Faktor  g 

nicht,,  im  FaNe  ^*        NIcbtnst,  ojer 

AD 

S^j^faBhas  vbn ,  #  mit       anftleicb ;  daher  die  Bfenge  der  dem 

Tbßiiler  Qntspjechenden  Formeo  =:a"-*(<i— ^»  1»  2  ge- 
setzt, je  nachdem  -g^  im  Falle  L,  -jp  in  den  Fullen  11.  und  Hl. 
Nichtresl^  Vielfaches  oder  Rest  tob  4  Ist  Hierans  folgt: 

Hsl+g*<l  -^aCa-O-t-a^Cft— i) -f ....  +  I) +«^»(«-«)  . 

ff). 
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Um  3  zu  bestimmen ,  wobei  nur  die  Falle  I.  und  III.  in  Be- 
tracht Icommen ,  hat  maa  in  I.  fiOr  jeden  Theiler  2^  die  Menge 
'der  FovmeD  folglieh 

S^l  +20  +  2'  +  2^  + ....  +  2^1ä2». 

Im  Falle  IIL  liat  man  (ur  jeden  Theiler  2^,  wo  il<v,  eben- 
falls die  Menge  (da  t  gerade),  folglich  die  dem  Inbegriff  der 
Theiler  1,  2,  2«,....2*'-i  entsprechende  Menge  2»^*.—  Dem  Thei- 
ler 2^  (für  welchen      ungerade)  entsprechen  keine  Formen,  wem 

4D  AD 

]  (mod.  8.).  Wenn  aber  ^=5(mod.8.),  so  kommt  die  Menge 

2^'  hinzu  (ver^l.  6.  und  7.).    Es  ist  also   im  Falle  III.  5'=2*^»» 

AD 

oder  =2^^-1-2'«  jenachdem  -jj^—l  oder  5 (mod.  8.)  ist 

Fasst  man  alles  Vorbergeheode  2u«>ammen«  so  ergiebt  sieb 
folgendes  Resultat: 

* 

Es  ist  f»  (die  Menge  aller  Formen  in  dem  Complex  ») 

_mXt. (a->e -f  1)  (b~£ -f  j )  {c^i" ^  1)  etc. . 

Abc  etc.  -  * 

1  3 

wo  tl^U  -g»^  .^^  setzen,  je  nachdem  /  ans  einer 

eigentlicb  primitiven  Form  abgeleitet,  oder  /  aus  ei- 
ner nnci gentlich  primitiven  Form  abgeleitet»  und  ans- 

AJD 

serdem  -^=l(mod.  8.),  oder  /  aus  einer  uneigentlich 

AD 

primitiven  Form  abgeleitet,  nnd  ausserdem       s  6 

AD 

(mod*  8.);  wo  ferner  8:^0,  1,  2  an  setsen,  je  nacbdem  'jp 

Nichtrest,  Vielfaches,  oder  Rest  von  a  ist;  e\  s"  u.  s.  mt. 
aber  ähnlichen  Bestimmungen  in  Besag  auf  b,  co.fl.ir* 
unterliegen. 

Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  jti  bloss  von  den  Zahlen 
i>,  m  abhängig  ist;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  man 

— j-  an  die  Stelle  voif  -jgj  setzen,  wie  aus  der  Gleicbmig 

AD    AD  /3iY       M  ^  . 

•jjpf  =  -gi  •  i  — J  '  8^"*        P""^  gegen  m  ist,  leicht  folgt 

10.  Wir  gehen  zur  Classificirung  der  im  Complex  tu  eutbal- 
tenen  Formen  über. 

Es  seien 

zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  in  at ,  deren  erstere  in  die 
leztere  durch  die  Substitution  a,  ß,      d  übergeht.    £s  erhellt» 
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diM»  Indem  f,  9'  diejenigen  prtiiiitl?mi  Formen  bedeuten»  ene  deueo 

f,  /"  abgelettail  sind,  9'  vermittelst  der  oämlichen  Sttbetitution  um 
9  cnt5>fe)jcri  nird.  In  den  Filleo  I.  lud  IIL  eiad  f,  f*  eigentKdi 
primitiF,  und  man  bat, 

9  =  ($»  Ä,  i),  9'=(^',  A',  t') 

geeetet;, 

Im  Falle  Ii.  sind  tp,  9»'  uoeigeotiich  pruuUive  Formen,  und  muo  hat 

Nim  hat  man  folgende  Gleichungen : 

aua  denen  leicht  noch  diese  folgen: 

•    4)  (/i'~A)a=.9r'/S+iy, 

Das  grusste  gemeinschattliche  Maass  von  ii,  rf'  iverde  dnrrh 
bezeichnet.    Da  in  den  Fäilen  I.  und  III.  ^  in  ^  und  2/i  auigeht 
(ebenso  wie  u),  y,       i  aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 
^  prim _gegen  i ;  da  ferner  ^  m  k*  —  h,  &  aufgebe  eo  kt  es  «aeh 
4)  ein  Tlieiler  von  y.   Die  Zahl  Z'  iat  prhn  gegen  h'-^-h  (da  aie 

gegen  prim  ist),  misst  -|  ^OX  "^^h  5),  folglich  auch  y.  End- 
lich ist  g<*G:«  (i  2t'  prim  (da  es  in  2Ä  autgeht,  und  "Ih,  2t'  keinen 
Faktor  eemein  haben),  folglich  ^21'  ein  Theiler  von  y.  Die  Zahl 
m  ist  onreh  u,      folglich  durch  deren  kleinaten  gemeioschaftU* 

cheo  DividuH«  theübar.^ 

Im  Falle  II.  geht  ^  in  17,  h  auf,  und  da  hier  ^,  A,  /  keinen 
Faktor  geroein  haben,  so  ist  x>  prim  gegen  *,  raisst  folglich  nach 

4)  dl«  UbI  r-   Die  2aU      geht  in  I  {k!  -1*  A)y  auf »  and  iet 
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Uro  S  A  bestiiMiiIeD/  wobei  our  di 
traclit  kommen,  hat  man  in  1.  fnt  je« 
4Nr  Formen  ^olgUch 

^=1 +20 +2'  + 22  +  ...- 

Im  Fftlle  III.  hat  man  für  jeden 

falLs  die  Menge  2^-^  (da  t  gerade),  r,>r 
Theiler  1,  2,  2^,, ...2''-'^  entsprcchenrN- 
ler  2^  (für  welchen      ungerade)  ent^i*  - 

^=  1  (mod.  8.).  WeoD  aber  ^=6(a» « 

2?  hinzu  (vergl.  6.  und  7.).    Es  ist 
oder  =2»^^ +  2",  jenachdem  jp^l 

Fasst  man  alles  Vorhergehende 
folgendes  Resultat: 

Es  ist  f»  («iie  Menge  aller  Fo 


1  3 

wo  «5=1,  -gtg  .»n  setzen 


je* 


e 
n 


igentlich  primitiven  Form 
er  uneigentlich  pflmitive»  « 

serdem  ^•)»  ^ 

primitiven  Form  abgeleitet, 

(mod.  8.);  wo  ferner  t=0,  1,  2  »  * 

Nichtrest,  Vieltaches,  oder  * 
aber  ähnlichen  Bestimmung 
UDterliegen. 

Man  bemerke,  dass  der  Wertl 
D»  m  abhängig  ist;  denn  in  der  v 

til  an  die  Stelle  voi)  -m  «et^ 
fii 


m 


10.  Wir  gehen  zur  Olassifio 
tenen  Formen  Uber. 


Es  seien 


zwei  eigentlich  äquivalente  ForriTB  ' 
leztere  dnreh  die  Snbstitation  ^ 
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A  nicbt  =  1  (mod.  4)  wäre; 

iio  ibt  die  obige  (ilcichuiig  überhaupt 
atweter  Quadrate  nur  4  eein  kaou. 
let. . 

•  '  " 

e^tifidl«  diifchm*  tlNillbar^-^ssiliii*« 


tiir 


■r 

ite  k»DD  nur 


4 

ternüaaiitc  ist  die  vorhergehende  Gleicbimg 
ülgt; 

»  ■<vr  ti  0)  ^ehurcn  bei  quadratischer  Deter* 

•nanme,  kel  oegAtiver  De4«rmiDaB49 

jr  Fftlle  iif^  Z>=-^/«/2,  aftmm^ 

detie  Klassen»  deren  Anzahl  folglich 


»"MiMtAiAh  htung  des  Ausnahmefalles  Dss— ilf*. 

orhergehenden  ist  oothwendig 
|i»€,  i*«!, 


prim  geg«^  ^lUf-^^h  folglicb  y  dütth  V  tlieitbar.«  d  Ist  g«geil, 

21'  prim,  alsö  wiederum  ^H'  ein  T heilet  von  v. 
Vielfaches  von  ^g'* 

Fall  1.  Ist  F  aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  dejcivk^ 
so  ist  ^  jofch  m*  tbeÜbar,  und  die  sich  aus  1)  ergebende  Glet* 

chung 

verwandelt  sich,  wenn  man 
setst»  in  «Ke  folgende: 

Nun  kann  9  ebenso  wenig  trie  y  verschivhideii ;  denn  fände  das 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleichungen  .  1)  bis  3)  leicht 

^^g»  h=ih  (mod.  g\  d.  L  Q'^i^  (mod.  u)»  q'=^q,  h'=h; 

folglich  W.Iren  9,  und  auch  f,  idMitÜNihe  FetMeni  iSßgm 
die  Annahme. 

Bei  negativer  Determinante  Icarin  also,  soll  der  vorhergehen- 
den Gleichung  genügt  werden,  nimr  h=^—lt  d^  h>  /fa— m*m^~^  jiP 
sein.  —  Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergehende 
GJeielittng  unmOgiKh,  da  die  Differenz  nreiec  Quadrate^nur  I  sein 
kann,  wenn  das  Ueinere  verschwindet 

4Z)  AD 
Fall       Hier  ist       durch      tbeilbar»  also  —tssIui^,  #0 

A^l  (uumL  4),  und 
fdgildh 

Bei  tiegaHfisr  Detenniimnte  erfordert  die  ietzte  Gleichnng  entwe- 
der p^\it  oder  =it  der  erst^  Fall  ist  aber  «Hh9g|kb, 
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weU  sonst  -  A.(»v)*=4«  ^isl,  k  nicht  =  1  (mod.  4)  wärcf; 
folglicb 

■ 

— A.(«y)«=:3,  11= -3, 

Bei  quadratlscber  Determioante  iat  die  obige  Gleichung  fllierbaupt 
uunOgiich,  da  die  DiflferenB  zweier  Quadrate  nur  4  sein  kann, 
fvenn  das  kleinere  verschwindet . 

4Z>  4/> 

Fall  IIL  aier  ist  ^  ehanfhiia durch m*  theUbar,^t=sAiii« 
isl  (med.  4) , 

uud  wenn  wir 

\, 

uu' 

•  * 

tetsen,  so  kommt 

Bsi  D^ativer  Determteaote  kann  nur 


i,  folglich 


Bei  quadraüsclier  Deteruiiuaiite  ist  dit^  vorhergebende  Gieichuug 
iDmuglicb.  Hieraus  foigt: 

Die  Formen  i  n  m  ?  f» Ii  ö r e n  bei  (j ii  a  d  r a  t  i  's  rh er  I) e  t e r  • 
ntniknjfce  p  bue  Aut^nab  nie,  bei  üe|rativer  Heie rmiuauio 

pM  Ausnahme  der  FüHo  D=^M%  Ds=J^^M^,  sammt- 

licb  in  verschiedene  Klassen,  deren  Ansahl  folglich 
ist  (vergL  9.). 


11.  Betrachtung  des  Ausnahmefalles  Dss'^M^. 

f>iacb  dem  Vorhergeheudci)  ist  noth wendig 

p^Q,  ^«l,  x=l; 


.  ly ui^uo  Google 


ita'k  I?.  r> '  ^  M  ttMi«diFiiiwaiiiiiW»iiw> 

F.  Man  etluil; 

2  '.    Wegen  i7o  +  Äy=0  geht  H'  in  Ay,  folglich  in  y  aul,  (U 

3*.  B«        =  J: —;  fenier  Viiif  +  -y—ü,  — eine 
Zaiily  foigUcb  tf'  Tbeiler  von  m. 

4»  j|(mod.  2(0»  also  /i's  j|(mod.  ^ 

Ferner 

^'»(Aa^.^f)« H- 8^     ^.  «I»; 

dnrcb  theilbar,  also  Aa-|-tv  durch  i^'  theilbari  mithin  auch  h'\ 
und  da  «'  aneb  in      aufgeht  so  folgt  ^'^^  (mod.  «)«  Da 

endUob  31'  gegan  u'  pHm,  ao  kommt  h'^  ^^(mod.  ^K'i^X  oder 

,  5**.  Liegt  (j'  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a' —  1  incl.,  so 
lotet,  d&as  die  Form  a>'  sich  im  Complex  co  befindet.  Ist  Jenes 
Hiebt  dar  Fall*  aa  aei  a'  dar  Uabate^  paaitiva  Reat  von  &  aaei  diP 


Digitized  by  Google 


4M 

VW 

oiod.      uAd  man  erhSIt  A's^+  ^'^V  (mod.  ff)-  Bebwiitncb 

kann  man  nun  für  ß  und  Ö  andere  Werthe  tiodeo«  50  dass  h'  einen 

'S 

beliebigao»  der  Zahl  ^-f  ■'^'^^^  ^  oongraenten  Warth,  folg» 

Meh  dieaea  Werth  aelhat  erlangt,  wi  dann  wMalch  ^  frledemm 
in  Ol  bdfaideiif 

f  and  9'  alnd  aicfat  Ideotlacb. 

Vwü  wäte  gss^',  h=:;h',.Bo  kommt  nach  10.  4)  0=«^/S -f-i|pt 

aber      prim  gegen     folglich         eioe  ganze  Zahl;  sma  der 

vtn  y  1 

Gleichung  tt'  =  £  folgt  aber,  da  i£  =  m'  ist,  ~^=Jt mit- 
hin m=sl«  welcher  Fall  ateta  auageachloaaen  wird*), 

7^«  Bezeichnet  man  den  Werth  dea  Bruchs — in  den  klein- 
ateu  Zahlen,  durch  ^,  so  iat  entweder -.a^-l-Z*  oder 

Es  verwandle  sich  w  in  od'  durcli  die  Substitution  -j-Z,  /ä',-V-N, 
N^x  In  9"  dttreh  dia  SvbatitatioD  —       Z^•^J^,  i\r,  so  daas 

■Zir-Z'A'=1,  — ZiV*-|-Z'iV=l 

ist,  und  man  denke  sichZ'»  N',  sowie  Z'',.N\  so  bestimmt,  dass 

was  nach  dem  Vor- 
werden  ideallaefaf  aeln» 

Bezeichnet  man  dieaelbaii  durch 

(^^  r), 

ae  hat  man  , 

h" = —^ZZ" + A  (—  ZN"  -  Z"N) — ilW , 
■ZiV  -  Z'iV=— ZA« + Z^iV=5:L 

Hiflnuia  folgt 

Z(Ä'-A*^=^r'(Z'+  Z")^©  (aod.  ^, 
Hr(ifc'-A»)=:^(iV>-Hlf»)sO  (mod.  ^; 


0%  9^  sich  beide  im  Coniplex  m  befinden,  was  nach  dem  Vor- 
nargtthenden  müglieh  ist  Dia  Formoa     qr  werden  idm 


^  ^  Itt  in  =  l,  »o  enthält  der  Coiuplez  <u  nur  eine  Form. 
**)  DaM  die  Aatef^ieder  gleich  werdea,  erhellt 
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und  daZfiV relative  Primzahlen  sind,  so  folgte' — ^^''=0  (mod.^').  ^uu  ist 


folglich  ^'^  =  0  (naod.  ?/'),  daher  ^'=p",  iodem  ^»  fi" ' 
zwischen  den  Grenzen  G  und  u' — 1  liegen. 


heid« 


8**.  Jede  Form  <p  ist  also  mit  einer  von  ihr  verschiedenen 
Form  im  Coiuplex  ta  eigentlich  ae^uivalent»  folglich  die  An- 

2%|tl  der  Klassen  in  lo  gleich'^fi.  ^ 


3 

'  1^  Betrachtung  des  Ausnahmefalls  i>=— ^üf*. 
Beschäftigen  wir  uns  zuvörderst  mit  dem  Falle  Ii,  so  ist 

loigUch 

^4(ATiii)y=:0,  iif=:db^- 

UMekefart,  macht |Uan  -=  — — -  >  so  dass  a  und  y  relative 

Y  9 

Piioisalilei^.  sbd» 


und  trausfonnirt  g>=(^,  A>  •)  in  f'=(9'  ^»  »0  durch  die  SubsH 
tution  a,  ß,  y,  8,  so  lässt  sie»  Foigendies  schliessen:  ^ 

10.   Man  erhält 
folglich  t*'!iu  u 

20.  Mau  dndet  leicht 

■  ^  □sm — g —  (mod.  A  ), 


i 
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und  daraus  folgt»  daas  ^*   prim  jgegao         ist    Nun  war 

^a^{ilTiit)y=4).d.i.ra(>a*f  ^T^eO,  folgliob  geht  %'  \u  f  aaf, 
uod  m'  eine  gaoM  Zabl**)^ 

30.   Es  ist  ^=i:— ;  ferner  »  ua  +  ^ysO  (well  A,  m. 

u  ungerade  sind,  so  lat         ganz),  folglicb       eine  ganae  Zahl, 

M'  Tbeiier  von  nu 

40.  Eaiat 

i  gerade  (indem  <p  eine  uneigentlich  primitive  Form) ,  folglich  iy, 
•owie g,^duxdk  2^'  th^bar,  also  A'— AeQ  (mod.  23(0»  ^'^^ 

(mod.  inCO*  —  Femer  ^  (ha  ^  iy}*  ^^*a\  hä-\^iy  dweh  «' 
tbeilbar,  also  auch  welches  den  \\etthimßy'^d(ha'^iv)  hat. 
Du  pridlich  Ii'  als  ungerade  Zahl  prim  gegen  221'i  so  Komttt 

(mod.  BUn  baiili  iieh  Mie^      ^  eo  bwrtliiiiiit 

denken,  das«  A'=5-j^-f-2^'H^ii'  wird,  wo  9'  Innerhalb  der  Gr^if-^' 

mi  0  und  u'— 1  iilcl  liegt 

% 

6^.  Ist  diese  Bestimmung  getroffen»  a0  IHt  effWteseh»  daes 
die  Form  <p'  sich  Im  Complex  0  befindet. 

6^.  cp  und  q>'  sind  nicht  ideutibchA  was  ebenso  wie  im  vo- 
rigen Paragraphen  erwieselk  wird. 

7^.   Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  — - —    in  den 

2  ff 

Ideinsten  Zahlen  durch  ^«  so  entspricht  den  Werthen  cr=  Z, 

y=iV  eine  Form  (p'—{q'.  h\  i'),  während  die  Annahme  c= — Z, 
)r«=— iV  zu  einer  4iiit  9'  identischen  Form  fuhrt  (v<tfgl.  l).  7^.). 

Eine  sweite  Form  <p'*:=(g",  h",        erhält  man,   von  der 


4/7 

♦)    Au«  !öa5-««=:Z?«l«  fotgl  SÖ'B  — 4i('iJ'=:j^.=a— 3,  »Ijll.^lar-;. 

ftM  diene  Congrucnz. 

**)  Mao  beachte,  daa»  tAy      $b'  mi|eiN|fAe  »iiid  (vergl.  9.) 
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Glelchmig  — =    "g""   auageheod ,  und  es  ist  wa  imtwfncbai, 

ob  9\  fp**  unter  slco  ideotiscb  seio  köuueo. 

8^.  tp  eebe  in  tp',  tp"  fiber  resp.  durch  dle  'SubätltuUuoen  o*, 
ß',  /,  ö'i  ar,  ß",  y",  6",  und  es  werde  aogenonuneo,  dass  q/,  tf 
ideiiti»;b  sind»  so  dass  g'^o^,  hf'esik''.  Dam  liat  auui  nm 

^=  '       >  9^=^    a     ^^^^^  y'T/'sO.  Aus 
folgt  ferner 

d.  L 

■ 

^(«'T«'')  =  2my'...[l]. 

F^mer  nach  10.  ö) 

folgücli  /  . 

d.  i. 

aUo  nach  [i]  tmd  f2] 

Die  Mttitiplic^tion  dieser  Gleichungen  giebt 
folglieh 

■  * 

also  ^rs^.  Cndlieli  imcb  10.  4) 
ftiglich  durch  Sobtiactioo 
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±  i. 

m 

folglich 

der  Faktor  ß'^ß"  mag  verscbviiid^  oder  mchU  Mim  i«l 
ako 

WeoD  also  qiF  identisch  wären»  so  mOsaten  es  tp,  tp*  eben« 
laUs  sein»  gegen  das  rorher  Bewiesene. 

9^.  Jede  Fonn  (p  mi  also  mit  zwei  von  ihr  verschiedenen 
Formen  (p\  (p",  die  auch  anter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
aequlvalent. 

Zu  demselben  Re.«;ultat  fuhrt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
beiden  Farmen  qf',  <p"  erhält  man  hier  nach  den  Formeln 


.  oi-p/=i.  n-^db-^, 


r        9.  I-/ 31*, 

3 

3 

Hieraus  sehllessen  wirs  In  dem  Falle  /J=— jiM*  ist  die 
AttzabI  der  Klassen,  in  weicbe  die  Formen  in  »serfal« 

leo,  gl  eich  ^* 

13.  Dir  itosUive  Detemiinanto ,  wpiche  noch  übrig  ist,  bietet 
6chon  mehr  Schwierigkeiten  dar,  ia^^t  iude«>seD  eine  der  vorher- 
gebendeo  ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Hauptiall.   Aus  den  Gleicbungep 

T 

folgt,  wenn  man  noch  r^iss^p^  «qssjf  setat« 


4Rr«^i|iyasl,  ^4Ar««^*  ÄWjfsaf«, 
Ümgefcebrt,  maeht  man 

r 

•o  4aw  «1^  t  relatlfe  PttnMMc«  aM« 

und  transformirt  ip=z(g,  h,  t)  durch  die  Subgtitution      ß$  y»  ^ 
tp'=^(t^',  W»  i),  60  läast  »ich  Folgendem»  «»chliefisen.  « 

L  Man  findet 
folglieb 

\l  Setzt  man  h=zuU^,  ^r,  ;/ =  ^^//^  wo  eine  ganze 
Zahl,  ^  üaö  gru98te  gem.  Maass  von  t  uiid  y  ,  V*,  Sf^  also  reb- 

tive  Pfimaahlen  atod,  ao  kommt  -=s — 4*->  r>itta fiadat 

leicht  ^ 

■ 

<•  Jf^Ä^y's       ^  >ö'^)    (mod.  Ä'y«), 

folglieb  alad  fx-h^if,  7i'f>  retatlTe  prbiisableu  (Da  prin 
gegen  m»  so  ist  es  auch  prim  gegefl  den  TbeUer  von  m).  Be- 
zeichnen wir  also  daa  grOaate  gem.  Maaaavon  f^ar— A'^yS  •  dordi 
^,  ao  folgt 

tf*  aiaa  ganae  ZaU« 
.HJ.  Es  folgt  farper- 1 
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IV.   Mao  bat 


V9 

folglich 


^^^-uu'ßx,  y=0(inod.  21),  ad=l  (mod.  y  oder  31') I 


Ferner 


aipo,  ^-l-^  diiivh  tf':  tbeUliari  aber  auch  4' «4^^  gapt, 

folglich  Ä'sÜ  (mod.  u^»  feruer  -g^^  (mod.  it^,  i'olglicfa  hf^jj^ 
(mod.  «0-  Nun  ist  ü'  gegen  u'  prim,  also  auch  A'~  j|^(iiiod.  3^«^' 

Aaftb  «kann  man  bestimmen,  daaa  A'=2^  +  ^'  ^^«^  vlr4f 

uud      zuischeij  (J  und  u' ^\  iucl.  liegt. 

V.  Ist  (tiese  Befittaunang  getroiea,  ao  ist  erwiesen»  daaa  ^ 

sich  im  Complex  ra  vorfindet,  welche  Wurzeln  Her  (Jlc'uhiing 
xx  -^lyif—i  zur  lierechnung  dte^^^r  Forjoi  auch  aiig«\«audt  wer- 
den mü^en. 


VI.    Sind  (p,  (p'  identisch)  so  lolgt  wie  in  11.  daaa 
eine  gam  ZabI  lat;  aaeb  dam  Vorbergebandan  aber>  wegea  s'ssm, 
.~f^;=    y  fulglich  k5unen  tp,  q>'  oicbt  idaotiacb  aein»  wejpn  nU^bl 

%\  ff  ^ff 

y  durch  m  (heilbar. 

Umgekehrt,  wenn  das  Letztere  der  taii  ist,  öo  aiad  <p' 
identiacbe  Formen. 

Denn  nach  II.  ist  u'=^tP;  ferner  ^  =  -|^,  folglich 

da  es  prini  uoi^eii  y^,  und  u  Theiler  von  7/^.  daher  auch  Thei- 
ler  von  y';  iiuti  erlielU  leicht,  dass      priia  gegen       ist,  folglich 


^=sl,  und  u'^u,  g'ssa,  — •  Mao  bat  ferner  f=i7L'ifl^^g^^ 

also  nach  10.  4)  (/*' ~ /*) « = ^j?  +  tgr  ^ ,  folglich  ä'-ä=0  (mod-^r), 
da  g  als  %eiler  ron  y  prim  gegen  a  iet*) 

VII.  Die  Gleichung  —  kvy  =  1  bat  unendlich  viele  positive 
Wnraelo,  welche,  nach  ihrer  (ifrOsee  aufsteigend  geordnet,  dnreh 

^it  9i9  V'i'  ^3r  y^t  ^*  bezeichnet  werden  sollen,  so  dass 
■^1»  yi  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1  und  0  sind  Aus 
diesen  kleinsten  Wuraelo  tindet  nian  bekanntlich  alle  Übrigen  nach 
den  Formdo 

2a:r^(xi  -tyi  V^r)^+  (xi-yj  VT)', 

2VIyr=(ari  +2^1  VX)'-(J^~y,  VT)»; 
aus  deoeo  leicht  noch  diese  folgen; 

Da  nnn  die  iifeirhnn£?  XX — Im'^.  YY—\  immer  losbar  ist,  80 
folgt,  das«  A,  ml'  der  Gleichung      — ky^=i\  genügen;  also  wird 


in  der  Progression  yi,  y^,  Vg,  u.  s.  w.  jedenfalls  ein  durch  m  theil- 
bares  Glied  vorkommen.  Ist  Ve  das  erste  Glied  dieser  Art,  so 
erbellt  aus  der  letzten  der  beiden  vorhergehenden  Formeln,  wenn 


man  darin  t—e,t*  succ.  =  c,  2«,  3c,...  setst,  dass  ya«,  y^e,  y^ßf^ 
sämmtlich  durch  wt  theilbar  sind.  —  Umgekehrt  ist  ut  durcn  m 
theilbar,  so  muss  ^=0  (mod«  e)  sein.  Denn  wäre  Jieses  nicht 
der  Fall,  so  sei  T=z%e-\  t',  wo  0<t'<c;  dann  kommt 
yr=-Xt'yxe^yr  -^^xe,  folglich  y,'  Xjie  durch  m  theilbar,  aber  //*  als 
Theiler  von  jf««  prIm  gegen        mithin  yr'^0  (mod«  m),  q,  e.  a. 


Wird  also  die  Form  q>'  und  mittelst  der  W^neh  ^Xt$ 
•^yr  hergeleitet,  so  ist  sie  mit  ^  identisch,  oder  nicht  Identiseb, 
jenacbdem  f=0  oder  nicht  ^0  (mod*  e)  ist 

♦ 

VUL  Beseicbnet  man'  de«  Werth  des  Bracbs  ^  In  den 

Z 

kleinsten  Zahlen  dnrch  jf$  so  kann  assZ,  f^N,  und  auch  x^^—^Z» 

»  dieser  beiden 
Formen  ^*t 


Y=:*^iSf  gesetst  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  beiden 
Paare  in  Betracht  ziehen ,  da  die  entsprechenden  1 


Identisch  werden  (vergl.  11. 7o,), 


*)  Wenn  u  verschwindet,  so  laiM— AjrssO,  — =0,  —  priai 

'  fit  Si 

gegen  x  (wegeo  «a?— iwrssl),  mitbin  yz=±m,  x=:±h,  m  wai  M 
durch  u  theilbar,  al«o  u  =  l,  ^=A'=:— « 

m 
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Was  ditf  Wurzeln  der  €M«hilfeg:  xx-^lyy^i  bttflft,  m  ge- 
liüren  zu  jedem  positiven  Paar  ar,  y  drei  andere  Paarp;  —  a?,  — //; 

y-,  E**  ?enu«»t  aber,  bloss  das  erste  und  vierte 
1«  Betracht  zu  zieheu;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dem  ersteo, 
da«  dritte  aiM  dam  ▼ierten  dnieb  gleiehseitige  Aenderuug  der 

Zeichen  von  x  und  y,  was  in  dem  Werthe  des  Bruchs 
keine  ▲eodenrog  berbeiflilirt* 

Dies  vorausgesetzt,  Ijezeichne  mau  die  aus  9  mit  Hülfe  der 
Wertbe  «r,  jr»  TesultiveodeiFomi  dnreh  <pT={sjt  Ät,  *f);  die  durcb 
AnweDdaBg  der  WerQia  ^Xtt  $9  regiiltir»nd,e  Form  durch 

t9—(t$s  rh,  ti) . 
Die  entsprecbeudeD  Wertbe  von  «,  ß,  y,  d  seien 

«n  ßr»  yt,  d,;  ««r»  rß ,  ,y,  »d. 

IX.  Die  Formen  ^t,  9>rf«  werden  Iden tisch  «ein. 

ist  nHmlich  ^  das  gr<58ste  y^em.  Maass  von  t  und  yr,  t—^l", 
yt^^ff^ti  ^  dass  grusste  gem.  Maass  von  u  und  f^jcw — ^"U^^f 

eo  bat  man  ^äs^^.  Ebenao  kommt  wo      ^  eine 

fthnliebe  Bedentnng  wie  ^,  haben. 

Nun  folgt  aoa  (i«n  Formeln  in  Vll.  « 

arr^r+T— lyr^r+r  A^r*)^»^ 

oder»  y^sse  geeetat, 

^  roisst  y«,  weilte  durch  m,  m=&t°u  durch  ^  theilbar  ist,  ^ 
pr'im  gegen  arr  (da  a:r,  relat.  Primzahlen  sind)  ,  folglich  #  ein 
f  heiler  von  yr+e ,  al*:o  auch  ein  Theiler  des  grOsste«  gem.  Maasses 
von  t  und  ^rfei  d.  h.  von  Ebenso  folgt,  dass  ein  Theiler 
von  4^  ist;  mitbin  ^=4^. 

Setzt  man  ferner 
so  kommt 

aus  dieser  Gleichung  folgt,  dasa  r^t  in  K'y/',  mitiiin  in  auf- 
geht fda  offenbar  prira  gegen  yr^  ist);  daher  i;eht  ^  in  1,'/  auf, 
niid  da  ebenso  bewiesen  wird,  dass  ^'  in  ip  aufgeht,  so  folgt 

The»  XV. 
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Hiermit  hit  erwiesen,  dass  tir  ^.«iH-t»  ftl«o  a^cb  Sft^ßr-^ 

Um  zu  zeigen,  dabs  /ir^Ar-|-e  (mod.  (jjr,),  benutze  imm  die 
Gleiobungea  -   .  !      .  »  '  ! 

aus  denen  «ieh  ergiebt: 
Nun  hat  man 

(Ar— A)  «tssffrßt  +  • 

(Ar+* — A)  ux^=gt  |Sj+e  4-  lyT-M ; 

woraus  felgt 

m 

folglicb 

(Ar —  Ar+c)  «T Ofr+€SO(mod.  ^r). 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen 

(Af  +  A)  y,       d»  — » 

d  i 

gelangt  man  auf  ähnlich«  Art  tu  der  Congmena 

(ht — Ar+e)  y»  yf 4-6= 0  (med.  3^). 

Bezeichnet  man  also  das  griisste  gem.  Maaes  von  «r  Är+«,  Vt  yt-H 
durch      so  ist  auch 

(Ar — Ar4-e)t;  =  0  (mod.  ^r), 

und  wenn  erwiesen  werden  kann,  dasö  t  gegen  prim  ist,  so 
wird  folgen  ht^h^^^O  (mod.  gt)»  und  9»,,  9,+«  werden  idei- 
tisch  «ein» 

i 

In  der  That,  bezeichnet  man  das  grüsste  gero.  Maas«  von 
«tr,  yr+e  mit  das  von  ttr-f«,  y,  mit  IT,  so  ist  ersichtlich,  dMS 
v=it't"  ist  * 
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.  C  m  MMMi  Mim  mm  7t,  4m  V  miMl  y,,  welclbM 

pnni  ^egen  «r.  —  Mar)  nehme  ferner  an,  dass  c*  and  Mr  eineo 
Primfactor/?  gemein  babeOf  und  zieiie  felganie  GleidiviigMi  ia  Be- 

traolit: 

Nach  [1]  geht  Ii  in  i  auf,  folglich,  da  i  j?e<ren  pnm,  nach  [2] 
in  tO,  ful^lich  uacb  [üj  iu/h»  nach  [4J  also  in  A,  lolglii  ii  iti  )*0,  daÄrrriiAo, 
und  p  als  iu  t  aufgebend  in  u  nicht  aufgeben  kann ;  nach  |_51  da* 
lier  wird  p  In  t//ar-|-«  aufgehen.  Di«8  ist  nDmOglicb,  dMo  p  Kann 
in  «T^e  niclit  aufgehen,  weil  es  f^f«  niaftt»  und  in  i^  deshalb 
nicht,  weil  i^  in  u  nufijeht,  aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
%Torden,  durch  p  nicht  theilhnr  ist.  Hieraus  folgt,  daaa  t'  prim 
gegen  Ii'  ut^  —  gr  iöt.  -~  Auf  ahnliche  Art  zeigt  mnn,  dass  tf* 
pron  gegen  g^^^^tfr  ist,  folgiidi     Cf^stitt  prim  gegen  .9,,  q.  «»d 

X-  Die  vorhergehende  Schliisse  erleiflen  keine  Aendcrung, 
wenn  man  Xt»  i^-^c  niit  don  oijli^eL^tJiiiiL'set/.tcn  Zeichen  ninunt, 
wahrend  die  Zeichen  von  W^^«  ijeibebalten  werden,  und  es 
fblgt  datier,  das«     ,  rf  e9>  ebeiHaw-  ideiili«eiie  FormaD  ^d. 

XI.  Nach  dem  Vorhergebenden  ist  jed«  ans  9  abgeleitete 
Form  mit  einer  der  folgenden 

•-iV;  «-«9>J  ^\  <P*-a« 

*  *  *'  ■ 

Dotbwendig  ideotiacb. 
Keine  der  Formen 

«-i9f  «-tt^;*— t^}  i9f  ^»••••9«'a> 

ist  mit  0  identisch ;  es  fragt  sieb  aber,  ob  einige  mCer  ilch  Weo- 
tiscb  aeln  k&nnen. 

Ich  h«'h;^»!|>te  zni^Hrhst,  dass  e-j<f\  Vw»  WO  f  awiacben  1  und 
e  —  l  iooL  iiegtj  ideniiscbe  Formen  seien. 

Nach  VII.  bat  man  a^tyr  -|-fr«y*»3fef  wano  f +1*««  fat 

Da  diese  Gleichung  der  lo  IX.»  von  welcher  die  dortigen ' 

Schlüsse  hauptsächlich  abhingen,  ganz  ShnÜch  ist,  so  bleiben  die 
Betrachtungen  aach  last  wörtlich  dieaelben«  und  die  obige  Bebaiip- 
twg  ist  erwiesen* 

8i# 
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.  XII.  EniMSch  soll  geaeigt  werdoi,  das«  die  Formen  94; 
98$*- 9^  sftnimtlicb  unter  einande? .  veracliieden  sind. 

Ls  seien  ft,  jit'  zwei  unterschiedene  Zuliien  zwischen  1  und 
e  —  i  intl. ;  und  es  «erde  angenommen,  dass  9/4*^9/4^  idenÖBcli© 
Formen  seien  •  welcbn  nun  9  resp.  dareh  die  Snbstitntionen 

«,      y,  d;  o',  jS', d' 

entstehen.    I>ie  entsprechenden  Wetthe  von      y  werden  dureh 

xiA,  yii\  ^11' >  yt^f  bc2«wbnet 

Dies  voraussresetzt,  geht  9  durch  die  erwähnten  Substitutio- 
nen (welche  beide  eigentlich  sind)  in  dieselbe  Form  über,  und 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Arithm.  p.  181.: 

indem  A,  FWerthe  bedeuten,  vr^lcbe  der  Gieivhang  JC'— Am>l>=L 
Genüge  leisten. 

Sttbatitnirt  man  nun  in  der  dritten  Gleiehung  fflr  neben 

Werth '-^^S  und  beachtet  Wiif^tVi^»  weiche  Gleichung  aus 
ffß^gft,'  folgt,  so  erhält  man 

=  Xi/fj^  +  m  Y.Xfx  [IJ  • 

Berechnet  man  feraer  nach  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
die  Grösse  ^a'-^hy' ,  und  berücksichtigt  den  Werth  von  ga-^ky 
und  die  Gleichung  — 'gi=.hn^,  so  konirot 

folglioh 

x^t  —Xx^i-y-lm  Y.yn  ..... [2] . 
Verbindet  man  endlich  [1]  und  ['2]  mit  den  Gleichungen 

■o  folgt 

■X=xu'-fi,  m  FÄjfjM'-ju; 

folglich  yfA'^M  durch  m  theilbar,  was  unmüglich,  da  ye  das  erste 
durch  m  theilbare  Glied  der  Progresnion  ^i,  y^  y^  u.  s.  w.  sein  soll. 
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JUil.  Am  Mkm,  waci  vorherfifebt.  folgt,  da«a  iede  iielie- 
lii^e  Form  g>  mit  ^  - 1  und  nicht  mefir  Förmeo,  weldie  «owobl 
von  cp  selbst,  aU  unter  elnaiider  Temhieden  tuod,  «igeDtllch  aeqnt* 

Id.  Die  Betrachtung  der  UMeu  anderen  Bauptfölle  ist  der  dea 
ersten  so  ähnlich,  daM  genCgen  uird,  'nW  Ailf  dieieälM 
Funkte  aufjuerlcaam  zu  machen,  «ro  Differenzen  berrertreten.  " 

Zweiter  Haupt  fall.  Hier  Ut 

Asl  (med.  4), 
m  ungerade,  a»-lnjf=4.  Der  Brach  ^  erh«lt  den  Werth 

und  man  findet 

31'^''  prim  gegen  ^(ra;-AY')t  |;f^^^  ^'"^^  paae  2abl»  in- 


dem ^  das  grüaste  gemeiaacli.  Maass.vea  u  jvod  —  ^""jf.**^ 

bedeutet;  «'=^«0. 

Die  Differens  h'^h  i9t  hier  durch  theilhar*),  und  «'  als 
ungerade  Zahl  gegen  221'  prim,  weshalb  h[=z-ss  wird. 

Die  Gieiehong  4,, (erfordert  effenbar,  daee  y 

heide  gerade,  oder  beide  »ögerade'eied ;  ist  sie  In  relativen  Prim* 

zahlen  nicht  lösbar,  so  kann  sie  wenigstens  mit  Hfllfe  solcher 
Werthe,  welche  den  Factor  2  haben,  gelöat  werden,  da  die  lilei* 
chuug  XX — immer  möglich. 


Bezeichnet  toed  die  UeinMen  positiven  WMeto 
atisp^eschlnsscTi)  mit  .  so  sind  alle  tfbrigen  positiven  Wer- 

sein in  folgenden  Formeln  enthalten: 

«>  vMan  hat  WiM  wi  ftwdüan»  4nM  ^««Ml  I  ftw*»  »Mm  »hMl» 
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«rt  SOOl  Di0^.  arillMi.  ta  vctgltMen.  Omns  Mgt 

Die  in  13.  VII.  folgenden  SchiiiSM  bebaJUn  Kiafl,  4«  m  imgerade 
Mt.   Statt  der  Gleichung 

überhaupt  aber  bieihoT)  die  in  IX.  gemachten  ScbluMe  mit  Am* 
nähme  -von  geriogeo  ModiÜcationeQ  dieselben. 

Statt  der  Gleichnngeii  in  Xlh  hat  man  die  folgenden: 

Wo  JT«  y  Weftbe  bedeuten»  welebe  der  Glelcbong     '  ' 

XX^ka^.  FF=:4 

genä^ep.  ^ 

.15,  Uf  Itter  Sauf  tfall.  Die  .Giekbnng«  aua  welcher  y 
an  beatinmen,  iai  biet 

ferner  ■• 

2l'y'^  prim  gegen  gC**^?  —  Ä^),  wie  iiu  vorigen  Falle,  y  das 
gMlMln  gMMMMhalUMM  Mmm  m  ««ndld^vM^V)'  ^^i^- 
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Das«  flf  und  y  keinen  uniieiaiien  I  actor  gemem  haben,  eihelU 
S<^elcii.    Hätten  sie  den  Factor  2  gemein,  so  wär^ 

gerade;  r*  wird  iivfmde  sei«,  fla  jw  prim  gefen  wird 
ebenfalb  ungerade  «ein,  wegen  der  Gleiefauog 

—  A  ^^^^  =1  und  i~l  (mod.  4.), 

folglKh  ««.l-^  ungerade.  Ist  nau  gerade^  so  Ist  M  un- 
gerade. Ist  g-y®  aber  ungerade,  so  naiss,  weil  ^^=^^3^°  ge- 
rade isf,  d-  «[erade  »ein,  fe=^^<}  ebenfalls,  und  auch  Ä'=®'H-2ß^', 
folglich  K  wiederum  ungerade.  Es  ist  also  ^  gegen  prim.' 

Was  Über  die  Wurseln  der  Gleichung  xx^kify=i  In  14. 
eesagt  worden ,  gitt  hier  ebeilMs.  Statt  der  am  finde  14. 
betrachteteo  Gleiebuflgeii  fcat  ntim  die  In      Xll.,  wo  d«m 


ist 


16.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  uns  also  zu 
dem  schonen  Satze: 

■  iyind  bei  positiver,  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante (D)  .r^,  y^'t  .r3>  1^3 ;  etc.  die  nach  ihrer 
Grosse  aufsteigend  geordneten  positiven .Wertbe  der 
Gleichung 


oder  der  Gleichung 
*•  •      -II  ' 

AD 

•^l^^sO.eder  5l^(mod.  4.),  sodass  ^1,       die  kiein- 

sten  Werthe^mit  Ausnahme  von  1,  «=0;  ^  =  2,^=0 
fnielqeri  oder  andern  Fallcf  Ii edee lern;  ist  ferner  fft  da« 
efsfir 'd'urctf  1»  Ihetlbare  Glied  in  der  Progression  yi,  v^.* 
y3,  etc.;  so  heträi^t  die  Anzahl  der  Klassen,  welche 
mit  /  zusaninienge»ietzt  F  geben,  den  t?toti  Thcil  von 
der  in  9.  bestimmten  Anzahl  aller  im  Ooin^lex  ent- 
haltenen Formen. 
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17.  Die  poMrvu  Wanselo  der  Glaicbaag 

-  *  ■ 

findet  man  succ.  nach  den  Formeln 

die  positiven  Wuraetii  der  Gleichung^       }  . 
naeh  den  folgenden: 

Zu  bemerken  ist,    dass  man  indessen  nm  die  zweite  Prosressiou 
in  Bezu£f  auf  den  vorliegenden  Zweck  zu  berechnen  braucht,  dass 
es  öügar  niclit  auf  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  yi ,  2^2,3^3»« 
ankommt,  «oudern  nur  auf  die  Reete  derselben  nach  dem  med. 
AI,  weshalb  sich  mancherlei  AhkOranngen  anbringen  lassen. 

Die  GIrichung 

Msst  m*h  In  allen  Fällen  nach  der  von  Gau«s  entdeckten  Me- 
thode  (art  196.),  and,  wenn  V  ^y^>^»  ^ 

tenbrüche  lösen,   in  unserni  Falle  ist  immer 

A=^^=l  (med.  4)- 

Ist  il=l  (med.  8  ),  s(»  ist  die  Gleicbuug  xx—kyy~A  in  relativen 
Primzahlen  nicht  luabai ;  denn  da  ar,«  beide  ungerade  sein  mta- 
ten,  so  wSre  das  erste  Glied  durch  S^th^lhar.  Ii:<t  is6(mod.&). 
80  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 


Wenn  Xi,  yi  gerade  sind,  so  IVki  aus  dem  BildunesgeeeU 


gerade  sind« 
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18.  Die  vorher^eliendeii  UntersuchuDgeii  stehen  mit  dem 
Verhältoiss.  welcbei»  die  lyougeu  der  klaseap  in  aw^i  vemcbie- 
denen  Ordnungeq  lo  flimuider  haben«  «In  einen  nerkwiirdigefl 
KniMininenhange. 

Es  seien  O,  O',  ()"  drei  hcliebit^e  Ordnuogeo  för  dieselbe 
Oeterminante  D,  welche  resp.  die  Formen 

F^A.B. C)i  6,4»);  A». eO 

eutbalten;  ill  »oi  das  grusste  gemeinstbaitlichü  Muass  vun  2B, 
C,  und  fit,m'  haben  eine  fibplicbe  Dedeutuni;  in  Bezug  auf  die 
Formen  f,  f\  ancli  sei  M^mm\  und  m  prim  gegen  m'.  Die 
Mengen  der  Klassen  in  don  Ordnun|^en  O,  O"  werden  respect, 

durch  L,  F/'  be;ajMfhoet  ^ft4y5^,^«|o4^\.m«»t!f^cW8« 
der  Oranuog  O'.     .  . 


vofniisgesetzt,  gieht  es  nach  dem  Vetberge&enden  etete 
Klassen  ans  der  Ordnung  0'\  welche  mit  K*  zusanimengeeetzt  eine 

beliebige  Klasse  K  der  Ordnung  O  hervorbringen;  diese  Klassen 
seien  K!' ,  K'\,  K''^, r—n  ihre  Anzahl  also  r;  dem  Complex 
derselben  bezeichne  man  durch  W. 

Es  sei  nun  Kl  eine  von  K  verschiedene  Klasse  der  Ordnung 
O,  Ki  =  <p-\-  K,  wo  Kp  eine  eigentlich  primitive  KUsee  bedeu* 
tet*j ,  und  IV'  der  Complex  der  Klassen 

welche  offenbar  säinmtlicb  in  die  Oidnnnu  gehören,  und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jesfliche  Klasse  aas  W  wird  mit 
K'  zusammengesetzt  geben,  woraus  lolgt,  das«  W,  W  keine 
Klatee  mnein  belle«  (itMlem  jede  Kieme  ane  W  HÜ  IP  mmhim* 
mengteSiit  die  von      twtcbiedene  Klacee  M  eitengt).  —  Uebei^ 


«noo«  VOSS  jede  Klasse,  welche  mit  K*  zusammengesetzt  Ki  her- 
vorbringt, iil  W*  enthalten  sein.  Denn  es  sei  K'  -{-  Ly  L  aus 
der  Ordnung  O",  L^tp-^-  L't  also  L'  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
O^'t  dann  ist  .  < 

folglich  K' -\- V  mit  K  identisch;  da  also  K  aus  der  Zusammen- 
setzung von  K'  mit  der  Klasse  V  entsteht,  so  muss  L'  mit  einer 

der  Klassen  K" ,  K'\^  lotgiiob  L  mit  einer  Klasse  aus 

11^  IdentiMli 


ist  ferner  E%  eine  von  K,  Kt  verschiedene  Rteatfe  aus  O,  b6 
eMlt  mhn  Ebenso  r  neue  Ktaeeen-  der  OrAunng  O^/  welebe  »lt 


Uebcr  die  Anwendung  de«  Addition «seichaas,  mm  die  Zasammeo* 
Aetzon^T  der  Pennfln  «dar  Klaana  na  kaasiclMna,-  a».ai.  Dia^  AfUbai« 

art.  a^S^.  '..   :  • 
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K'  zusainmenffeaetzt  gütoii,  und  sowoM  iMHr  akb,  «1«  voo 
<kn  Klassen  m         W*  ▼eisobieclen  sioii. 

Schliesi^t  man  so  Tort,  bis  alle  Klassen  in  O  erschöpft  sind, 
so  h:it  man  rK  Klassen  aus  erhwMvw  .  rirul  ausser  (liesfMi  kann 
keine  mehr  ubri^  sein,  da  jede  Klasse  aus  ()"  mit  Ä.  zusauuuen- 
gesetzt  eine  Klasse  ans  O  hervorbringt.    Daher  loli^t  L"=rL. 

Setzt  man  M=in,  so  erhält  iii;ui  den  hesondern  in  den  Oisq. 
arithm.  Art.  io'i.  hetrai  hteten  l  aü;  uitiuHcb,  wenn  t  die  Menge 
der  eigentlich  primitiven  KlaMen  bedeutet,  freldie  mit  einer  be- 
fiefiigen  Klasse  der  Ordoang  O  zusammeiigeset^lf  eine  beliebige 
Klasse  derF?^!fH«7i  Orr^muvj  nervorhrin2;en ,  so  beträgt  die  Menge 
aller  Klassen  der  Ordnung 6  denrtenTbeil  v  on  der  Mcni^eäUer  Klassen 
der  eigentlich  primitben  Ordnung.  Die  Zahl  r  kann  man  fiir  jede 
D^rminante  nach  d^m  Vorhergehenden  beetimmen,  folgl^h  ISMt 
sich  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  finden,  wenA  man 
die.  Menge  der  eigentlicb  primitiven ^Klaasen  kennt. 

Versucht  man  B.  die  Menge  der  Klassen  in  der  uneigent- 
Keb  piimit«  Ordnung  an  bcetiinmen»  an  findet  man  aacb  9.  annlkcbat 

1  3 

(fR=:2,  X(T=z-y,  ^  zu  setzen)  ftsal  oder  3,  Jenacbd^  Osl  oder 

Ö  (mod.  8)  ist;  daher  r  =  l  im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
tot  bernegativer  Determinante  r  =  3,  ausgenommen  Dss-^'d^  wo 

r=jft=i  ist.   Wenn  endÜeb  i)Se&  jQnod.  8»)  und  positiv«  po 

hat  man  ^  =  1,  3,  also  r=3,  I  resp.,  jenachdeni  die  kleinsten 
Wurzeln  der  üieidiung  xap^JDygssi  gerade«  «dher  ungerade  aiad. 

Hieraus  iols^t: 

Be^zeifhirjet  man  die  Menge  der  Klassen  in  der  ei^efitllch  pri- 
mitiven Ordnung  durch  L,  die  in  der  uneij^entlich  liriiuiliveti  Ord- 
iHing  durch  V»  so  ist  L'=:L,  wenn  JJix^l  (mod.  8.);  oder  wenn 
JE^att^3;  oder  «ven»  B  poaitiv«  SU  (mnd.  S.)  nnd  :die  kinhMiton 
W«fln  den  ekkhmtg  aes^I^gy^A  nngetide  einA.  Dagegen  i«t 

li^  =  ^  L  in  allen  übrigen  Fällen.  *) 

19.  Dir  Thf'orie  der  Zerlegung  der  quadratischen  Formen,  irelche 
wir  hier  mituetheilt  haben,  ist  völlig  allgemein.  In  den  Disq. 
Arithm.  wird  nur  der  specielle  Fall  zur  iSprache  gebracht«  wo  die 
gegebenen  Formen  au8  derselben  Oranung  sind,  und  dieeer 
ffMernm  auf  einen  noch  einfiMieni  Fall  zordekgeföhrt  (c£.affl.951)* 
HierntTf  \vendet  sich  Gauss  zur  Auflösung  der  Aiif*2:abe:  ,,Die 
s,'niiinMirh(  n  eigentlich  primitiven  Klassen  zu  bestiiiiinen,  welche 
mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusaiuraengesetzt,  diese 
Form.seil)8t  geben,  uud  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  voo 
Fjprj|M«„  «velche  in  Rvaifff  aof. diesen,  beanndern  jbll  mit  unseren 
Fpriioten  im  Oompietx  üoeretnl^QniiXiea.  .  Was  enaÜcb  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  "2^0.  V.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klassen  gehpren  bei  negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  ausgenommen 

t>   IN«  uaoi^MitifalK  »pniaiHif«  CMmag  «aiitirti.Mirt  «enn  üml 
(mod.  4.)  ist. 
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uod  ohne  Beweis  angemerkt,  tlass  im  ersten  Uiei$er  Ausnahnie- 
lälle  immer  je  iwei,  im  andm  iiMMr  je  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  poeitive  Determinante  betreffend  sagt  Gansfä*):  JPtf» 
casutertio  autem,  vh\  Oostnuraerusposifhu«,  TU)fi  quafirafus,  re^ulam 
^<Mieralem  pro  couiparaiula  multitu<iliie  lorniaruin  pr.  primit.  in 
y»  V\  F",^,,.  cani  luultUudioe  cla«»&ium  diver«»aruiu  itide  ccäui* 
tMtii|iB  *  IluciuMine-  aea  Miemiuk  Id  q^dem  ansmre  poeeawii», 
banc  vei  iUi  aequalem»  Tel  ipsias  panem  aliqootam  eine;  qoin 
etiani  nexum  slngularem  inter  quotientem  lionim  ntimeroriim  et 
vaiores  niiiiimos  ipsoruiii  t,u  aequationi  It — Dnu^A.i  sutisfucien- 
tes  detexirous,  quem  bic  explicare  aiuiis  prolixiim  tore(;  an  vero 
pomibUe.«it,  Ulum  quotientem  in  omnibus  ca«Üiiw  ex  aela  hnyO' 
ctioDe  nameromm  A  cogooacere,  de  bac  re  nihil  certi  pro- 
nunciare  poasumna/* 

■*>  '  Der  unbekannte  QoMient,  von  tveleliem  bier  die  Rede>-wt 
dfirfm  Vevhergehenden  mit  e  beaeiehnete  Saht,  deren  Buuihni 
iiiuiis  lediglich  darauf  snrflcklcomBit,  dae  erste  durch  m  tlieiibare 

Glied  der  Progression  yi,  y«,  v«,...  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
wenn  Gauss  mit  <1rm*  Anpdrtick  ,,nexffs  sio|5ular5s**  diese  Dezie- 
hun«;  der  Zahl  e  zu  den  Wurzelri  der  (ileicbung  £cx  —  A^y  =  l, 
oder  a:x  —  lyy^i  nicht  gemeiat  haben  kann;  denn  sonst  würde 
eff  iii^t  geaafct  haben:  „regalam  generalem  non  habenms/^ 

20.   Da  man  hei  den  voihergehefiden  Untersndrai^gen  die 

kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  acx  —  Dyiß~A  kennen  muss»  und 
diesellie  in  der  Zahlentheorie  (iberhaupt  von  mauuicUfachem  Nutzen 
sein  kann,  so  maj^  darüber  noch  einiges  beigebracht  werden,  wo- 
bei wir  auch  die  Gleiehong  aar — — ^  berücksichtigen.^*) 

♦ 

Die  Gleit !inn[^^  xx — Di/i/~A^i  gestattet  zunächst  eine  Re- 
duütion  auf  die  ehirachereGieichung  >a:--0'«y=J:l,  Uak  welche  be- 
reits Tateia  vorbanden  aind«  in  folgenden  Fällen. 
•  »      '  i*  ■ 

(Wenn  DssQ  (med,. 4*)»  «nd  <«tc4ll«i  Wertbe  der  Gleicher^ 

bedeuten,  so  abd  «»21,         alle  Werthe  der  Gleichung 

In  den  Fillen  oder  3  (niod.  4.),  Dsl  (mod.  a)  können 

^^^^^  gerade  nein«  nnd  3f=2ii  eind  alle 

Werdie  der  Gleiehnng 


♦)    png.  398. 

**}   Ü  Ut  poniiiv  und  iiicbi  <|uailral(«cb. 


Digitized  by  Google 


418 


weoo  t,  u  alle  Wertbe  der  ixleiolMHig 
bedeufoD. 

Fs  hfeiht  aluo  nur  der  FaH  />~ö  (mod.  8 )  fibrii?  Alle  üe- 
teriüiiiaftteri  D  von  der  Form  8ri-f-5  zerfalleji  in  zwei  Klassen, 
lo  die  eine  gehören  diejenigen,  iür  ivelcbe  die  kleinsten  Wurzein 
der  CMelehiiag 

d^yelt  se  groM  ab  die  kleinsten  W#tCli«  4ir  CSIeichang 

sind  (wenn  die  letztere  Gleichung  für  das  untere  Zeichen  über- 
luuipt  losbar  tot);  fai  der  andm  iOute  «M  diejenige»  IIH» 
niiaast«o,  Air  ir€lcli#  die  CUeiclmng 

•  « 

In  relativen  Primzahlen  lösbar  ist  Zwischeo  5  und  1005  giebt 

es  \'2fy  Werthe  /)=8n  +  5,  von  denen  die  folgenden  32  von  der 
ersten  Art  sind:  37,  101,  141,  189»  197,  269,  325,  333,  349,  373, 
3bi ,  389  ,  397  ,  405,  485,  557,  573  ,  677,  701,  709  ,  757,  78L  81^ 
829,  877,  885  ,  901,  909,  925,933,973,997.'  " 

Um  sir  edlselieiden,  eb  die  Gleiolraiif ' 

in  relativen  Primzahlen  Ifisbar  ist,  oder  nicht,  verwandelt  nun 

jn  einen  Keltenbriich.  Findet  sich  kein  vollstfindiirer  Quo- 
tient mit  tlenj  iNenner4,  so  tst  die  Gleichnn^  nach  einem  IjekanD* 
teu  Theorem,  voraujigeäetzt,  tlaöi»  Z>>16,  in  relativen  Prinizahleo 

nicilt  Msber.  Fiftdet  rfch  der  Nenner  4,  ne  nerkd  ncn  Polgtfndef : 
1)  Wenn  die  ongenidea  WerAe  «,  y  die  Gleichung 

befriedigen,  «o  Ist 

(*4;+2)«-Z>(a^«==:^+4,        .  . 
wo  a;^'|-2,  xif  ebenfaUs  migemde  sind,  d.  b«  wenn  die 

in  relativen,  Primzahlen  lösbar,  so  Ist  auch 
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^  Sind       ff  die  kleinsten  positiven  Wertlle  der  etnleB 
'  ne  vmril  behauptet,   dass  JiC=j»e<|*S»    V^Mff  An 
kleinstea  positiven  Weitbe  der  andenan  tiieltlNinf  «ein 


dies  nieht  der  Fall»  so  beaeichne  man  die  kleinsten 
(positivea)  Werthe  'der  Gleidraog 

darch  t,  u,  so  dass  also  l<  X,  k<  Fist«  Die  Mnltlplicalion 
der  Gleidinagen 

tt  -  Duu  =  +  4 

glebt 

wo  ^ — -  •  »  -^-^ —    ganse  Zahlen  sein  werden ,  da  a:  und  i/, 

ebenso  i  und  t»,  beide  gerade»  oder  lielde  vngenide  sind.  Die 

1  I  X 

ZaU  zr«iy— Mx)  ist  positiv,  da  -  offenbar  >      Die  andere  Zahl 

1 

^(to-- Hny)  anlangend,  nehme  man  zuvorderst  an,  dass  y>ti  sei* 

Demnach  folgt  durch  Mnltiplicatlon  der  GleiHnmgen 

ss^D^^,  «sD»«-f4,  (te)*-iX%)«==4(fl^-./ii«i-4>. 

4 

welelMr  Werth  positiv  seio  mnss.  Indem  y^f^mt^j^  Ut,  fidgfieb 
Setien  wir  also 

~(ta?-l%):=r,  ^(/3f-ii«)aI7; 
so  sind  T,  ü  positive  Zahlen  »  welche  der  Gleiehung 

■ 

genügen,  mithin  nicht  kleiner  sein  können  als  x,  y  resp.  Nun 
erhält  man  mit  Hülfe  4®r,  vorhorgehendeo  Relationen  aus  der 
Gleichung 

tt^lhm^-^i,  2ap=n+l>üii,  2yrs:3V(*fU<, 
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l'oigiicb 

« 

und  dies  unniosrlicli ,  da  die  Wertbe  f=2,  uzz(l  aiMgticblot' 
sen  sind,  uud  l  utcht  kleiner        2  setu  kaon. 

Uierauä  ioigt  u^y,  t^x,  Naobdem  die«  bewieteo  wordeo* 
bat  man 

(Duy)^  ~  (te)*= 4(  Am— X>|y  +  4) , 

MgMcb 

poelthre  gaoce  Zahlen»  welche  die  Gleidnmg 

befriedigen»  also  nicht  kleiner  nein  kihinen  ab  y  reep.  Ei 
folgt  ferner 


mithin 


d.  b.  <^d»r*f  2«  was  der  obigen  Annahme  wider- 

spricht. Wir  scbliesji>eu  aiso,  da«s  X^ax  -^2,  F=u:^  die 
ideinsten  Wertbe  der  Gleichung 

sind. 

3)  Vorausgesetzt,  dass  io  der  Entwickelung  von  VJJ  ein 
vollständiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4  vorkommt,  setze  man 
dieselbe  eow^t  fort,  bis  dieser  Nenner  mnn  erstenmal  er- 


scheint, und  berechne  den  vorletzten  Mäherungsbnich  ^.  Es  lässt 

sieh  soci:!nich  prkennen,  ob  pp—Dqqz=z-\-A,  oder  pp—Dqq=  —  i 
ist.  Trifft  der  erste  Fall  ein,  so  sind  a=p^  yss^  neinstea 
positiven  Werth«  der  Gleichung 
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und  man  kann  sicher  scliliefifteq^  4w  die  Gleichung 

.  jap  —  Z)j^^  =s 4 

i?)  nii^eraden  Zahlen  nuht  lilshar  ist;  denn  " Hre  dies  der  Fall, 
so  müssten  ihre  kleinsttjn  Wuriioli»  p\  f/  offenbar  S  als  resp.  ^, 
q  sein,  was  wegen  p=ip'p*-\-^,  qz=^p  tf  (vergl.  2;)  unmöglich  ist. 
—  Finil»!.^  fiber  w  — Z>^«[=— 4,  «o  siiä  m^p,  y=zq  die 
kleinsten  (positiveD)  iVerthe  der  Gleichung 

die  GleiebuDg 

ht  dann  ebenfalls  in  relativen  l'rinizuhleu  lösbar,  und  .r=|^^-i-'^ 
y=pq  ihre  kleioeten  Wurzeln. 

Nach  «lif'son  i^rin<Mj>lpn  ist  die  diosor  Abhandliin«;  heli^pfü'^fe 
Tafel  berechnet.  IMan  lindct  In  der  fr^t<  ri  ('ohnnnc  alle  Zahlen 
D  von  der  Form  8?t  -f  zwisehen  5  und  iü05  mit  Ausnahme  der 
32  verhin  aufgeetellten  Werth e ,  fiir  welche  keine  Auflösung  in 
ungeraden  Zfijblen  möglich  Ut.  In  der  zweiten  Colunine  stoben 
die  kleioeten  poeitiven  Wurzeln,  welche  eich  auf  die  Gleichung 

XX — Z>y^=— 4 

beziehen,  sobald  D  mU  dem  Zeichen  *  rerseben  i^t.  In  den  tlbn* 
gen  Fällen  der  Gleichung 

Z)3fy=  +  4 

genfigen. 

4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Weim  die  Determinante  das  Zeichen  *  nicht  luhrt,  die 
Gleichung 

also  In  relativen  Ptlmzahlen  nicht  luebar  Ist»  ae  Iftsat  die  Gleichung 

keine  Auflusung  zu,  ist  also  xx — J^vy^ — 4  fiherhaupt  nicht  iOa- 
bar.  Denn  die  Multiplioation  der  Gleichungen 

gäbe 

wo  tx-^Duy,  ty-^ttx  offenbar  ungerade  Zahlen  wären ,  welche 
der  Gleicbuog 


m 

oach  der  VonuMMliaBg  Hiebt  geal^en  Mumq.  —  WeM  die  De* 
ferpaimvte  dae  Zaiehcn  *  fttbrt»  die  Gleiehsnig 

eleb  tu  fdfttif en  PrimsableB  Klaber  tat,  «o  tttwC  üe  CHeicfcimg 

AdlOenDgeo  zu,  ist  die  verbergebeiMle  Gieicbung  also  aoch  ia 
geraden  ISaiüen  iüaliar. 

Um  (las  letztere  zu  erweisen,  bemerke  ich  zuForderst,  dass 
in  der  Enhvickeiuiig  vpn  y/>  der  Nenner  4  höchstens  in  zwei 
▼üRstflndigen  Quotienten  vorlcoiiiin^ri  kann,   fn  der  Tbat,  es  sei 

— j —  ein  vollständiger  Quotient,  welchem  — ^5   vorher- 
geht; daao  iat  hekaantiieb 

iN^^D'-JJ,  v/>-4<J<v/), 

daher ,  wena  wir  die  grusttte  in  VD  enthaltene  ganze  Zahl  dnreh 
a  bezeichnen,  J  gleich  einer  der  Zahlen  a — 3,  a  —  tJ,  a— 1,  a; 
von  diesen  vier  Werthen  ^\  erden  aber  nur  zwoi  so  beschaffen 
sein,  dass  D — JJ  durch  4  Iheiibar  ist,  wie  es  nach  der  ersten 
GlefebttDg  sein  aeU,  aSnKeh  die  Wertbe  Jsa«, '«—3,  oder  die 
Werthe  J=a— 1,  #1—3,  jenachdeni  a  ungerade,  oder  gerade  ist, 
folgiicfi  Ixfiiinen  in  einer  Periode  (nclcho  nicht  zwei  identisch© 
vollständige  ()tir>tienfen  enthalten  kann)  nicht  mehr  als  zwei  VoU« 
stüodige  Quotienten  mit  dem  Neuner  4  vorkommen. 

WSre  nqn  die  Gleicbang 


lOabar,  eo  miisste  die  Periode  dea  Kettenbrocba  von  VD 
iiekaantlich  geradgliedrig  sein,  und  ivenn  wir  die  auf  einander  fol- 
penden  vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4  in  der  nnend* 
liehen  Entwickciung  von  yD  durch* 

V/>+^    yD±£,  VD^J"   yP^J"'  ^ 
— 4 — »   4      »      4      *       4  *  etc. 

bezeichnen,  so  erheilt  leicht,  riass  die  denselben  verangefaeiiden 
Näherungsbrüche  sammtJicb  die  Gie'^chung 

Ittsen  Wörden,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

io  relativen  Primzahlen  nicht  lOahar  wäre,  gegen  1)« 


m 

5)   lai  die  Gleicbuqg  ^ 
in  relatiTen  PrimzabllBo  lusbac«  sind      jf  die  kleinsten  Wurselo« 

so   sind  (17.)  a'^,  V*'  die  kleinsten  &:eraden  VVarzeln  dieser 

11 

Gl^chmig«  folglich  g-y^die  kleingten  iy«rieindcr  CieichaBg 

Mmb  iadet 

Wens  also  die  Qeiehueg 

in  nngetaden  Zahlen  Ulsbar  Ist,  «o  mltßimi^  die  kieiasten  Wurielu 
den  cabieGheD  CileiebiiogeD 

'  ^   ^     '      •         •  • 

genügen^  Wo     *  1^  Ae  UeiMten  Warielft  det  IMchttig 
bedeuten«  Die  eardenlscbe  Fonnei  giebt  folgende  Werihe: 

welche  unter  dner  Itrtttioiialen  Tom  enehelnen«  DIeees  CiiistaD- 
-dee  wegen  hat  man  x  und  y  dnrch  eine  andefe  ^jeteaehtnog  au»* 
anmitteui* 

Die  Gleicbnng 

bat  nar  eine  reelle  Wnrael,  von  der  wir  ecbon  wissen,  dasa  nie 
ein«  'eansn  Zahl  aeitt«  mnaa.  Die-  Fanhtbn     -^dm^^X  wird  .ne- 

'  8  8 

gatir  üBr  «=v2X  leb  behanpte  ferner«  daaa  nie  fHi 
poaltlr  wfard.  Fttr  diCHBen  W««  findet  nun  nXndidi 


Theii  \n.  an 
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welcher  Ausdruck  positiv  ist.  Setzen  wir  also  V2^=a— wo 
E  einen  posittven  Sehten  Braeii  liedeatet»  so  liegt  « zwisdum  a— c 
nnd  o— e-f  1,  folglicb  w=a. 


Die  andere  Gleichung  betreffend,  wird  die  Funktion 

3  2F  ' 
poeldTfilr y=V-g-»    Für  1  wird  sie  negativ;  denn 

für  diesen  Werth  kommt 

welcher  Ausdradc  negativ  ist,  e<|imld  V-p        positiv.  Ist  aber 

3  2  F 

V-^«^l  negativ,  d.  |i-  angenommene  Werth  von  y  negativ, 
so  erhellet  von  selbst,  dass  /»jr^-f  3y-2F<0  ist  Die  Funktion 

muss  also  zwischen  den  Werthen 

3  2r  '3  2F 


—  1 


3  2F 

verschwinden;  und  wenn  wir  v^=^-|-'  setzen,  wo  e  ein  po* 
sitiver  licbter  Bruch,  so  erhellet,  dass  y^^b  sein  muss. 

Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 

■   a^x  —  Üyy=:'\-A 

in  relativen  Primzahlen  lusbarlst,  so  findet  man  ihre 
kleinsten  Wurzeln  xr,       indem  man-  für  w  die  n&chste 

ganze'  Zahl  an  y^X  Uber  dieser  GrOsse,  ffir  «  die 

nächste  ganze  Zahl  an  V  "j^  unter  dieser  Grosse 
nimmt,  wo  JT,  F  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichnng 

■ 

bedeuten.  -  ^ 

■ 

0)  Umgekehrt,  wenn  die  Wuraeia  der  knbischen 
Gleichungen 

a:8-ar--2A=0,  ia|y«-|-J^-2F=0. 
beide  ganze  Zahlen  sind»  so  Ist  die  Gleichung 
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•  S 

s 

ia  relativen  Primzahlen  lusbar. 

Denn  berechnet  man  den  Aundruck  j*.r  —  Dyy  mit  Hülfe  der 
iu  5)  i^eiundenen  Werthe  von  x  und  erbälit  man  wx  —  Duy 

= +  4,  beachtend ,Aw^XX-D VT^ + 1  ist. 

Eine  fihnliche  Besiehuog  findet  zwUchen  den  kleinsten  Wur- 
zeln der  Gleichungen 

«tatt,  deren  AnlBndiiug  wir  dem  Leeer  aberlaesen. 

Da  mm  Legendre  eine  Tafel  der  kleinateu  Werthe  der 
Gleicbang 

•te  der  Glaicliiiag 

tigebeu  hat,  so  würde  sich  die  Uerecbnuog  unserer  Tafel  nach 
lam  vorhei^eliendeii  Theorem  auf  eine  blosse  KubiimnifielaiiBale- 

hung  reduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 

auf  aicse  Methode  vorHe!,  so  blieb  nur  übrl2:,  rtach  derselben  die 
schon  berechnete  Tatei  ,zu  revidken,  was  mit  möglichster  Sorg- 
falt geschehen  ist.*) 

2.  B.  0le  tileicbung 

hat  die  kleinsten  Wurzeln 

AsimS73iy02976»    F= 502288218432   (Legendre*«  Tafel). 
Nun  ist  ' 

V2A  =  2Ö224  +       ^  =  2005142628  + ... ,  V  ^=  126H-  .... ; 

folglicb  ;p=28225,  ^  =  1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

M*«-601yyss4, 


*)  Mit  Hälfe  von  Kubiklaftil»  Lüsiteu  aicli  svlb«l  au«  «ehr  ^ru««eu 
Iskl«  die  Kobfliwamla  mll  LelchtigkeK  aanlehan. 
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Tafel 

der  kleinsten  WnrselD  der  Gleichnng  xx^Dify:=±i 
füt  die  Werthe  von  D=z^-i-^  zwischen  5  und  1005,  bei 
welchen  die  Gleichung  in  relativen  Primsahleu  lOsbar 

ist 
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D 

D 

r-  149;7 

589 

4359377; 17962»^ 

365;17 

597 

9749; 399 

m 

Ö5;3 

605 

123  ;5 
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In  einem  älteren  englischen  Schlfffahrtslehrbuche,  nämlich  in 
The  complete  Navi^^ator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
1804.,  üude  ich  luigeoden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
scheo  Salzes,  Awä  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei* 
eclu  sich  za  deren  Differenz  Terhälf,  wie  die  Tangente  <l(>r  halben 
Summe  der  Geecnwinkel  im  der  Tangente  der  halben  Differenz 
dieser  Winkel,  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  Zeitschrift 
naibekannt  sein  dfirfte,  deslialb  hier  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Taf.  XT  Fit^.  !1.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  und 
von  den  beiden  Seiten  AB  und  sei  Att  die  grossere.  Man 
verlängere  AC  über  A  hinaus  und  mache  AÜ  —  ÄBt  ziehe  BD, 
mache  AEssAC,  und  ziehe  CE,  welche,  Terlingert,  BD  in  F 
schneidet.  Non  ist  die  Summe  der  gleichen  Winkel  ACE  und 
AEC  der  Summe  der  beiden  Winkel  ACB  und  ABC  gleich, 
also  ist 

^DCF=^^i^ACBi^^BC), 

und  daher 

^BCFsz^ACB-^ji^ACB-t  ^ABQ, 

d.  I. 

BCF^ji^ACB — ^  ABQ : 

Nmi  ist  aber 


Dv 


BT 


Im  Obigen: 

AB^ACiAB^M 

Mir  M^fif-'ir.t  dt^ß.*t  Bevi'eii»ar^  •^'rhr   eialtcil  X«  acUs    und  iit 
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Iittei*ariüc]i.er  JBerIclit. 


deschlchte  der  JHatlieiiiatlk« 


In  deai  Journal  des  Sarants.  Fövrier.  lööO.  flad«!  tich  ein 
MmtM  dM  lraffUeli«a  liooWkd«l>rl«B  Bi«tf  4er  ia  M  Mm  ta4e  iAto' 
restant  iat,  daM  ich  .aidil  unterlaMen.  darf    dieae  NaUBMi  (ilü^  I4l>nttW 

Bericht«  711  benntzen,  denselben  f!en  Lesern  des  Archira  ganz  mitsnf 
üieilcn,  und  bin  verticberit,  mir  dadurch  eil^iKflo  Dank  su  verdienen. 

'      .  •  .  G. 

Ütte  aii«edote  relative  ü  H.  Laplace. 

Lu  4  i'.4^<^^niie  fran^aise,  dans  sa  s^aiice  particiilüre  dm 
5  fevrier  par  M.  J«     BioU  ... 

Messieurs, 

Qttaiid  an  homme  dWdre  s'appr4te  k  parctr  pbar  «n^. 

Srond  voyage,  i]  met  ses  affaires  en  r^a^  et  preod  soin 
*AeqaHter '  toatos  les  dettes  qn'il  pejit  avoir  contraetdea, 

Voila  poorquoi  je  Tais  vous  raconler  eommenty  il  y  a  qa^ 
qnes  cinquante  ans,  nn  de  nos  snvants  les  plns  illustres  ac^. 
cneiJlit  et  encouragea  un  jeune  debataatf  ^|ID  dtait  veaa  Inj 
moatrer  ses  premiers  essaia. 

Ce  jeune  debutant,  c'etait  moi,  ne  vous  d^plaise.  Notez^ 
ponr  excDser  Tepith^te,  que  ceci  remonte  au  mois  de  bru" 
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inaire  an  VIII  de  la  RepubHoae  frtn^ise,  U*  Mtion.  Qoel- 
qaes  oiois  plus  tard,  oo  ment  riosigiie  honneitr  de  menom- 
mer  essocie  de  Flniliiat  Datiooal;  mais,  k  celte  date,  et 
gartoot  k  J'epoqve  no  peo  aDterieiire  oä  moti  recit  com- 
mence,  je  roe  tronvala  completemeul  jocoona.  J*etais  alors 
OD  tout  petit  professear  de  mathematiqiies, ,  a  ITcoIe  cen- 
trale de  Beauvab.  Sorli  nouvellemeut  de  TEcole  polytech- 
nique.  j*avais  be.iucoup  de  zele  et  }ieu  de  science.  Dans 
ce  temp$>lä,  on  ne  demaiulait  guere  au.\  jeunes  geiis  (]De  de 
I'ardenr.  J'etais  passioaue  poiu  la  e-eometrie  et  pour  beau- 
coiiji  <ie  choses.  La  fortnne,  plutot  t^ue  la  raison,  me  pre- 
seiva  de  ceder  ä  des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  uoeuds  les  plus  doux,  ä  Tinterieur  de  la  famille 
iii*avait  adopt^,  neiureax  du  preseiit,  comptant  snr  PafeBir^ 
je  ne  aongeais  qu*k  anivre«  avec  deUcea^  les  penehaals  de 
mon  espritTers  toiites  sortea  d'etades  scieDlifi^aes;  etäfiure» 
par  plaaair,  ce  qae  Pinter6t  de  ma  cani^  lu  aurait  prescrit 
comaie  un  deToir.  J^avais  snrtout  une  ainbitian  däuAMiiea 
de  pen^trer  dans  les  hautes  regioiis  des  madiematiqaes,  o& 
l'on  decouvre  les  lois  du  eiel.  Mais  ces  grandes  tlieories, 
encore  eparses  daiis  les  collectioiis  academrques.  D'etaieot 
presque  abordablcs  que  pour  le  petit  uoitibre  d'lioitiiues  so* 
p^rieurs  qui  avaient  concouru  ä  les  etablir;  et  s*y  lancer 
saus  ^uide,  sur  leurs  traces,  c'^tait  nne  CDtreprise  oü  l'on 
avait  toute  cliaute  de  s'egarer  pendant  bien  du  teiiips  avant 
de  les  rejoindre.  Je  satais  que  31.  Laplace  t^ivailiait  a 
r^unir  ce  magnifique  eiisenible  de  d^couvertes,  dans  Too- 
▼rage  qn*il  a  tres-josterneDt  appele:  la  Mecanique  ceksli. 
Le  Premier  Tolume  dtait  soos  presse;  ]ea  aotres  saivraia^ 
k  de  bleu  iongs  intervalJes,  au  gre  de  mes  desira.  Uae 
marcbe,  qui  poavait  paraltre  fori  risquee,  m^onvrit  un  aec^ 
privilegie  dans  ee  sanctnalre  du  g^nie.  J'oaai  eerire  direde- 
inent  a  l'ilhistre  auteur,  pour  le  prier  de'  permettre  que  sou 
libraire  m'eiivoyät  les  feuilles  de  son  livre»  k  mesirite  qii*d* 
les  s^impriinaient.  M.  Lnplace  me  rdpoadU,  avec  autaot  de 
ceremonie  qne  si  j'eusse  ete  un  savant  veritable.  Toutefois, 
eo  fin  de  compte,  il  ecai  tait  ma  demnnde,  iie  voulant  pas. 
disait-il,  que  son  ouvrage  füt  preseute  au  public  avant  d  etre 
terraine^  afiji  qu'on  le  jup^eat  d*apres  son  eiisenible.  Ce  lie- 
cünatoire  poli,  etait  sans  doute  tres-oblii2:eaiit  dans  ses  fo^ 
mes.  Mais,  an  fond,  il  accommodait  mal  mon  aiiaiie.  Je 
ue  voulus  pas  r.ictepter  sans  appel.  Je  recrivis  iiunieiiiatÄ- 
ment  ä  M.  Laplace,  pour  lui  represeutei  qu'il  me  fais«it 
beaacoup  plus  d'boiinear  que  je  ii*eD  m^ritais,  et  Qtfe  Js 
n'en  ddsirais.  Je  ne  suis  pas,  lui  disais-je,  du  public  «pii 
jn^e.  mais  do.  publip  qui  ^tndie.  raloutais  que,  Yaiili<"^ 
soivre  -et  refaire  tous  les  calcnls  en  entier  pour  mon  iattni- 
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clioii,  je  pom  i  ins,  s'il  üc  reudait  ä  iiia  priere,  dcüouviir  et 
.si^iialer  les  fante.«»  d'unpresnioa  qui  s'y  seraitut  ^lisse.es.  Ma 
respetiut  u.se  iiij»istnnc'C  desnriiia  sa  reserve.  II  in'euvoya  toii- 
tes  les  feuilles  deja  iiuprimee^,  eii  y  joigiiant  uue  IcUve 
charoiAlito«  oeUe  fois  nullenieiit  cer^monieuse,  mais  rempiie 
des  plus  vife  et  des  plut»  preoieux  encouragements«  Je  u'ai 
pus  beioin  de  dire  avec  quelle  ardciir  jp  devorai  ce  treeor. 
Je  poQvais  bieii  m^appliquer  la  roaxinie:  violenti  rapiuniUML 
Depuis,  cha^ue  fois  que  j'allais  h  Paris,  j'apportaig  tmm 
travail  de  revision  typographique,  et  je  le  preseiUais  per- 
soiinelleinent  k  M.  Laplace.  1 11  raecucillait  toujours  avec 
bonte,  Texaminait,  le  discutait;  et  cela  me  donuait  Tocca- 
sion  de  In?  soumettrf  les  difTiouhes  qui  arretaient  trop  sou- 
vcDt  ma  faiUlesse.  Sa  coiidesceiidance  a  les  Jever  etait  »aits 
boraes.  Mais  lui- meuie  iie  pouvait  pi»s  toujours  le  faire, 
«ans  y  doiincr  une  attention  quelquefois  assez  Jongue.  Cela 
arrivait  d'ordinaire  aux  eudroits,  oü,  ptua  s'epargner  des 
details  d  exposition  trop  etendus,  il  avait  einploye  la  for- 
JOide  expeditive:  il  est  ais6  de  voir,  La  chose,  en  eiTet, 
mit  pam,  dana  le  mmnent,  trds-daire  h  ses  yeux.  Mala 
«Ue  ne  l'etait  pas  toujours,  mtoe  pour  lui,  k  <]uel^ae  tempa 
de  Ik.  Alora«  ai  wom  hn  en  deniaiidieas  Pexpiication,  11  la 
cherdiait  patienmeDti  par  diverses  voies»  pour  son  compte 
commc  pour  le  vdtre;  et  c'etait  lä,  sans  doute»  le  plus  in» 
«tructif  des  oominentairesr  Uue  fois,  je  le  vis  passer  ainai 
pres  d*uDe  heure ,  a  täcber  de  reasaisir  la  chalne  de  raison- 
wements  qu'il  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  Symbole:  il 
est  ais4  de  voir,  Oo  doit  dire,  ä  sa  deeliarge,  que  sMI  avait 
voulu  Hre  complätenieiit  explicitc^  son  ouvrage  aurnit  dü 
&voir  buit  ou  dix  volumes  in-4^  au  licu  de  rinq;  et  peut« 
^9  D^aurait-ü  pas  vecu  assez  de  temps  pour  l  achever. 

Tont  le  mofide  compreiidra  le  prix  que  devaient  avoir 

Kur  un  jeune  homme  ces  communicatioDs  familiäres  et  in- 
leS)  avec  un  genie  si  puissant  et  si  ^tendu.  Mais  ce  que 
ton  ne  saurait  bien  se  figurer,  k  moins  d*en  avoir  ete  Pob- 
jet,  ce  sollt  les  seiitimeiits  de  delicatessc  alTectuense,  et 
comme  paternelle,  «loiit  il  les  acconipagiiait.  Ceci  m'ainene 
naturellem ent  ä  l'anecdote  que  j'ai  voulu  raconter,  Car  eile 
$Q  oäVe  un  exempie  aussi  parfait  (|ue  rare. 

Pen  de  temps  apres  qu'il  ra'eut  ete  permis  de  l'approchei*, 
j'eusla  boiinefortune  de  faire  un  pas,  quime  sembia  nouveau  et 
niipr^vu, dans  une  partie  des  maCbematiqueSj  oii  Ton  etait  ä  peine 
entre  jusqu'alors.   J'avais  reniarque.  daus  It  s  commentaii  es 
Petersbourg)  uue  classe  de  t^uestion;»  geumetriques  fort 
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«in^iilieres ,  qii'Eiiler  avfiit  traitees  par  des  m^thodes  indi- 
rectes,  dans  un  memoire  intitule:  De  instgni  promotione  me- 
ihodi  taiißentium  inversae.  II  ä'etait  propose  aussi  une  que- 
stion  de  ce  gehre,  encore  plus  diHicile,  sur  laquelle  il  etait 
revenu  ä  plusieurs  reprises  dans  les  ^cta  eruditorumt  eii  la 
resolvant  chaqiie  fois  par  des  voios  düleientcs,  mais  tou- 
jours  iiidüectenieiit.  La  singularile  de  ca»  probleraes  coii- 
•istait  en  ce  qu'U  fiiUait  decouvrir  la  natare  d'une  coiirbe, 
d'api^  certalnea  relations  assignees,  dont  les  eamolkm 
g^ometriquea  ^taient  d'ordres  disaemblables:  les  nnes  devant 
af oir  lieu  entre des  pomts  infinlment  veisins.  les  aiitres  eatre 
des  points  distants»  separes,  par  des  diiferenoes  finies  et 
donnöest  d'abscisses.  Or^  la  premi^re  classe  de  conditioiM^ 
relative  aus  points  voisiris,  etaat  consideree  isolement,  soas 
le  poiiit  de  vue  abstrait,  depend  du  calcul  differentiel  ordi- 
naire:  la  deuxieme,  relative  aiix  poiiits  distants.  depend  d'un 
autre  gein  e  de  calciil  ,  qui  s'adapte  specialeinent  aux  diffe- 
rences  finies.  L'idee  mv.  vint  qwe,  pour  bien  faire,  il  fallait 
^crire  d'abord  l'enonce  complet  du  probleme  dans  le  lan- 
ga^e  analytiqne,  en  appliquaiit  ä  chacune  de  ses  parties 
ieurs  symboleb  propres.  Cela  condoirait  a  un  genre 
d*equatioi]s ,  dit,  aux  differences  melees^  peu  etudie  jus- 
qa^alors,  qui  exDiimerait  ainsi,  avec  une  enti^re  ge- 
ndriOitd»  rensembie  des  conditions  mixtös  auxquelles  oi 
devrait  satisiiEiire;  apr^  qaol,  on  n'aorait  plus  €m*h  se 
tirery.comme  on  ponrraitt  dece  dernier  pas.  jLa  rdalisation 
de  cette  idde  snrpassa  mes  esperances.  Toutes  les  questions 
,de  ce  genre  9  qui  avaient  etä  traitees  in directement  parEaler, 
at  par  ä'aatres  g^metres^  etant  exprimees  ainsi  en  syoi» 
boles  gendraax,  se  resolvaient  sans  diilßcult^,  comme  par 
eiicbantement.  Lorsquej*eus  trouve  cette  clef  qui  les  ouvrait, 
i'apportai  mon  travail  h  Paris,  et  j'en  parlai  ä  M.  Laplace. 
Ii  m'^couta  avec  une  attention,  qui  me  sembla  melee  de 
quelque  surprise.  11  mo  questionna  sur  la  nature  de  mon 
procede,  sur  les  details  de  mes  solutions.  Quand  il  m'eut 
examine  sur  tous  ces  points.  ,,Cela  me  paralt  fort  bien, 
9>dit-il9  venez  dem^in  matin  m'apporter  votre  memoire.  Je 
sjserai  bien  atse  de  Je  voir/'  Ou  comprend  que  je  fusexact 
aa  rendez^TOos.  II  pareonrut  fort  attentivement  tont  mon. 
'  inannscriti  Texposd  de  la  mäthode,  les  appllcations^  les  coo- 
sid^rations  ulterieures  que  j'y  ayais  annexöes.  Pids,  il  me 
dit:  MVoilä  un  tr^s-bon  travail;  vous  avez  pris  la  vMtabls 
f^Toie  qa'il  fant  suivre  paar  r^sondre  direotement  ce  genre 
t)de  questions.  Mais  les  aper^us  qne  Tons  pr^sentez,  ä  la 
„fin,  sont  trop  eloignes.  N'allez  pas  au  delä  des  resultats 
„que  vous  avez  obtenus.  Vous  rencontreriez  probablement 
,»aes  difficttUes  pios  serienses  qne  vous  ne  paraissez  ie  i 
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9»4Mire;  et  l'dtat  aota«l  de  Tanaljatt  pouirait  bien  ne  paa 

y,vocs  fournir  les  moyens  de  les  surmonter/*  Apr^s  m'dtre 
ddfendu  qiielque  temps,  car  jamais  il  ne  lui  est  arrive  d'in- 
terdire  aiix  jeuaes  gens  qui  rappiochaienc  la  liberte  d'ime 
respectueuse  controverse,  je  cedai  a  &es  conseils,  et  je  rayai 
tonte  cette  fiii  liasardeuse.  .,Comme  cela,  me  dil-il,  le  reste 
y,sera  fort  bien.  Preseiitez  deinain  votre  memoire  a  la  classe 
,.(on  appelait  alors  ainsi  TAcademie):  et,  apr^s  la  seance. 

raviendrcs  dlnar  avoe  moU  Malnteiiaiit,  aUoDS  d^feii^ 
,,ncr***  Id,  je  De  eraindfai  paa  ^  plaoer  im  taUeaa  d^n- 
t^iieur>  qui  )e  fera  yoir  lel  qfTü  4Uatf  tel  quÜ  fat  toajoara, 
dana  la  simplicite  de  aea  rapporta  aree  les  jeanea  gena  qoi 
avaient  le  bonhear  de  i'appfooher,  et  qai,  deveaoa  des  hom- 
4ne8,  seilt  restes  groupes  autour  de  lui  pendant  sa  longue 
carriere ,  comme  autaiit  d*enfants  adoptifs  de  sa  pensee. 
C'etait  daiis  ces  instants  loisir,  apres  soii  travai!  du  ma- 
tin ,  qu'il  ainiait  ie  plus  liabitHellemeut  k  iioiis  recevoir.  Le 
ctejeuiier  etait  d'une  simplicite  pytUagoiique:  du  lait,  du  cafe, 
des  iVuits.  On  servait  daiis  Tappartemeiit  de  IVl"^«  Laplace, 
la<][ueUe,  alors  jeune  et  belle,  nous  acctteiUait  tous  indistinc- 
teiaen^  «veela  bent^d'aae  ai^re,  qui  ainait  jm  ^re  ]iot»a  aoear. 
lA,  on  poavait  eanser  de  aeieace  avee  lui  pendant  des  heu» 
rea«  .  Sa  conTetsatioa  bienveülaDte  ae  porcait  toar  k  toar, 
aar  lea  aiifeta  de  noa  dtadea,  aar  ie  progres  des  travanz 
qae  nova  avlona  eommenc^,  aar  ceax  qa'U  dösirait  nous 
Toir  entreprendre.  II  s'occupait  aussi  des  partieularites  qui 
concernaient  ijotre  avenir;  s'infoniiait  des  opportunites  qui 
pouvaient  nous  etre  favorables;  et  nous  y  sei  vait  si  activc- 
ment,  que  nous  n'avions  pas  besoin  d'y  songer  nous-iiiemes« 
En  retour  de  tout  cela,  il  ne  nous  demandait  que  du  zi^le, 
des  eÜ'orts,  et  la  passion  du  travail.  Voiia  ce  que  nous 
avons  tous  vn  de  lui.  Mais  le  trait  que  je  yais  vous  racoa* 
ter,  WOB  fera  laieaaL  waoti^tn  amNne,  oe  qall  a  4i6  poar  aoaa« 

h»  leademain  du  jour  oa  le  lai  nwms  pr^aeat^  mon  md» 
noire^  je  me  rendis  debonne  neare  ä  VAeMan^  oü,  tfvee 
la  penmnslon  du  preaident,  je  me  mis  ä  traeer»  sar  le  ßrand 
tableaa  noir,  les  ngures  et  les  formales  que  je  voulais  ex- 
poser.  Monge,  nrrive  nri  des  preniiers,  m'apergut,  s'approcba 
de  moiy  et  me  parla  de  mon  travail.  Je  compris  que  M. 
Laplace  Pavait  prevenu.  A  l'EcoIe  potytechnique,  j'avais  ete 
un  des  öl^ves  auxquels  il  temoignait  le  plus  d'affection ;  et 
je  savais,  combien  le  sncees  que  j'esp^rais  lui  icauserait  de 
ulaisir.  On  est  heureux  d'avoir  de  pareils  maUres!  Quand 
m  parok  me  fal  aecordde»  tona  les  g^oro^tres,  e'^tait  alom 
l*«Mige,  vlarent  a'asseoir  mmmr  da  tefelee».  Le  genital  Bo«* 
«aparte 9  rdeeaiaMiiC  reveaa  d'Egypte,  aaiNBlait  ee  joar-Ui  It 
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ja  sennce,  comme  mcrnbre  de  la  sectioii  de  mecanique.  II 
viiit  avec  ies  autres;  seit  de  liii-ineme,  ä  titre  de  iDathema- 


l>our  lui  faire  ies  hoimeurs  d'uii   travaif  issu  de  aa  ehere 
Ecole  polytechiiiqiie;  a  quoi  le  geueral  repondit:  ,.Je  recou- 
„nais  bieii  cela  aux  figures"    Je  pensai  qu'il  etait  bieii  ha- 
bile  de  las  rcconiiaUre,  puisque^  horinis  M.  Laplace,  per- 
soDne  eocore  ne  les  avait  vues.    Main,  preoccupe  comme 
je  rteis»  de  ioate  aatre  cbose  qne  de  sa  gloire  miUlaire,  et 
de  8011  importanee  politique,  sa  presence  De  «feetroubla  pas 
le  moiiw  du  roonde.  J^anrais  eu  blen  plas  peer  de  M.  La* 
grange,  si  l'approbation  ajiterieure  de  M.  Laplace  ne  m*Br 
vaii  donne  toute  s^curite«   J'exposal  donc  tr^s-librementy  et 
je  crois  anssi  tres-clairement,  la  nature,  le  bat,  les  r^ulttli 
de  mes  recherches.   Tout  le  inoiide  me  felicita  sur  leur  ori- 
ginalite.    On  me  donna  poiir  comniissaires  les  citoyens  La- 
place, Bniiaparte,  et  Lacroix.  La  sefince  fiiiie ,  j'accompag» 
iiai  M.  Lapiace  rue  Cliristiiie ,  oü  il  clefiieurait  alors.  Daus 
le  cbeniiii ,  il  ine  tentoi£:i)a  soii  coiuentemeiit  de  la  uettete 
avec  laqut'lle  j'avais  pi  eseute  mes  demonstratioiis ,  et  aussi^ 
de  ce  qiie,  suivaiit  son  conseil.  je  ne  me  fusse  pas  hasarde 
au  delä.    Nous  arrivous.    Apres  que  j'eus  salue  madame 
Laplace:  „Veiiez,  me  dit  il,  uu  momeiit  dans  mon  cabinetj 
y,j*ai  quelqoe  ebose  Ii  voos  faire  voir/'  Je  le  snivis.  Nona 
etaat  aaaia»  et  nioi  pr^t  k  reconter ,  il  aort  une  elef  de  sa 
poche,  oavre  ane  petite  armoire  plaeee  k  drohe  .de  sa  cbe> 
min^,  je  layek  encore...;  piiis  il  entireuD  cabierde  papier 
jaimi  par  les  ann^s,  oü  il  *roe  mootre  tons  mes  problemes,  les 
problteeefl'Euler«  trail^  et  resolus  par  cettc  meibode,  dont 
croyais  m'toe  le  premier  avise.  11  Tavait  trouvee  aussi  de- 
pttis  longtemps;  tnais  Ii  s'etait  arr^te  devaiit  ce  m^me  ob- 
stacle  qii'il  m'avait  signale.  Ksperaiit  le  surinoiiter  plus  Jard, 
il  n'avait  rieii  dit  de  tout  cela  k  pcrsoiine,  pas  meme  a  moi. 
quand  j'etais  veim  lui  apporfer  son  propre  travail  coaime 
une  nouveaute.   Je  ne  puis  peindre  ce  que  j'eprouvai  alors. 
C'etait'un  nrielange,  de  joie  ä  voir  que  je  m'etais  rencontre 
avec  lui;  peut-etre  aussi  de  quelque  re«jret  a  me  .savoii  pre- 
venu;  mais  surtout,  d  une  prufonde  et  iiifinie  reconnaissance 
pour  un  trait  si  not4e  et  si  touchaut.  Cette  decouverte»  la 
preni^  qae  j'ensse  falte,  ^tait  tout  poar  moL   Elle  ätait 
sau»  doute  peu  ponr  ki»  am  en  uvtdt  feit  taot  d*i|0* 
teesf   ei   dü  al   considerables»   dsDs   loiites   les  par* 
ties  des    ouithiematiqiies    abstraites,    comme   dans  leain 
plus  sublimes  appUeations.  Mais  rabuegatiou  scientifiaue  est 
diificile  et  rare»  mtoe  en  de  petites  cboaes.  Et  pnisl  ce^ 
d^eatesse  a  ne  me  vouloir  decottvrir  ce  myst^re  qu'apres 
le  SBOficsy  le  ayeo^s  i»ublic^  auqiiel  il  m*avait  eondnit  eoaMsa 
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par  la' mäiAy  ne '  ^  sekVMt  de  ce  qM'*^^ 'vu  quo  ptMiir 
IM  *  detbnrffef -dfi»  öcüotts  oii  mönfloexperieDOt  allaw«ifeii§a^ 
gpar!'M*0ät-il  tiioatr^  ce  papier  avanr  la 's^ae«^  H  Be  m'ätalt 
plus  pössibhe  de  präsenter  mon  travaii,  sachant  qae  Je  sieu- 
exfstait  auparavant  La  distance  de  lui  k  nioi,  ne  in*aurait 
perniis  que  Je  sileiice*  Et  s'il  nvair  e.xige  que  je  profitasse 
du  secret  qa^l  avait  £];arde,  quel  embarras  iraurais-je  pas  dä 
eprouver,  quand  j  aiirais  In  ce  memoire,  ayant  la  conseieiice 
que  je  li'etais  que  Fecho  d'uii  autre  esprit!  Mais  sa  reserve 
me  laissait  toute  la  force  que  son  approbation  m'avait 
doali^'  FarattraKje  trop  ptfdmnptiieaz.  }^  ^  p«niiade, 
oue  toQS  eea  TafÜBeineiifti  de*  ^Btd»  nWlpatent  pas  p»  loi 
etre  sug^^r^s  par  un  interne  seulement  abatrait»  et  acieBtifi- 
oae»  mais  qalls  ont  du  lui  ßtre  inspiräs  aussi»  par  un  sen- 
tunent  personnel  d'affection?  An  reste,  en  reconpeiiae  de 
sa  noble  conduite,  je  me  figure  qu'il  deyait  eprouver  un  vif 
plaisir,  ("t  \u)P  jouissai'ce  bien  pure,  k  m'e'iiteiidre,  g^rAce  h 
lui,  debiter  en  pleino  assurance,  ä  la  satislactioii  de  mon 
savant  auditoire,  ces  iionveaux  calculs  dont  je  nie  rroyais 
riiiventeur,  et  qu'il  aujait  pu  iirriilever  d*un  seui  moL  Au- 
rait  il  ete  aussi  gciiereux  pour  un  rival?  Aurait-il  meme  ete 
alors,  toujours  juste?  C'est  ce  que  je  n'ai  nuUenient  ici  ä  ' 
ejcaminer.  II  fol  tont  oela  pour  mol  et  poar  bien  d'autrea» 

2ui  commenf  aient  ansal  leur  earri^re.  Je  n*ai  rien  de  plos 
dire«  n!  h  voir.  Son  inHuence  sur  le  progr^  des  seien- 
ces  pbysiques  et  matli^matiqoes  a  dt^  immense.  Depuis 
cinquante  ans ,  presqoe  tous  ceux  qui  les  ont  eultivees»«  se 
sont  instruitS'  dans  ses  ouvrages,  eclaires  par  ses  decouver- 
les,  appiiyes  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  anjourd'Inn  en 
bien  ])etit  noinbre,  qui  l'avons  coiinn  iiitimement,  et  qui  avons 
pu  Jious  inspirer  de  son  esprit  et  de  ses  cnnseils,  ajontons 
eiicore,  k  ces  titres  «loiieux,  le  Souvenir  de  laliabilite,  de 
la  boiite,  qu'il  nous  a  montrecs.  £iror^ons-nous  de  rendre, 
a  ccux  qai  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu'il  iit  pour  nous;  et 
imitons,  s'il  se  pent»  k  leur  dgard,  cette  noble  abnegatton, 
dont  je  viens  de  vons  rapporter  un  si  bei  exeoiple.  Voilä 
Messieurs^  le  trait  que  j'ai  vouln  tous  raeonter«  M,  Laplace 
a  dtd  votre  collegue  dans  cette  Aoaddmie.  Vous  eonnais- 
siez  son  grand  gSnie  dans  les  seiences;  vous  aViez  appre- 
cid  l'eleyation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
vous  le  montrer  sous  nn  aspect  nonvean.  avcc  des  qii^lites 
peut-etre  plus  rares.  En  rendant  cet  hounnage  a  sa  me- 
moire je  lui  desobeis.  Car  il  m'avait  impose  un  siience  ab- 
hohi  sur  ce  qu'il  avait  fait  pour  moi,  dans  cette  rencontre. 
Le  lapport  academique,  auquel  il  prit  part,  n'eu  porte  au- 
cune  trace;  et  il  ne  me  permit  pas  d'y  faire  la  muiudre 
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allusion  qaand  je  publiai  mon  traTail^).  Mais  un  Intervalle 
d'un  demi-siecle  amene  fatalement  la  prescription  de  tous 
les  eiigagements  humains;  et  je  suis  conyaincu  que  vous 
m'absoudrez  uiianimement  d*avoir  manque  aujourd'hui  h  ce- 
lui-lä,  pour  acqiiitter  )a  seule  dette  que  le  temps  ne  doive 
pas  eteindre,  celle  de  la  recounaissance. 

BIOT. 


1)  Reciieil  des  memoire«  present^a  ä  la  clasae  des  sciences  math^ma- 
tiques  et  physiques  de  l'Institiit  national  par  divers  savants  etraogers, 
t.  1,  p.  296,  date  de  la  presentation  ,  8  brumaire  an  viii.  Le  rapport. 
rcdig'6  par  M.  Lacroix,  au  nom  de  la  commission ,  fut  In  ä  I»  clatse  le 
21  du  mt^me  mois,  trois  jours  apr^s  la  grandc  revolution  politique,  qai 
avait  portö  le  gencral  Bonaparte  au  consulat.  II  vint  encore  ä  cette 
s^ance.  et  y  assista  aussi  tranquilleraent  que  s'il  n^arait  pas  eu  d'aatre 
afTaire  en  t^te.  L'original  du  rappnrt  existe  dans  les  archives  de  TAca- 
dömie,  signe  par  lui  et  par  les  deux  autres  coiumissaires  Laplace  et 
Lacroix. 


Digitizei, ,  ,  v^jOOgle 


.785 


-1.  '  . 


■    ■    «I  a 


I  ff 


•  1'» 


Iilterariselier  SerlcHl;* 


Arithmetik. 

Georg  Frcihei'rti  von  Vcea,  Vorlesungen  Aber  die 
Mathematik.  Erster  Band.   Kechen  kunsi und  Algebra. 

Siebente  Auria<;e.    Nochmals  durclii^eseli  cn »  verbes- 
sert und  vnriTienrt  von  Wilhelm  Matzkn,  l>.  o.  !*rofc.s^or 
der  iMatheroatik  aa  der  k.  k.  Universität  su.i^raffi 
8.  3Thlr. 

Es  ist  sehr  erlVeulich,  die  tiLu  hhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  langer  Zeif  ,  u  ie  dif  Vcija'ycheii  V  orlt  .suii^en .  erschien»;- 
nei>  Weriu  au  seiiei».  Wie  vieie  Ofiiziere  des  k.  k.  ArUUerie- 
Corfm  rtiugen  URehl  tielioti  diesem  Werke  ihre  matheraallBolie  Bil- 
duni?  vermaicent  Der  'Heer  Herausgeber  verdient  geiflss  allen- 
Dnnk^  da»4  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdiensHichen 
Werkes  mit  so  viel  Umsicht  uiiterxogenli.it.  Die  nieinto!»  Zü« 
sätzc  scbeiiit  die  Lehre  von  den  Caieichuii^eii  erhalten  /n  haben, 
und  iiameotiich  ibi  e«  selir  verdienstlich,  da^s  der  llen  itcraus- 
geber  de«  Wiehtigate  von  Fourier's  VervoUkomnnnune  dar  New« 
£Mi*0cben  Anniheningsniethode  an  die  irrationalen  Virafseln  der 
Zahle DgleidMMgen  ohne  DifTerenzialrechnnng  und  ohne  geometriKche 
BetfiehtuMgen  darije^telK  hnt.  iMöge  das  Werk  in  seiner  ikmipu 
ivirkiich  vervollkoninmeten  Ge^itaU  noch  Inuge  zur  Verlireitung 
gründlichen  roatheoiatiscben  Wissens  iortniiken! 
'    '  ' 

-  Bleia^ntarleb re  von  den  Logarithmen,  aaf  einen 

Denen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Rc!2,riff 
dieser  Flllfsxablen  gegründet,  blo;^  die  hLeuntnis«-  der 
gew ü balifthsten  ZiiTerreebauugen  voraussetzend,  ohne 
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Atc;ehra    gemelalMslUh   zergliedert    von  Wilhelm 

Matzka,  Professor  clor  Mathematik.  VorznifBw eise  be- 
stimmt zur  \  er  hrei  tuiig  dieser  im  Zifferreciinen  so  viel- 
seitig nützlichen  Lehre  im  Kreise  der  praktischen 
•  Rechner,  in  Untergymnasieo,  Real*«  Gewerbs*  mn4 
Bargerscfavien.  Prag.  1850.  & 

Es  ist  gewiss  immer,  namentlich  aber  in  jetziger  Zeit,  höchst 
rardienstlicb,  die  Er&ebnisse  und  Hfiirsmittoi  der  strengen  «idl 
h5lieren  WlMeosehaft  einem  grosseren  Kreise  von  Gebildeten 
sugSnglich  zu  machen,  fiberhaupt  in  das  Leben  einzuführen.  Wie 

tjrosse  Vortbeile  und  Erleicbterongen  die  Logarithmen  bei  der 
Ausführung  der  verschiedenartigsten  Rechnuni;en  darbieten,  weiss 

i'e(h>r  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
»en  gethan  hat,  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  hei  Weitem  noeb 
nicht  allgemein  genng  verhteÜet  ist,  dass  die  von  ihr  dargshote* 
nen  Vortheile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lan<i(*  nirht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  benutzt  werden. 
IHe  Lehre  von  den  Logarithmen  möglichst  allgemein  in  das  pF^- 
tische  Leben  eiuzeltibren ,  ist  der  Hauptzweck  der  vorlie|^eBABa 
Sehrlft  Sogenannte  praktische  Anleitungen  snr  Logarithmen- 
rechnung ^ient  es  sehen  gena^,  mit  denen  aber  die  vorliegende 
Schrift  Keineswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  darf,  in- 
dem dem  Herrn  Vf.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhaft 
praktischen  Anleitung  zur  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen, 
namentlieh  anch  durch  ^ne  ehi&che  vulUe  naturgeniisse  Oarstel- 
teng  der  Theorie  der  Logarithmen  ein  wirfcUehes  mnetes  Verständ- 
niss  derselben  herbei zuffihren,  wobei  er  ven  dem  gewiss  vrdlig 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  düreh  ein  soU 
ches  inneres  Versiändniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 

Sebahnt  werde.  Wir  würden  es  uns  nicht  versagen,^  mehr  über 
ieses  gewiss  recht  sehr  verdienstliche  Sehrlftoieti  wa  8a|»to> 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glucklichen  Lage  befänden,  die  Lcjüct 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zur  Begleitung 
dient,  abgedruckte  streng  wissenschaftliche  Abhandlung  ^r.  HL 
desselben.  Herrn  Vfs.  über  die  Logarithmen  verweisen  sn-kOnnen« 
Was  In  dieser  ▼erzügiicben  Abhandhing  streng  wtesenschaftlich 
entwickelt  werden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständliehev 
Darstellung  wenigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  vorliegen- 
den Schrift,  und  namentrich  ist  es  die  im  Archiv.  Tbl.  XV.  Hell 
iS.  lÖO.  gegebene  Detinition  der  Logarithmen,  von  welcher  der- 
Herr  Vf.  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Auslsof  ninmA.* 
Wir  sied  der  Mefamng^  dass  diese  llefinltien  in  voitiegeoderj^ohrül 
sehr  geschickt  zu  einer  möglichst  allgemein  verständlichen  Ent- 
Wickelung  der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  und 
was  die  mehr  praktische  von  vollst^nrliger  Sachkenntniss  deutlich 
zeugende  Anleitung  zur  Logarithmenrechnung  betrifft,  so  wird 

Sewiss  Niemand  fiber  irf^a  einen  daM  In  Frage  kommeoden' 
^all  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.    Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welclien  es  daran  liegt,  sich  eine  gehörig 
theoretisch  begründete  Kenntniss  der  Lehre  vön  den  Logarithmen' 
zunächst  Behuts  jiraktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
msthemsHsehe  Kenntnisse  als  die  Kenntniss  der  gewuhidichen 
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ßecbenkoDSt  xu  besitzen»  betiofwIiMN  ai>ei-  aucb  alieii  Lebrerii  a» 
dM  Mf  dbiD  TM  genamtM  Irf«hnMMit»lten».jiiii9  irollkomm«n«t«r 
IMarMMgimg  sn  «aif QUIÜgstor  BeacUfung*  • 


Trlg^onome  i  r  1 

Compendi um  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Voll  F.  Sriiaub,  Adjunrt  d «>r  k.  k.  Sternwarte 
SU  Wien.   Mit  einer  Figurcntafcl.    Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze,  recht  deutliche  Darstellung^  der  beiden  Trip;ono- 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  eviuckmässig  durch  nume- 
rische Beispiele  erläutert,  was  Anerkennuns^  verdient,  da  jeden 
Leiiier  gewiss  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  üass  Anfänger,  wenn 
■le  koch  die  theorefiscIieB  Lcnren  dei^  Trigoiiömetrle  und  aneh 
die  Lehre  von  den  Logarithmen  gut  im  Kopfe  liiben,  doch  schon 
dadurch  keineswegs  beffihigt  sind,  eine  trlfijonometrischc  Rechnung 
zweckmässig  und  mit  einer  o;o\vissen  Elej^anz  zn  ffihren.  Für 
solche,  die  praktische  An wciulu hl cn  der  Trii^onoiaetii«^  zu  machon 
beabsichtigeo ,  wir4  nameuüich  auch  der  vierte  Abschnitt:  Re- 
lationen nwischen  kleinen  Aenderungen  der  B^stim- 
mungsntiicke  eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Ueiauonen  wird  zum  Scbluss  auch  eine  Anwenduni^  auf  die  Feh- 
ler bei  der  Bestimmung  des  8tundon\vir)k(>fs  aus  Polbiihe»  Polar- 
dibtana  und  ^nithdistanz  eines  Gestirns  gemacht.^ 


e  0  d  ä  s  i  e* 

*  '  Haadbtieh  de«  niedern  Geodäsie  nebst  einem  Au^ 
bange  Sher  die  E^leniente  der  Marlc^cheidsknnst  Zum 
(je  brau  che  für  techrnscbe  Lrlira  nsla  Iten  ,  so  wie  für 
das  Sei  hs  t  s  t  u  d  i  um  beailjoitet  von  FruMliUh  Hartner, 
Professor  der  höhern  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  steierm.  ständ.  Joauneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  niedern 
GeeÄsle  bis  Jetzt  nur  die  erste  Lieferang  vorliegt»  so  haben  wir 
noB  doch  sehen  ans  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
settken  Oberzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verständlich,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  Erfindungen  und  die 
mebriocben  neueren  Verbesserungen  der  gebräuchlichen  lostru- 


mento  gebührend  Rücksicht  genommen.  H«itton(ler8  bat  uns 
schon  ifj  dieser  ersten  l^ielerung  thuitlich  hervciftretentle  systema- 
tische, sehr  sorgfaltig  von  dem  Binfacberen  zum  Zusammengesetz- 
teren fortschreitende  Gang  iu  der  Beschreibung  und  lieurtheilung 
der  Instmiiieale  aogesurodben«  omI  aacli  die  eelbiieedigsten  op> 
tischen  Hiilfslehren  fehlen,  wie  billig,  nicht.  Auch  nicht  eoar 
allgemein  gebrauchliche  Instrumente,  wie  z.  B.  die  verschiedenen, 
bis  jetzt  liekannten  Distanzmesser,  sind  deutlich  beschrieben  und 
ihrem  prakticsch^u  Wertbe  nach  richtig  gewürdigt  Die  aus  der 
Teabners*cben  OIBcId  in  Leipzig  beryorfi^egangeiie  Süssere  Ausstat- 
tung ist  in  jeder  Beziehung  vortreflTlich.  Wem  wir  nen  aoch 
spftterhinit  wenn  erst  die  samnitlichen  Lieferuiigeil erschienen  »ind« 
noch  weiter  auf  dieses  Buch  zurückkommen  werden,  so  haben  wir 
es  doch  für  unsere  Pflicht  gehalten ,  dasselbe  schon  jetzt  allen 
Geometern  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstalten,  wo  die 
OeodMe  f$a&ik  beeoedem  TheU  des  üütetrtolito  mammMt  sor 
Bc^^cktm^  Sil  QMi^^Bklei§*' 

Kur)tg.6f»4e.tee  Lehrbuch  der  GeodSsie  oder  Ver- 
messungskunde von  Heinrich  Westberg,  Lehrer  an 
der  KreisschulQ  zu  Alitaqu  Mit  14  Figureutafelq.  Mitau 
1850.  8,  .X{^  N^r.  . 

Dieses  kleine  Bach  enthält  eine  deutliche  Anleitung  m  den 
einfachsten  Arfieiten  der  Foldmessknnst  und  des  Nivellirens.  ESi 
werden  darin  nur  die  gewöhnlichen  geometrischen  Elementarkennt- 
nisse vorausgesetzt,  trigooometrische  Rechnungen  uichtzu  HÜfe 
^cuoiiimi^Uj,  ^Iso  AlleSf  eellisf  avefi  die  flesuRste  *der  HMtoMeei^ 
enilgein;  i(ir  ädT  j^ometridebe  Constmctionen  mit  Lhieaf»  Sh-k^ 
und  verjüngtem  itfaassstabe  zurückgefahrt.  Von  Instrumentensi  nd 
beschrieben  und  zu  gebrauchen  gelehrt  der  Messtisch  nebst  Zu- 
behör, das  halbkreisförmige  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be- 
sonders als  Grundlage  für  den  Unterricht  in  der  Feldmesskunst 
auf  famdwirthschafllieiieii  LehranstalteD  scheint  dieees  Btichlelii 
wohl  geeignet  zu  seio.  Nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  bei  dem 
Nivelhren  ausser  der  gewöhnlichen  Kanalwa^e  doch  auch  ein  Ni- 
vellirinstrument  mit  Fernrohr  beschrieben  und  zu  berichtigen  und 
zu  gebraiK-lien  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  bei  dem 
für  die  Landwirthschafl  jetzt  so  höchst  wichtigen  Bau  der  Rie- 
eeifrleeea  deck  nit  jenen  sehr  maagellnften  InetmiBMite  nidit 

fmz  ausreichen  möchte,  und  in  der  ThM  math  he&-  den  genaneron 
rbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  Nivellirinstruraentc 
mit  Fernrühren  fast  allgemein  sich  bedient,  denen  mau  zu  diesem 
Zuecko  ül)rigens  eine  möglichst  Anfache  nnd  der  zu  erreicbett 
beabsichtigten  Genauigkeit  entspraebeilde  Bhiriektnng  giebt. 
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Die  Tti«brle  4-er  hifilaren  fhän  gu  na  v  0».  FVranz 
Dietzel,  Lehrer  d(>r  Mathematik.  Einl atfungss cbrift 
z'ur  offentlicheu  Prüfun«»  der  Kunigl.  G  evrerb sch u le 
utid  baugewerkacbiilü  zu  Zittau  fxm  )il^%md^i%.MÄJM 
16iM».  t  Bllttfa'«IBSa  a  •  "    t  f.* 

','    Der  Herr  Vf.  hat  in  diesem  Programm  die  Tfieorie  der  so- 

genani^tep  bi^fifireh  AuHillnp^uiig  im  Allgem^  ^ri^.'RiIj$U7e]it 
IkfclDe  b^fionH^e;  Anwendung  Yölhftändig  eritWickcrt ,  und  wir 
ttiilssen  sägcDy^äes  wir  diese  allen,  welche  voü^^c^  blfilaren  Anf- 
hiiiigun^  Atmend urii^en  zu  rnnrln  n  liennsichtigen,  sehr  zu  enipfch- 
leiide  iSchrillt  mit  grossem  liit»Me;>Ne  gelesen  haben.  Die  Voll- 
ständigkeit 4^r  Behandlung  wird  mau  aus  der  iolgendeo  kurzen 

KiMradg.  jUitimmaeg  der  GlelcbgeirUteiage.  BeatimniHng  ^es 

lAr^ungsmoments  und  der  ^)(  ftwlni^nngsd&uer  der  bifdaren  Aufr 
hlingung.  Correciion  I,  wenn  die  Fäden  ungleiche  Spannung  ha^* 
hmn.  OorreotioB  II,  wenn  dio  Faden  ungleich  lang  sind«'  Currec* 
tinn-  III,-  die  Berückoiditiguiig  der  Elajstici tat  oer  Fäden  pdfg 
IhiiMb.'  iCkirrection  IV,  BttMwkhtiguog  des  LufMdectlandM» 
A4MiMUnung  der  Scbwingungsdauer,  wenn  die.  ScbwingungttbogeB 
eihen  ieMUtche«  Werth  haben.  Bestimmung  des  Trägheit^mo- 
nienies  nicht  homogener  Körper  mit  Hille  der  biülaren  Aufhän^ 
kunk.  Besonders  dieser  letzte  Abschnitt,  aber  auch  noch  vieWit 
Ao&re  in  dieser  verdienstlielMii  fikbrill,  isl-wnh  Im.  AUgimiM 
fiOr  die  Statil^  und  Meelianil(  ven  falteresse. 
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)  Als  Beilage  ist.dw  Nr.  719.  der  Astronomischen  INachrichten 
^(n  Auszug  aus  einer  in  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Dan- 
zj^am  12.  Juni  1850  gelesenen  interessanten  Abhandlung  des  Herrn 
^rqfej^sor  Anger  zvDanzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
jäpit;  H^^mr  .T.b,-^Qrie  der  Perspectiv^  X^i|  k'ir d)i|ine  l^lfj;* 
Cil^ellftfi  .mi^  ike«AiM)4>f«''  ^f^^^'f^^tfi^btigu  einer  ge- 
trauen Construction  der  Panoramen.  Wir  halten  es  fitr 
unsere  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  und  ge- 
I/^UV  CoosUuctiou  der  Panoramen  aufmerksam  zu  machen,  «und 
i«Ji^,4fW'£r6cheineu  der  j^i^j^tfri^digeo  Abb^ndlung  mit,  Verlan- 
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Storia  Celeste  del  R. Osser vatorio  di  Palermo  dal 
17üd  al  t813.  Parte  s^cooda  l8Ü3«-f8ia  Tomo  ottav« 
t867*-1810.  Vienna.  1849.  4.  Aach  nnteir  dem  Tit«li 
Annaleii  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wion.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öl  fentliche  Kosten  her- 
ausgeben von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte und  o.  u.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Üniver sität .  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
der  Steri||w>rte,  3L  TheiL  I«! euer  Folge  Ilr  fianiL 
Enthaltend  Piazzi*s  Beobachtungen  in  deii'  Jahren 
1807  bis  1810..  WUli  1849.  4.  (M..  ^ergL  LUterar.  Ber.  Nr. 
XWX,  §.  685.)      •  . 

Der  Zweck  dieses  brachst  verdteostiichen  Werks  ist  ans  »o- 
sern  Anzeigen  der  früheren  Hände  in  diesen  literarischen  Berich- 
ten bekannt.  Wir  können  daher  nur  auch  Jetzt  wieder  unsere 
Freude  darüber  ausdrücken,  dass  dasselbe  seiner  Beendigung  mit 
80  «dNielteo  BdtMem  eiitgeeen  eilet,  da  ja  jetzt  mir  MOh  M 
Jabrginge  der  Piazzi'scben  fieoliacbtnngen  zunick  sind,  uM  wis* 
sehen  den  Herren  Herausgebern  von  Herzen  Gluck  zu  diesen  aus- 
gezeichneten Erfolgen.  Da  mit  dem  vorliegenden  Bande  zugleich 
auch  der  gleich  nachher  angezeigte  33ste  Theil  der  Annalen  der 
k.  k.  iSternwarte  in  Wien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi'scfato 
Be«lieehtmig4n«  wahwcheliilidi  Mit  dem  9leii'  TiMile-fTheil 
der  Annalen)  goikMaseen-  weiden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernvvarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte etc.  etc.  nnd  F.  Scbaub,  AdjoDct  der  Sternwarte 
33ster  Tbeil.  Neuer  Folge  13terBand.  Wien.  1849.4. 

Der  Inhalt  dieses  Tbetls^d^  AnnjOeo  ist  nicbt  Mose  astie- 
nomisch ,  sondern  von  meorifacbeni  allgemeinen  Interesse,  wie  fie 
folgende  Angabe  desselben  yon  selbst  zeigen  wird. 

«Heft  L'und  III.  Trigonometrisebe  Veriinessalig^n  Im.  Kir- 
chenstaate und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  J  oh  aan 
Marie  ni,  unter  derDirection  aes  k.  k.  militärisch -geographischen 
Institutes  in  den  Jahren  1841,  1842  und  1843.  —  In  einem  Vor- 
worte zu  diesen  Heften  sind  nach  einigen  historischen  ßemerkmi- 
gen  über  die  früheren  in  Italien  ausgeföhrten  Messungen  von  Boe> 
ooVieh  nnd  Mdlre^  Möynet,  Qriani,  Reggio,  IMarls,  tos  Zech» 
In^liiraml  •  und  dem  neanolitanischen  General  Visconti,  die  Ibstfl' 
mente  angegeben,  welcher  sich  Herr  Marieni  bei  seinen  Messun- 
gen bediente,  und  die  Formeln  zusammengestellt,  nach  denen  die 
Berechnung  der  Breiten,  Längen  und  Azimuthe  und  der  Hubeo 
über  der  Mecresfläche  geführt  wurde.  Die  Messung  ward  auf  die 
im  Jahre  1788  von  den  Mailinder  Astromen  Oriani,  Reggi« 
und  Cesaris  anf  der  Ebene  von  Gallarate  nnd  Sorna  ling^ 
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Uoü  Titiip»  geme^seiie  JUa^d  eQgrauclot,ii4jeil^,  QaftHi,  ^t^i^  i^a^t^ 
Gniilkili'«  Abgabe  w  9fiSlf9iti  fv^'Ili^Uj9^^  tnpi.,i(m 
mittelst  ito^4jcUftiv<Mi  k.  m|Ur 

täriscli  •  geoeraphiHchen  Institute  zur  Verwandlang  der  Meter  in 
Klaftern  georaucht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt.  Die  an 
den  gemessenen  Winkeln  anzubringenden  Currectionen  waren  im- 
mer sehr  klein.  Ein  schönes  und  für  Jeden,  der  solche  Mes^un- 
mn  ansBulBbreo  beabsichtigt,  sehr  instmetives  »»Uebersichts* 
SIcelett  trigonometrischer  Verraesaungen  in  Italien" 
ist  beigegeben.  Astrononnseho  Ortisbcstimmungen  von  Bologna, 
Flor  eiiZ)  Nea  |>e  I ,  l*adua,  i^iwa,  Kimini,  Ri  patransone, 
S.  JSalvatorc,  Venedig,  und  lehrreiche  Veri'leichuni^cn  der- 
selben mit  den  auf  trigoüometrischem  Wege  erhaltenen ,  ferner 
dfb'^li^^  llleridiMiVn,  Höhen  Vffi^r^  a«r 

i$m6H^,  u.  9.  #.  sind  gleichfalls  heigcfügt  und  elii  ReintioAlT. 
Rösing  des  In genieuVfÄ  Mari^ni  flbelr  die  trigonom'b- 
trlst'hcn  Arbeiten,  die  von  demselben  in  den  Jahren 
1841,  1842  und  l<Si3im  Kirchenstaate  und  inToscana 
ausgeführt  worden  sind,  bildet  den  SchtuäS  der  iu  vielenf 
BM<fchuiigen  wichtigen  und- interessanten  Arbeit 

HeftU.  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwart» 
zu  Wien  angestellter  liy;groflietornlmbaab(iMigeB,  miaaniaeBge^ 
«tl$Ul  ve«  Dr..  C..i«|ii»efc.. 

^ft  lljlw^boiiiet««  Beobacbtangen  aa'der  Wiener  t  Slem- 
«nirte»  redwiM  .v«p  .Pr.  C.  lelineic  «ad     uornatein.  . 

würden  namentliih  über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
Arbeit  hier  n^ehr  sagen,  wenn  dieselbe  iiicbt  schon  besonders 
bi  dei|t  Litenf ».Ber.  Nr.  LDL  730.  von  aaa  angezeigt  worden 
wSre,'  woraal  wur  daner  uns  an  vemeisen  ^erhiaben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessen ,  geht 
uns  die  höchnt  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  ucm 
B;itu  einer  neuen  tSternwarte  geschritten  werden  soll.  W^eon  der 
Oeterreicbiscbe  Staat  neben  so  vieleif  andern  grossen  wiasenschaft- 
lichen  Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diSen  Literari 
sehen  Herichten  öfters  gebührend  hingewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrii?e  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossartigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet:  so  muss  derselbe  in  der 
Tbat  grosse  inner»  Kräfte  besitsen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wissenschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  Aufschwünge  zu  brin* 
gen ,  der  namentlich  in  der  jetzigen  Zeit  mit  Recht  in  Erstau- 
nen setzt ,  und  die  wärmste  Anerkennun;;  aller  wahren  Verehrer 
der  Wissenschaften  lebhaft  in  Anspruch  nimmt 

Tellur ium  und  Lunarium,  construirt  von  Gustav 
Grimm,  zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanits  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Ktlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellurium 
und  Lunariam  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  nach  dem  uns  vor- 
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fici^CTirteT!  Wn«?pectiis  TTfthe^lcn  lilsKt,  Bernes  niedrifircn  Preise«  and 
seiner  im  Ganzen  zweck niüssi*»en  Einrichtung  «egen,  zu  verilie- 

Iren,  Lehranstalten  zur  Anschaffung  empfohlen  zn  werden 

.  ■ '  i  ■  . 

-j.   


Physik. 

.'»II» 

Anfangsj^rün  de  der  Physik  für  den  Unterricht  in 
den  obern  Klassen  der  Gymnasien  und  Kealscbulcn, 
so  wie  zum  8elbstunterricnt,  von  Karl  Koppe,  Profefi' 
sor  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  ISoest.  Mit  195 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  einer 
Karte.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage* 
ßssen,  1850.  8. 

Die  1847  und  1848  erschienene  erste  Auflage  dieses  Buchs 
ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XL.  S.  .579.  und  Nr.  XLIV.  8.  (j>7.  von 
lins  angezeii^t  worden.  Wir  freuen  uns,  unsere  danialiire  Em- 
pfehlang,  welche  wir  jetzt  wiederholen,  durch  das  baldige  Erschei- 
nen dieser  neuen  Auflage  bestätigt  zu  sehen,  welche  mit  Recht 
den  Namen  einer  verbesserten  und  vermehrten  verdient,  [luck- 
sichtlich  der  äusseren  Einrichtung  unterscheidet  sich  diese  neue 
Aulhige  von  der  älteren  nur  dadurch,  dass  die  zwei  Theile  dieser 
letzteren  jetzt  in  einem  Theile  vereinigt  worden  sind,  was  dem 
Herrn  Vf.  doch  zweckmässig  geschienen  haben  muss.  IMüge  das 
Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortlahren,  dem  so  uicntigen 
Studium  der  Physik  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  immer 
mehr  Liebhaber  zu  gewinnen! 
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A  ri  t  h  m  e  1 1 

Cresetse  in  den  hv,Ii.i^iren  ZaltlengleiGhiinseii  mit 
einer  oder  mebrereD Unbekaii nten«  Von 8iinon7$pit«9r. 
Mit  einem  Vorworte  von  l)r  Leopold  Carl  Schulz  von 
Strasanitz kl,  Prof.  dnr  Math,  am  k.  k*  po  1  ytedmiflO^QD 
Institute  iA  Wie.u.  \Mqü,  Ib49.  4«. 

Diese  AUb&ndlimg  des  Herrn  ^ i  m  o n  Sp i t z e r ,  welcher  «»choo 
iHdier  ^la«  im  tJterar.  Ber.  Nr.  Ll(.  717.  aDgezcigtc  «eiir  ver- 
4Wn9tlkbe  Arbeit  über  die  (ileichiuiffen  Ueferte«  bat  im  Allge- 
peinen  den  Zweck,  die  bekannten  fdccn  von  Gauss  über  die 
imaginären  Grossen  in  der  Tboorie  der  Gleichungen ,  namentlich 
bei  deren  Auflosung,  zur  An\\(Mi<luiii7  und  Geltung  zu  hriui^en. 
Htrr  Prof.  Dr.  Schulz  von  Strasäuitzkl  hat  die  vorliegende 
neue  Abhandlung  mit  einem  -  Vorn-orte  begleitet,  welches  wir  in 
neien  Beziehungen  tOr  so  lehrreleh  hatten,  dass  wir  uns  nicht 
veisagen  krumen,  dasselbe  unscrn  Lesern,  so  weit  es  oline  Figu- 
ren verstSndHr^  ist,  im  Foi<reriden  j^anz  inifziithf-ileii ,  weil  es  zu- 
{;leich  den  «iciiersten  Maassstyb  für  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
stungen des  Herrn  Sinmn  Spitzer  ab|riebt.  Herr  i'rofessor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzkl  8|>rieht  eich  nämlich  In  diesem  Vor- 
worte foigendermasseii  «nsr 


,,GauRm  hat  rlle  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären Ausdrücke,  und  ihre  Zula^sigkeit  in  der  Rechnung 
in  den  Güttiu<jer  Anzeigen  Stiick  64  vom  Jahre  1831 
nachgewleeen ;  aflein  dieser  grossartige  Gedanke  Gausses  spielte 
in  der  Wissenschaft  bloss  die  Rolle  eines  geistreichen  EinTalls, 
ohne  daas  vo«  ihm  weiter  greifende  Anwendaagea,  namentlich  in 
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der  Geontetrie  gemacht  wurden.  Der  von  ihm  vnrgesch!n{^ene 
Ncanien  laterale  (seitliche)  Grösse  statt  des  unpassenden  imag^liire 
ist  noch  wenig  durchgedrungen. 

So  wie  Descartes  die  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzeln  genannt,  zuerst  geometrisch  er- 
Iftnterty  und  dadvreb  einer  umfaMendern  Gestaltung  der  Geometrie  , 

den  Weg  gebahnt,  90  sind  wir  auch  der  Meinung,  dass  die  1 

Gau'=;  s\sche  Anschauungsweise  der  sogenannten  imairinären  Grös- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Mathematik  dui  (  ht;efabrt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  bringen  wird, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Erweiterungen  der  Wissen* 
Schaft  entgegen.  In  dem  yonrorte  zu  Hm.  Si)itser'B  M^liode« 
die  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  su  finden, 
habe  ich  j^ezeigt,  ^vie  man  imaainäro  Werthe  angeben  kann,  die 
in  eine  Gleichung  mit  durchgängig  reolU  n  Coefficienten  substitujrt, 
reelle  llesultate  geben.  Auf  aiesen  Gedanken  fussend,  hat  es 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Kesultate  su  ermitteln,  und  so  gelang  Ihm  die  geometii- 
scbe  Constmction  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei' 
chung;  wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grössen  —  bisher  imaginär  genannt  —  nicht 
leere  Zeichenformcti  sind,  sondern  dass  sie  in  die  Wissensciiaft 
vollkommen  eingebürgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Deutung  einer  algebrai- 
schen Function  f{x),  die  Werthe  der  unbeltannten 'jr  als,Absdf* 
sen,  und  die  daraus  sich  ergeb«iden  Resultate  der  Substitution 

als  Ordinaten  an,  wodurch  c)as  geometrische  Bild  der  Function 
f{üc)  eine  ebene  Krumme  w  ird,  und  die  l^unkte,  wo  die  Abscissen- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{x)==Q  gehen,  weil  in  diesen  Punkten  y=fis)  I 
gleich  Null  fvird; —  Spitser  nimmt  snr  geometrischen'  ytan-  i 
scbaullchung  der  Function  fix^yST  —I)  als  Constructionsfeld  die  • 
Ebene  der  xy  und  zwar  so,  dass  die  m  auf  die  Achse' der  and 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  y  verzeichnet  werden,  ganz  im 
Sinne  Gauss 's;  die  reellen  Resultate,  falls  sich  solche  ergeben, 
werden  in  der  Richtung  der  z  angebracht.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  des 
Descartes,  nämlich  för  die  Werthe,  wo  ist,  sondern  auch 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Linien  von  doppelter  Krilm* 
mung,  und  durch  den  Platz,  wo  diese  Krummen  dieEnene  der  xy 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  In- 
terpretation. Es  sei  u  eine  Function  von  x  mit  reellen  Coefiicieo* 
ten,  setnen  wir  statt  x»  x  -{-nyf — 1^  so  das«: 

so  hat  man : 
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>  Da  wir  nur  die  reellen  Wertbe  von  u  iu  üetrachtung  zletiea 
wsieii,  Dfid  Mibe  %  nenom,  ao  babam  wir.lbigande  fia&igungs- 
gteichaiigipi: 

*(Ä(*)-»».^+Jf*.^  -  «. «.  W.1  sO. 

£iiie  AuAöauDg  Ue^^t  auf  der  Uaod,  nämlidi 

y=0; 

das  ist  nun  die  ebene  Cnrve  iiach  der  Verzeichnung  Descartes, 
welche  die  positiven  und  negativen  Wurzeln  durch  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Achse  der  x  darbietet.  Daa  System  der  andero 
Gorveo  ergibt  sieb  aiia  deo  Gleichungen: 

A(*)-»*.^f^+*«.^-«.».w.  =0;. 
die  wir  knia  durch 

daratellea  woilen»  wobei,  wie  man  leichf  sieht,  der'bSchate  Expo- 

nent  von  y  in  ^Uß,  ^)=0  stets  gerade,  und  um  zwei  oder  wenig- 
stens .Hin  einen  Grad  niederer  iat,  ala  -der  jh^Gfaste  Kxponeat  von 
X  in  der  Gleichung  /(a;)=0. 

"  Weim  wir  nati  aadi  ebander  dem  x  In  deif  GleichuDe  if;(ar,y)=p 
verschiedene  wilikührliche  Wertbe  ^eben,  und  den  dieser  ,Glei- 
chung^  entsprprhpnden  Werth  von  y  bestimmen,  und  diese  Worthe 
von  X  und  u  in  die  Gleichung  z=(p{x,  y)  substituiren;  so  hat 
man  einen  Funkt  dieses  Curvensystenis.  Es  sei  so  m  ein  will- 
kflhrlicher  Werth  von  x^  mM  die  Gleichung  f^m,  «/^=0  gebe  Hhr 
jf  die  Wertbe  a,  6,  c,  if» . .  •  ao  erbSit  man  nlr  %  die  Wenbe 

a);  9(111»  6);  9(111,  c);  9(111,  <0;  ; 

sebeii  wir  eun  deni  x  einen  Ton  m  sehr  wenig  veraebiedenen 
Werth  m',  ao  werden  die  Warthe  von  y  ana  der  Gleiehnng 

i|;(ffi',  y)  =  ü  von  den  Werthcn  a,b,  c,  d,.  .  .  .  nur  wenig  ver- 
schieden ^ein.  Es  seien  dieselben  a',  6^,  €f»  äff  •  ,  •  and  daher 
die  reauitireodcn  Warthe  von  z: 

9(«i',  «O;  fC»*,  *0;  v<«'*  «0;  •  •  •  • 
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Ist  eben  so  m"  von  m'  nur  sehr  wenig  verschieden,  su  werden  die 
Wurzeln  der  Gleichung  t^im"y  y);=0,  d.  i.  o",  6",  c",  d",,..  von 
a'y  b\  t'y  d\ ....  ebenfalts  nur  wenig  »ich  unterscheiden ,  welche 
uns  für  2  die  Resultate  , 

geben. 

Je  näher  nun  m,  m',  m",  folglich  auch 

,        a,       a", ,..hf  6',  6"^ . . .  c,  c',  c'\, ... 
an  einander  liegen,  um  so  mehr  bilden 

9?  (7/1,  ö),  a'),  fp{/n",  a")y  .  .  . 

'    '  '••  • 

eine  stätige  Reihe  von  Punkten  einer  Curvc,  eben  so 

* 

Mf  ..I.Ii    vim,  b),  9>{ni\  b'),   ^Cw",       -'Ui-*'» , 
und  ebenso         *  M  i..niii?  )f'.|;»  tft:  itr>i<i  td'  ' 

qp(m,  c),    g?(m',  t/),    (p{ni",  c")>-  •  •  • 

.'V  t-i  : 

Diese  Curven  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krüiiiniung  wol« 
len  wir  conjugirte  Curven  nennen. 

"  t     **''^      -  ^*.)  \ 
Es  sei  z.  B.  die  Gleichung  ^       *U  ' 

xs— 6a;2-f  Jlar— 6=0  oder  2) (:£:-3)=0; 

setzet  man  hier  statt      x-\-yyf  —1,  so  hat  man: 

Damit  nun  u  reell  werde,  muss  der  Factor  des  zweiten  Glie- 
des sich  auf  Null  reduciren,  und  man  hat:  .i^  ,.  „i 

7  .J       M     ,  .  \\.',\   ,\  •>  A* 

2=:x3-6ar2  +  lla:-Ö---(3»-:6)y*;  3;r2— 12a:+  ll~y«=(), 

woraus:  ... 


als  Gleichungen  der  conjugirten  Curvciii,  während  die  Glei* 
cbungcu  der  Hauptcurve  y  =  U  und  i^x^ — %jc'^-\^\\x — 6  sind. 


Meebeii,  wäohe»  wie  man  «sSilit;  dl«- CUeichung  einer  Hyperbel 
-toM  OMiJraB.  «fasd,  vod  die  MbeM  4ciMMm 

I       «.'      :  .1.'     »  ,  1  •      n  •.  ..    f  "  •  . 

•     .  .  •  •       •    ■  • . 

zu  ihren  Coordinaten  hqi^fp.  Diese  zwei  Scheitel  tntm  ndt  4wp 
MaziminD-  oder  Atioimmapuiikt  der  Hauptcarve  aoaannien.",. 

welche  die  vier  imaginären  VVurxeW  lcfc8V  — Jl  ttB4  2i  V  -^l  Jiat^ 
flUan  hat: 

  ...N.I.,  ..  ^.ff^:?.!;  »=?.±2»f=o  .  .      .     .  • 

Herr  Prof  Dr.  Sc(hulz  voft  StrasAai  tzl(i  erläntort  raiii 
die  beiden  vorhergebtnden  Beispiele  sehr  deutlich  uihI  lehrreich' 
durch  zwei  volUtändio:  ausgeführte  Constructionen ,  und  leitet  dar- 
auti  die  Eigeoöcbaitea  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei> 
Aenfae  T€ehaithaiohtiloh  IWar  teeHen  «na  fanaginSren,  gleidieii- 
oder  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nur  bedauern  müssen,- 
dass  wir  diese  CoDstructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
mittheilen  können,  weil  den  Literarischen  Berichten  Fitrurcn  nicht 
beigegeben  werden  kOnnenu  und  ükai  dann -auf  folgende  Art  fort: 

„Herr  Spitaer  hat  vor$itebende  Betrachtaillen-  aaelcbst  zur 
Grepzeebestimmung  der  imaginären  Wurzeln  benutzt,  wodurch  die 
Bereclinunsf  derselDen  wesentlich  erleicht^t  wird:  er  erläutert  fer- 
ner die  Fälle,  in  welchen  einti  Function  durch  ima|(inäre  Werthe 
einen  Maximum  >  oder  Minimuiuwertb  erreicht.  Zum  Schlüsse 
deW' ie1^''^Mllle  Bb(lflcbttirig<^^^^  aucfc  4uf  die  Auflö- 

sung voti  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
weraen  die  Mathematiker  das  hier  Dargebrachte  ihrer  Aufraerk*^ 
samkeit  nicht  für  unwürdisi;  halten ,  und  die  hier  entwickelten  Ge-y 
danken  zur  weitern  Durchführung  in  der  Wissenschaft  bringen.**' 


D|e^  nun  folc;ende'  Al^t  ^  HUM  S.  Sp  i  <  z  e r  iktäfn  io  dij» 
folgenden  Aliacbbille:  . 

1.  Bestimmutig  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wur* 
zeb  einer  Zahlengieicbuug  bdberen  Grades^  —  2.  Betrachtungen 
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ilher  die  Inagbftreti  Biaximam-  nmA .  Miniiimmwerthe  \  elttet  Eonc- 
ttoit;  3.  Aufiiiicbuag  der  lecUen  .  uad  •  imaginäreo  Wmielii 
höherer  nunierUcher  GleicbuDgeii-  mit  mehreren  Unbekannten.  — 
Note  über  die  imaginären  üiazima  -  unii  Minimawertbe  einer  Function. 

Alle  hier  eegebeaen  fietrachtnngen  zeichnen  sich  durch  eine 
vorzdglicbe  Klarneit  ans ,  welche  durch  die  stets  beigegebenen, 
mit  grosser  Mühe  vollständig  ausgerechneten  Beispiele  noch  sehr 
erhübet  wird,  so  dass  wir  diese  Abhandlung  allen  Lesern  des 
Archivs  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 

Herr  S.Spitzer  schliesst  seine  Arbeit  mit  den  bescheidenen 
Worten:  „Sollte  irgend  Gutes  dieser  Aufsatz  enthalten,  so  ge- 
bührt der  Dank  hlerfOr  einsig  und  allein  meinem  Lehrer  Herrn 
Prof.  Schulz.  Er  war  es,  der  mlefar  stets  in  dieser  Wissenschaft 
leitetete,  und  mit  seinem  Rathe  unterstützte.  Ohne  ilm  hätte  ich 
diese  Arbeit  wohi  nie  zu  Stande  gebracht.** 

Vergleichen  wir  demnach  den  Anfang  und  das  Ende  dieser 
vorzüglichen  Schrift,  so  haben  wir  das  höchst  erfreuliche  Bild 
eines  ausgezeichneten  Lehrers  und  treOlicben  Schülers  vor  uns, 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigste 
und  Innigste  anzuerkennen  sich  bestrebt«  ein  Beispiel  der  Aiier* 
kennnng  eegenaeitigen  Werthes,  das  in  unserer.  Zelt  nicht  eben 
sehr  häong  ist 

Der  vorhergebenden  Abhandinng  liat  Hetr'S.  8p itaer  Mb 
Imid  dne  aweite  folgen, |miseni|  vnter  dem  Titel: 

Skizzenaus  deraGebiete  der  höheren  G  leicbungeo. 
Von  iSimoiv  Spitzer,  Assistenten  der  Elementar-  und 
HUheren  Mathematik  am  k.  k*peiytecbiit«eh6vlns>titati; 

Wien.  I86O1  4  •  

«.  • 

die  sich  den  beiden  vorhergebenden  in  würdiger  Weise  an- 
reihet, und  von  der  er  selbst  sagt,  dass  er  in  derselben  Manches 
allgemeiner,  Manches  strenger  aufgefasst  habe»,  als  in  den  frühe» 
iML :  AnTsitzett ,  >  ,vaA.  dam  «augleieh  OMiiehes  :Neoe  •  von  ihm  hei^ 
äet/i  worden  »ei.  >  Bei  der  Ausdehnung,  welche  diese  Anzeige 
schon  erhalten  bat,  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  blo^ 
sen  Angabe  des  Ikraptinhaltes' begnügen  :  >i 

1.  Geoinetrisches  Bild  der' binomischen  Gleichungen  z==u"--1.  - 
2.  Geometrischer  Ort  der  63^metrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln. —  3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten: 
£t.  Bei  Gleichungen  mit  Einer  Unbekannten.  6.  Bei  Systemen  voo 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  ^c.  Bei  Systemen  von 
mehreren  Gleichungen  mit  mehreren  .Cnbeiiauiten. .  De«  Schhisf 
dieses  Abschnitts  bilden  Betrachtungen  specleller  Fälle  pei  iwei 
Gleichungen  höheren  Grades. 

Mögen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung,  welche  si^ 

Swiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  möfflich  recht  bald 
den  9  und  sa  weitem  Untersuebungen  Uber  die  iragllchen  wicli> 
tigep.  G^fmtl|iide,  rplc|i|lehe  Verantaisaiig  gebeiijl . 

♦      .   tli    .  I  ■  >  I  I    »II    I    I  '  I  . 
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Astronomie« 


Populäre  Astronomie.  Vod  Dr.  J.  H.  MSdIer,  Kais.- 
Bnswleekem  Staaieratfae  «•  fl*.w..  Vierte,  ▼8Uij(  umge« 
arbeitete  Auflage.  Nebst  eloem  Atlasj  SOTaieln  ent^ 
haiUad.  Berlin.  1849.8. 

4.  „  Ein  Buch,  welcli06  in  einer  vierten  AuÜu^e  vuriiegt,  muss  sieb 
w«lil>dle  Craost  4^«.  PttUlkums  in  vorxagliclieni  Grade  erweriieii 
haben,  und  ein  UctbeU  darüber  zu  fiiUen,  ist  kaum  noeh  an  der 
^eit  Wir  verkeuneo  aucfo  die  Vorzüge  dieses  Werke»  keineswegiL 
uii4  sind  selbst  der  MeiiMiog,  dass  dasselbe  in  gewisser  Kücksicnt 
für  den  Mainr  von  Fach,  der  die  Wi Eigenschaft  fechon  kennt,  fast 
noch  mehr  W  erth  hat  als  für  den  blossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  werfbToUer  ZusaramenateUimgen  fiber  die  Topographie  des 
Planeteoeystems  der  ISod»^  die  KjOnteten,  die  FlxBterne,  die  Ne» 
helflecke,  die  Doppelsterne  u.  s..  w.  enthält ,  die  man  bis  auf  die 
neueste  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  \Verkc  Ton 
äln^licher  Tendenz  in  gleicher  V ollständicfkcit  finden  dürfte,  ^o 
da^SiS  uuch  uns  selbst  da«  buch  in  dieser  iieziehung  manche  dan- 
kd^wertbe  Belehrung  gewährt  hat  und  Öftere  von  uns  zu  Rathe 
gezogen  worden  lst>  Wenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  wissen: 
acbaitUche  Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freilich  offen  hekea* 
neo,  dass  wir  bei  derselben  eine  auf  dem  We<;c  der  Beobachtung 
den  Leser  nach  und  nach  zu  einer  vollstSndii;(  ti  Kenntniss  des 
grossen  Weitgebäudes  führende  Darstellung,  welche  so  treu  als 
möglich  dem  nistori^chen  Entwicklungsgange  der  Astronomie  folgt« 
ao  gut  wie  ganz  vermit^t  haben.   Wir  glauben,  daes  es  nament* 
llcb  in  einem  populären  W^erke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
senschaft so     eeKniiissig  ist,  isich  dem  historischen  Entwickeluntys- 
gange  derselben  inrt^liehst  eng  anzuschliessen  ^  als  gerade  in  der 
Astronomie,  und  sind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
eich  nur   allein  ,  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
Denn  was  hilft  die  Ansaoe  alier  eifoaehien  ErIcISrungen  nnd  Ge- 
setze, ohne  dass  man  auiP  einem  im  eigentlichen  Sinne  heuristi- 
schen Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht;  ohne  einf»  solche 
heuristische  Darstellung  sinkt  oer  formelle  Nutzen  für  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  aut  INull 
herab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlung 
von  Metisen.  Sollten  wir  ein  Master  filr  eine  solche  Oarstellongs^ 
weise  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Rücksicht  Sache 
des  (^esf  hmacks,  wir  aber,  von  unserm  Standpunkte  aus,  wüsstcn 
in  der  Tbat  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zweite*)  Ausgabe  von  Biot's  Astronomie  physique,  in  der 

*>  Die  nonesCe,  jetzt  acboa  Vis  tu  vier  ttariren  Bünden  engewachseee, ' 
dritte  Ausgabe,  die  der  treffliche  hochbejahrte  Verfasser  noch  nicht  SB 

FntJft  geführt  hnt,  durfte  mehr  den  Bedfirfnisscn  der  Manner  vom  Fnrh 
enU^recheii ,  Hchuii  itires  grusseo  Uiiifiinges  we^cn ,  dftijit  schon  die 
Theofie  der  o|>(i4uhen  Instrumente  fast  ««ei  ganze  -l'heile  füllt.        .  . 
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wir  immer  eine  wahrhaft  populäre,  nur  ein  äusserst  geringes  Maass 
mathpiuatischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmende,  dabei  zu- 
gleich durch  die  Sprache  höchst  ansprechende  Darstellung  ge- 
funden haben,  und  möchten  sehr  wünschen,  dass  einmal  ein  in 
diesem  Biot'schen  Geiste  verfasstes,  bis  zu  den  neuesten  Entdek- 
kungen  fortgeführtes  populäres  Werk  erscheinen  möchte. 

Solche  F(»rmeln  wie  im  vorliegenden  Werke  ans  der  Theorie 
der  lMancteni)ewegung  auf  8.  100.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  ohntf 
alle  Deduction  angeführt,  und  selbst  durch  numerische  Beisidel^ 
zu  gehrauchen  gelehrt  worden  sind,  helfen  dem  Manne  von  Fach 
gar" nichts,  und  dem  gewöhnlichen  Liebhaber  oder  Dilettanten 
sind  sie  natürlich  böhmische  Dorfer.    Ungeachtet  aller  Achtung 
vor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  können  wir  daher  \m 
diesem  Werke  doi  h  keine  ganz  gleichraassige  Darstellung  erken*i 
nen,  die  den  Leser  unter   Voraussetzung  der  ailereinfachste#' 
Lehren  der  Geometrie  und  allenfalls  noch  der  Trigonometrie  auf 
heuristischem  Wege  um!  an  dem  Faden  der  historischen  Enh^ik- 
ketung  zu  einer  möglichst  vollständigen  Kenntniss  des  grossen 
Weltgcbäudes  führt,  und  ihm  ein  Staunen  abnöthigt  über  die  Grösse 
und  atärke  des  menschlichen  Geistes ,  der  —  und  in  der  That 
doch  meistens  auf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nicht  bi^ 
in  die  tiefsten  Tiefen  hinabzusteigen  beabsichtigt  —  Mittel  und 
WVge  fand,  in   die  Geheimnisse  des  Weitalls  einzndringen ,  and 
bei  aller  scheinbaren  Unregelmässigkeit  der  sichtbaren  Bewegun- 
gen der  Wcltkörper  die  streng  gesctzmfissige  Ordnung  deutiicb« 
zn  erkeimen,  welche  der  grosse  Orhebcr  desselben  mit  wo  gros-^^ 
ser  Weisheit  darin  einluhrte.    Absichtlich  kehren  wir  aber  noch'^t 
mals  zu  dem  Einsauge  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie^i 
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derholt  gern  an,  (lass  dieses  Werk  in  Bezug  auf  die  Topoijrnphie^ 
des  Himmels  sehr  werth volle  Zusammenstellungen  enthalt.  die»t 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlich  in  gleicher,  bi 
auf  die  neuesten  Zeiten  herabreichender  V^ollständigkeit  finde 
dürde. 


Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  1 
ihrer  Anwendung  au f  geograp hisch e  Ortsbestimmu og»  ' 
von  Dr.  A.Sawitsch,  Professorder  .\stronomie  an  derj 
Kaiserichen  Universität  zu  St.  Petersburg.    Aus  dem! 
Kussiscben  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Götze.    Mit  meh-"}. 
reren  im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Uerra^ 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  uad  Erweiteruo-y 
gen.    Erster  Band.    Hanburg.  IS50.  8.  Ji 

^,  Schritten  über  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentlich  J 
iin  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  alteren  Werke  vouj 
Russler  und  dem  neueren  von  Ja  hn  wüsste  ich  in  der  deutsch eu^ 
Literatur  kein  Werk,  welches  diesem  wichtigen  Gegenstande  aus- i 
schliesslich  gewidmet  w-ire,  wenn  auch  freilich  in  vielen  astrono-^ 
mischen  ScHrirtcn  trefHicho  Anleifiinuen  zu  astronomischen  Be-Jj 
obachlunsen  und  Rechnungen  enthaltca  sind,  vor  allen  in 
königsherger  Boo bach  tungeu«  in  Bolinenberger's  wenaj 
auch  älterer,  doch  immer  noch  klaiiiicliaf  Awl eitu»g  zar  gepr? 
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graphischen  OrtsbcstiminuTig  vorzü  Jülich  miftelst  des 
Spiegel -Sextanten,  in  Uiin>ker's  HaDdbuch  der  iSchitf- 
fahrtskunde,  io  den  verschiedenen  astronomischen  Zeitschriften, 
u.  s.  vv.  Aber  ein  Werk,  welches,  hauptsächlich  in  Bezug  auf 
geographiscbe  Ortebestinunung,  die  neuere  Beobachtungskunst  im 
jü^mlicber  Vollständigkeit  lanrte,  besitzen  ^  wir  nicht,  und  die- 
sem Rrrhirfnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetzt  in  seinem  ersten 
JBande  uns  vorliegende  Werk  des  Herrn  Pnifessor  Sawitsch  in 
ausgezeichneter  Weise  ab.  Oer  Herr  Verfasser  bat  sich,  obua 
Weitschweifigkeit,  grosser  DeuÜicbkeit  und  möglichster  EinfiMsli* 
heit  in  der  Darstellung  befleiMigt,'  auch  eine  miigllcbst  geringe 
Anzahl  von  Vorkenntnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometrie 
und  die  leichtesten  Lebren  der  Differentialrechnung  zum  voIlstSndi- 
e^en  Ver.ständniss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen,  namentlich 
auch  der  Gebrauch  der  analytischen  Geouietrie  bei  der  liesitim- 

mmg  4er  Febtor  der  laetniniebte  e«  s.  w.  fast  gaoa  ausgeschloA- 
aeii  werden  left»  was  wir  bei  etoem  Werke  von  der  Teadenz  des 

.vorliegenden  nur  billigen  können:  die  beschriebenen  und  zu  be^ 
ricbtigen  gelehrten  Astrumente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
und  zum  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  und  allgemein 
▼erhreiteten  transportablen  Imtmmente,  vm  denen  ancb  immer  eebr 
dMMlÜcbe  Abbildungen  gegeben  worden  sind;  die  Formeln  sind 
nicht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  pialftische  Richtung  ver> 
folgenden  Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  hinreichen- 
der Vollständigkeit  vollständig  abgeleitet,  wodurch  natüriich  die 
Okgeatüch  wissenscfaatUicbe  Cuestalt  des  Buchs  sehr  gewonnen 
linft  und  dweibe  rom  dem  Herrn  Verfaseer  sn  efaiem  wahren 
liehibttdie  gemacht  werden  ist,  in  welchem  man  selten  tfber  einen 
Gegenstand,  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  i^anze  Tendenz 
des  Buchs  vorgezeichneten  Kreise,  vers^ebens  Rath  und  Belehrung 
suchen  wird;  alle  behandelten  Aufgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  deutlich  erläutert;  übrigens  trägt  das  Werk  ganz  den 
Stempel  der  Bigentbimlh&bkeit,  und  Herr' Profesaer  Sawiteeh 
hat  audi  manche  gans  neue  Bietboden  beigefilgt»  wie  man,  um 
nur  Eines  zu  erwhnncn,  z.  B.  aus  dem  Anhange  zum  dritten  Ab- 
schnitte: „über  eine  etwas  veränderte  Anwendung  der  Besse!' 
scheu  Methode  zur  Bestimmung  der  Polbühe  durch  das  Uurcb- 
gangs-Instremeni,  'nelmt  einem  oeiapide**  neben  bann.  Kars  wir 
nina  der  Meinung,  dass  Herr  Praleaaor  Sawitsch  durch Herang» 
a^be  dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werks  nament- 
Rch  um  alle  die,  welche  aus  Neigung  oder  Beruf  geographische 
Ortsbestimmungen  zu  machen  sich  anschicken  wollen ,  ein  wah- 
res Verdienst  erworben  hat,  und  danken  ihm  in  deren  iSameu  hier 
«nfricbtiget  daüHr.   CHeielien  Dank  Terdient  aber  aueh  der  Heir 
Ueberaetzer  iiir  die  Varpflansnng  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewiss  vielen  dentschen  Beobachtern 
ganz  unbekannt  geblieben  sein  würde.     Da  wir  der  russischen 
Sprache  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Originalwerk  nicht  vor 
uns  liegen  haben,  so  kOnnen  wir  freilich  ein  eigentliches  Urtheil 
tQier  die  Ueberaetzunff  nicht  aneapreehen ;  aber  ae  viel  kfinnen  vHr 
nva  vollkommenster  Ueberzeagung  versichern,  daaa  dieaelbe  aich 
ganz  wie  ein  Originalwerk  lies't,  und  fögen  daher  nur  noch  hinzu, 
dass  auch  Herr  Professor  Sawitsch  selbst  die  Uebersetzung 
genau  durchgegangen  and  laut  der  Vorrede  über  dieselbe  da« 
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Urfbeil  gefllll  bat:  ^dass  Abprall  det  Sina  <f^sRta»Uf*«a 

Originales  treu  and  acbarf  wiedergegeben  sei*^  was  ja 
bei  der  Ueher^etzunjr  eines  matbematischen  Werkes  eigentlich 
Alles  ist,  \\as  man  verlangen  kann.  Ausserdem  hat  die  Ueber* 
Setzung  durch  manche  Zusätze  des  H«>rrn  Verfassers  wirkliche 
Vorzüge  vor  dem  Originale.  Bei  einem  Werke  wie  das  flie- 
gende, baltea  wir  vns  m  einer  etwas  g^iiaaeren.  ab  dlea  aoul 
&  diesen  litarariacben  Berf eilten  zu  geschehen  pflegt,  ä»^^  eek 
ne^  Inhaltes  vaipflichtet,  die  wir  im  Fo%eiidaa  ona  m  ffAm  a^ 
laitben:  "       t  ^<fw>^.^r^r* 

•"•.r..ui}  1^  William 

S.  1.  Einleituna.   Dieaa' 73. Seitea*  atitfke  EfaMliing  ea^ 
bSlt  aus  der  tkfedretiscben  Astronomie  alles  dasienige«  was  zum 

Verstandniiss  der  verschiedenen  praktischen  Operationen  notb- 
wendig  ist,  also  die  wichtigsten  allgemeinen  astronomiseben  Be- 
griflfe;  die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  fo»  den  Constaotea» 
welche  bei  der  Rednetieii  des  oclwlaibaran  Orts  eiaea  Ouaiiiie 
auf  aeiaeo  mUtlefn  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  von  der 
•stnmaauaehen  StraMeabteehung,  von  der  Parallaxe  ,  die  Tbeofie 
des  astronomischen  Fernrohrs ,  die  Theorie  des  Niveaus,  inuMr 
mit  bestimmter  Rück^iicht  auf  das  Praktische,  worunter  auch  s^bst 
geübte  praktische  Astronomen  manches  für  sie  Lehrreiche  findea 
werden.  —  S.  74.-  Eriter  Abtchnitt  Bescfareihang  nnd 
Gebraadi  der  laatrumente.  Die  ia  diaaen  Aliacbiiiäe  b^ 
sehriebenen  und  in  jeder  Beziehung  voHatfindig  theoretisch  bebaa- 
delten  Instrumente  sintl  das  Durchgangs -Instrument,  der  astrooo- 
mische  Theodolit  und  das  Universal- Instrument.  Die  Theorie 
dieser  Instrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dasskein  Umstand, 
den  die  neuere  Beobaebtnn^skunst  zu  berücksichtigen  für  nütkig 
.  gefeaden  hat»  aalieNidnIchtigt  gebliebeD  lat  Aoasetdem  eatblB 
dieser  Abachnitt  aehr  schune  Belehrungen  fiber  die  Fehler  der 
Gradthellungen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  Be 
handluog  der  astronomischen  Uhren.  — -  S.  243.  Zweiter  Ab- 
schnitt.  Bestimmung  der|  Breite  und  der  Zeit  durch 
die  Me&äung  von  Zenithdistauzen.  Bestimmung  der  Breite 
atie  Cireanmieridlan  •  HOhea.  Beatiaimang  der  Breite  dmdi  dia 
Faiaiatevo.  ZeitibeatiBimnng  aus  Zenithdistanzen.  Zeit-  imd  Biab 
tenbestimmung,  wenn  beide  unbekannt  sind.  Zeitbestimmung  aus 
correspondirenden  Höhen.  Ausserdem  enthält  dieser  Abschnitt 
noch  viele  höchst  lehrreiche  nnd  ,  wenn  durch  die  Beobachtungen 
möglichst  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  höchst  wicbdge 
ai^geaielae  Betrachtungen.  Dtiiter  AbMeAwiit  Kelt*  vsd 
Breitea*Beatimmung  mittelst  des  Oarehgattga^Instru- 
ments.  Allgemeine  Theorie  des  Durchgangs -Instruments.  Zeit- 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  -  Instrumente: 
1.  Wenn  das  Instrument  im  Meridian  aufgestellt  ist.  1 
Im  Vertikale  des  Polarstems.  Allgemeine  Bemerkungen  filier 
die  verscbledeeeD  Metbodea  sar  Zeitbeattamiung.  Besael^Krhe  Ma* 
Äode  die  Pelhöhe  durch  das  Durchgangs -Instrument  zu  hestiii- 
aaeo.  Praktiaehe  dabei  zu  befo^eede  Regeln  und  Beispiele.  An- 
hang 7MT  Besserschen  Metbode  vom  Verfasser  mit  einem  Beispiele. 
Vierter  Abschniil.  Von  der  Bestimmung  des  A^i* 
mutha  eiaes  gegebenen  irdischen  Gcgenstandea.  üa: 
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stitiimittig  def  2S«lt  «nd  dM  AÜlttiifliä  m  den  geiMSMoeii  Al|» 
Hratth  ^  Unterschiede  Von  Gestirnen.  Ueber  den  EinfloM  der 
tä^iefaen  Ab«rt»ii4Ni  taf  die  TmebMeiicni  Polar -Coerdinateii  der 
Geetime. 

Wir  MhtD  dem  Erscheinen  des  zweiten  Theils  cliesee  Wmlkn 
welcher  u.  A.  auch  die  Gauss'scbe  Methode  zur  Berechnung  der 
Sonnenfinsternisse  enthalten  mrd,  mit  grossem  Verlangen  entge- 
(seo,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erstatten. 
Idßeen  die  Leser  des  Archivs  die  grossere  AusfiShrlichkeit  der 
vorhergehendatt  Aaaelfte»  ala  aawt  In  dlaaen^ütaiailaelien  Baffehfeft 
^ewAMM  tat*  «it  der  Wichtigkeit  des  TovIicMMadeii»  refaeba  Be- 
lehrung gewährenden  Werks,  durch  dessen  Herausgabe  der  ge- 
ehrte Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erwor- 
ben hat,  und  das  gewiss  wesentlich  dasu  beitragen  wird,  das« 
«Hr  bald  noch  mehr  genaae  geograpiriacha  Ortsbestinimungen  er- 
Mteft  werdea,  ala  dies  bis  Jent  aebon  der  Fall  ist,  entschuldigen. 
Wir  bahaa  ea  zagleich  fiir  'idisere  Pflicht  gehalten,  durch  die 
obige  ausführlichere  Anzeige  zu  einer  möglichst  haldigen  weiten 
Verbreitung  und  Bekanntwerdung  dieses  verdienatücben  Werks 
das  üosrige  nach  Kräften  beizutragen. 


S  a  u  1 1  k. 


Haadbaeli  dar  Sehiffabrta-Kaada- mit  alaer  Samm- 
lung von  Saamanns  -  Tafeln,  zwei  Seekarten,  zwei 
Sternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Auf- 
trage der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei- 
tung mathematischer  Kenntni  ss-e  v  erfasst  von  C.  Rüm- 
ker,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Schu le 
um  Hamb  vre  a.  w.  Fflnfta  mit  ata  raotyp  Irtan  Tafala 
varaehana  Aaflaga.  Hann  barg.  & 

Wir  freuen  uns  ungemein»  daa  von  uns  im  Literarischen 
Bar.  Nr.  XXII.  S.  34a  flbar  die  Im  Jahre  1844  araeblanana  rlerla 

Auflage  dieses  ausgezelchnalan  Handbuchs  aosgesprochana  vor- 
theilhafte  (Jrtheil  durch  das  so  baldige  Erscheinen  aer  vorliegen- 
den fünften  Auflage  so  vollkommen  bestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
ist  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
erfreulicber  Beweis,  dass  die  wissenschafUlebe  BieaebKfltigung 
mit  daa  nautlaehen  Wiaaenachalten  Immer  mehr  Theilnalima 
findet  nad  an  Verbreitung  geirlnnt  Natfirlich  gilt  von 
dieser  neuen  Auflage  alles  d^,  was  wir  a.  a.  O.  fiber  die 
vierte  Auflage  gesagt  haben,  und  wir  wfiaatan  Janer  Aniaige  In 
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der  That  fetzt  nichts  weiter  hlnzuztifffgeoi  als  dte  folgende  kurse 
Anzeige  der  Verbesserungen  und  Vermehrungen  der  fünften  Auf- 
lage. Seite  293  —  sind  die  zahlreichen  auf  Hamburger  Schif- 
fen augesteliten  ma^^eUscheu  ßeübacbtungen  aufgenommeu  wur- 
den, und  der  Herr  Vf.  findet  In  diesen  Beobaebtungen  den  Be- 
weie^  daee  sein  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  ansgesprociie- 
ner  Wunsch,  ein  Observations-Buch  auf  Schiffen  eingeführt  sn 
aehen,  wenigstens  theilwetse  in  Erfüllung  gegangen  sei.  Unter 
den  Verbesserungen  weiset  der  Herr  Vf.  vorzugsweise  auf  den 
»S.  258.  von  ibm  gemachten  Vorschlag  hin,  statt  der  wahren  Di- 
ntans,  die  wahre  Reetaeeenslen  des  Hends  «ns  der  beoliaehleteii 
Distanz  zu  lierecbnea,  tretl,  abgesehen  von  der  dadweb  in  der 
Epberoeride  ersparten  Seitenzahl,  die  Veränderung  der  schon 
von  Stunde  zu  ^>tunde  im  Nautical  Almanac  angegebenen  Recta- 
scension  des  Mondes  der  Zeit- Aenderuug  mehr  proportional  ist, 
als  es  die  der  kleinen  Distanzen  des  Mondes  von  ausserhalb  sei- 
ner Bahn  gelegenen  Fimternen  sind.  Das«  die  nantiscben  Tafeln 
ibrem  grosseren  Tbetle  nach  etereotypirt  worden  sind,  ist  ge* 
wies  amdi  ein  Versag  der  neuen  Ansgabe  vor  der  älteren. 

Möge  dieses  verdienstliche  Buch  fortiabren,  gründliche  nau- 
tische Kenntnisse  so  allgemein  vrie  möglich  unter  dem  betreffen- 
den  Pebiikum  zo  verbreiten. 


Berichtigung. 

In  dem  vorberprebendcn  Literf»rt»chisB  llericbte  Nr.  I.VIll.  rnüisen  tfic 
Seiteaiahieii  286,  287,  288,  n.  «.  w.  292  hei««en:  786»  787,  788»  o.  «.  w. 
7MI,  was  naa  gefällig«!,  so  vcri»etMra  ItiUet. 
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Oeoifietrie. 


Grenz  -  Be*:  tili»  nuin  ET  on  hei  V  erg  I  e  i  ch  u  n  gen  von 
Kreisen,  welche  von  demselben  Dreieck  abhängig 
•lod»  soiTohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  DreiecE 
selbst  W9n  Dr.  D.  E.  L.  Lehmas,  Professor  der  Mttbe* 
instlk  so  der  Kfioigl.  Artillerip-  und  1  n geoieiirse&lfle 
■•«.Ii.  SU  Berlin.  J^elpslg.  1851.  tP.  10  fiJgr. 

Dieses  iSchriftchen  enthält  acht  Anfgabeo,  die  wir  angeben- 
den  Matbevatikeni  zor  Uebong  empfeUen.  Wir  vroUeo,  wmüum 
Aufgaben  im  AlfgemsiDen  emigermassen  au  charakterisiren ,  die 
erste  und  die  siebente  angeben ,  indem  wie  bmerbee»  dMir  4% 
Y  die  Winkel  de»  Dreiecks  bezeichnen,  wobei  die  a  ^egeo- 
öberstehende  Seife  stet«*  als  Längeneinheit  angenommen  i>»t.  Wegen 
der  übrigen  AuTgabeo  erlauben  wir  uns  <lie  Leser  auf  das  empieh* 
hmgairertbe  ScbriftcBeo  selbst  zu  verweisen.  Ertle  Äufaak^ 
Der  Inhalt^  des  an  ein  Dreieck  beeebriebenen  kr«il* 
ees  eoll  sich  zu  dem  ie  dasselbe  elB^scbriebenee 
Kreise  wie  ii^A  verhalten.  Zu  be<(tiniraen:  I.  Die  Glei» 
chnn^^  zwischen  a,  ß,  y  und  Ji.  II.  Die  Grenaen  für  tu 
HL  Die  Uelation  zwischen  oundn,  wenn  y  =  90^  seia 
aefL  IV.  Die  Gleicbaag  zwischen  y  und  n,  fürs  gleicli^ 
aebeokfiffe  Dreieck,  also  fOr  m^ß.  V.  Di«  AbblefttgA 
kelt  der  iVerthe  ?oo  a  und  n  von  eieeadet.iweiiii  Amiv 
beupt    entaprecbeade'  Dreiecke    exietire»  sellea. 

Baad.  HT.  i» 
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VI.  Nunieritiche  Beiopiele.  —  Siebente  Aufgabe.  Uie 
Summe  der  Flächeoräume  der  vier  die  6ei  teo  des- 
••lb«B-Dr«l*eks  taugeiitlr«n4eii  KreU«  mmd  der  de« 
mm  dl«««s  Dreieck  besekriebenen  Kreit««  eeil  einer 
gegebenen  Zabl  p=^mft  gleich  vrerden.  Zu  bestim- 
men: I.  Die  Gleichung  zwischen  er,  yund  m. 
11.  Die  Grenzen  l'ür  m.  III.  Die  Vergieicbung  zwi- 
schen a  uud  m,  wenn  y ~  90^  sein  soll.  IV.  Die 
Vergieicbung  swIecheB  y  end  ei,  wenn  wer* 
den  soll.  V.  Ffir  welche  Relation  swiecben  o  und 
m  überhaupt  au8  I.  einem  Dreieck  entsprechende  Wer- 
the  für  ß  sich  ergeben  kOnnen.  VI.  Numerische  Bei- 
spiele. ^  Man  sieht  scboo  aus  diesen  beiden  Aufgaben,  dass 
diese  Idelve  Schrift,  wenn  euch  im  Gaeien  nnr  edS  Aachen« 
docby  wenn  dieselben,  wie  es  b  der  Schrift  selbst  eebr  iwecb* 
mSssig  geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemlich 
reichen  SiofL  von  Uebungen  darbietet.  Es  macht  uns  Freude, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Herr 
Verfasser  immer  noch  rüstig  fortftlbrt,  ausser  durch  mündlichen 
Unterriobt*  endi  dudi  Sdkrulea  den  Lemeideii  elcb  oflCäMl  tn 


.  .  Cevte  eomplet  b  Fveage  dee  effleiere  de  la  ninrine 
aarebende,  par  Levret  aln^,  Professeur  d'Hydrogra- 
pl|le  de  premiere  classe  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Arithmetique.  Paris.  1849.  8.  —  Deuxienie  Partie.  Ge- 
ometrie. Paris.  1850.  8.  —  Troisiöme  Partie.  Naviga- 
tion. Paris.  1850.  8.  Alle  drei  Theile  4  Tblr.  10  Sgr. 

Die  iMdden  ersten  Theile  dieses  Weifcs  enthalten  die  gewubn- 
ttabeo  BlenMnte  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste- 
reometrie und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohne 
dass  dabei  aut  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaften 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  was 
doch  namentlich  z.  B.  iu  der  ^Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
ds^  Vidi  esin  kÜMen,  In  Beiug  Mf  nibenmgsw^e  fnbaltsber^cb« 
ntragen  u.  dergl.  Der  dritte  Theil  enthält  die  „Navigation*' 
wie  die  Franzosen  sagen,  d.  h.  die  Steuermannskuude  (Pilo* 
tage).  Die  erste  Abtheilung  enthält  einen  ,,Precis  de  Phy- 
si  q  u  e  Worin  wir  in  ziemlich  nunter  Weise  das  Parallelogramm  der 
Kräfte,  die  ellgemeins  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 
^*dM  AMMnedee,  dee  Bnrdmette,  die  Pnmpen»  etwa»  voe  der 
Wärme  mit  CinschluM  des  Thermometers,  die  Magpietnadei,  di9 
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leobrechuiig,  md  in  Verbitidnng  mit  dem  Vorbergehendcn  dift 
nautischen  lostrumente  (Sextaot,  Suiegelkreis ,  Vemier,  Compass) 
und  die  DaTnjffmascIiine  (niden.    Auer  über  die  für  den  Seemaoo 
so  w'icfitii^e(j  Kleniente  der  LStatik,  über  de«  bchwerpuiikt ,  öber 
die.  eiuiaciien  Mai»cliiueu  u.  js.  w.  kommt  in  diesem  »Precii»  de 
Pliyalque"  gar  nichts  f^pr,.  wa«  gewioa  ilkht  gebilligt  werdeft 
kum,  wenn  der  VerfaMer  eiooial  die  Graodlehren  der  Physik 
in  seio  W^rk  aufnehmen  T^*o!lte,    wovon  wir  inis  <JoIt'Lit  iiheit  zu 
uebmen  erlaulxn,  da»  in  höchst  eleganter  gauz  eiemeutariir  Weise 
Terfa$£>te  VVerkcheu  des  berühmten  Mouge:  „Trait^  elömeo- 
taire  de  Statiqae  k  fusage^deä  ecoTes  de  la  marine  par 
Ga^pard  Monge.   Cioquierae  ddition.  Revue  par  M.  Ha* 
chette.   Paris  1810.   o.   hier  wieder  in  Erinnerung  zu  briu* 
gen,  da  es  zu  unserm  grössten  Bedauern  fast  verirf^ssen  zu  sein 
scheint.    Auf  den  ,,Pre<"i.s  de  Physique'    fol^t  ein  „l^recit» 
d*Astr onomie''  dei  uu^s  auch  nicht  mehr  als  der  „l^recis  de 
Physiqae"  befriedig  ha^  uod  dann  kommt  au  f  p  ag.  92.  bis  pag.  232, 
die  eigentlidie , «Navigation"  oder  ,,A$tronomie  nautiaue*'. 
Wir  glauben  uns  einer  ausführlichen  Inhaltüanzeige  dieser  Abthei- 
lung  enthalten  und  mit  der  allgemeinen  BemorUim^  begnügen  zu 
künneo,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer* 
mannskunde  in  einer  ziemlich  guten  Ordnune  und  in  deutlicher 
und  einfacher  Darstellang  enthalten  und  überBU  durch  z^veckmSs- 
^ge  Beispiele  «rl&atert  worden  aiDd»  im  daw  wir  diese  Abthel* 
luDg  dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  hlpss  da»  G<'v\  ohn- 
Kchste  seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,   wohl  emtdebleo 
können,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  Küsten 
u.  dergl.  gar  oiehta  In  dleaeni  We«ke  enthalten  ist  Der  im 
terar«  oer.  Nr.  LI.  S.  708.  kors  angezeigte  Trait^  dL^men« 
taire  de  navit^ation  a  l'usage  des  otficiers  dela  marinti 
roilitaire  et  de  la  niar'uje  du  commerce  par  V.  Caillet. 
T.  L  iL  Brest.  1848.  Ib4ü.  8.   enthält  alles  dem  ^Seemann  zu 
wissen  Nöthise  weit  voUständiger  und  in  widsenschafUicheret;  Dar- 
•teltnng  ab  das  vorliegende  Werk,  und  wir  erkennen  deesen  Ver- 
züge vor  manchen  anderen,  namentlich  firanzösiacfaen  Werken 
desto  mehr,  je  mehr  und  je  länjjer  wir  uns  dpssfiben  bei  eiire- 
oen  Studien  bedienen,  weshalb  wir  dieLiebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  tnabeeondere  a.  a.  O.  un«  nnr  roll  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begnügen  mnaaten» 
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CommentaifoDe  doctissima  de  eclipsibus,  qnam  anno  1842  edi- 
dit  Besselius*)«  autor  celeberrimus  o^tendit,  aequaüoueui  calculo 
lionin  pliaeiiomeinim  aptissinam  obtineri,  n  meoiHieria,  coDtactm 
apparentem  duonmi  corpofum  coelestiuiii  inaequaliter  a  t^na 

stantium  tiecessario  reqiiirere,  ut  oculus  obsenatoris  in  puncto 
aliquo  superficiei  conicae  situs  Bit,  anibo  oorpora  involventis ,  eo- 
demque  opere  probleniata  diversa  ad  tbeoriam  eclipsium  pertinea- 
tia  copiaae  traetavit,  sed  ita  tarnen,  ut  contactus  interiores  aolia 
€t  lanaa  oec  mm  ecltpses  solli«  quCaa  efBciuntur  planefia  inierioii» 
boa,  modo  gen^aliter  attigerit,  et  brofltatia  causa  hoDOulla  prae- 
terterit,  qtiac  caiculo  hornm  phaenomenum  contractioneni  naud 
aperneodam  afferre  posse  videantur.  Quod  cum  ita  sit,  desideratar: 

ut  auzilia  aequationia,  quam  opere  comanemorato  eiftf- 
buit  Besaenoa,  etoantar  romralae  computationi  eclipslain 
annularium  nec  non  transitiiiini  planofaruni  inrerioruni 
per  discuni  solarem  idoneae,  et  illiistretur.  uaus  lorinvl^ 
ram  Inveotarnm  exemplis  apte  electis. 

Commentatione«  nataadae  enint  noti  nomitie  scripforfa,  aed  tes- 
sera  aiiqua,  adjiriendaque  charta  obsignata  eadeni  fessera  aotat^ 
quae  scriptoris  oomea  ordinem  domicifiumquQ  indicet 

€oflimenlationaa  btia  esriCoai  mb^  Amnati  HVl  CMatlaiia 
QnmM,  qaiMaW  ab  «plrtalia  «et,  ttaaaturtAe  eabe  debebmil 


*)   AsUroBooiUcbe  Unterauchooren  von  F.  VV.  Be«sel.  Zweiter  Band. 
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